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ABSTRAT.

We define a homotopy theory induced by a ring R with unity in the cate-
gory of abelian groups Ab. This theory is different of the projective or injective
homotopy theories defined by Fckmann and Hilton in Ab. But if the aditive
structure of the ring R is divisible, then there is an epimorpbic natural transfor-
mation from the theory induced by R to the injective homotopy theory. We also
sec that this transformation is not a natural equivalence.

In order to give the homotopy theory induced by R, we define a cofibration
as a homomorphism i : A — X such that for every homomorphism { : A — M,
where M is an R-module, there exists f : X — M such that fi =f. In a dual way it
is defined a fibration. We prove that Ab with the above cofibrations and fibra-
tions and fibrations, and taking as weak equivalences the homotopy equivalen-
ces, is a closed model category (in sense of Quillen).

INTRODUCCION

Obscrvando las ventajas que aporta la teoria de homotopia en los espacios
topoldgicos, se puede preguntar por Ja posibilidad de definir teorias de homoto-
pfa en otras calegorias. Eckmann y Hilton en [1], 2], {3] confirman csta posibi-
lidad definiendo las teorfas de homotopia proyectiva ¢ inyectiva en una catego-
ria de modulos.

Para definir de un modo comiin los grupos de homotopia, ya sea en los espa-
cios punteados, ya en los modulos, Hubert [S], |6] abstrac las propiedades del
cono topologico, y las introduce en una categoria abstracta. Define los grupos de
homotopia construyendo un complejo semi-simplicial de Kan, con la ayuda del
funtot cono, o bien, con su dual el funtor “arcos™.
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También Quillen en [7], 8] estudia teoria de homotopia en categorias gene-
rales. Para ello, toma una categoria C con tres familias distinguidas de morfis-
mos, cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles, satisfaciendo adecuados
axiomas (ver 4.1).

Este articulo estd en el orden de las ideas anteriores, mds concretamente,
para un anillo R con unidad, definimos una teoria de homotopia en la categoria
de los grupos abelianos Ab. lista es distinta de la homotopia proyectiva e inyec-
tiva que Eckmann y Hilton definen en Ab, aunquc en el caso de que la estructura
aditiva del anillo R sca divisible, existe una transformacion natural epimorfa de
la homotopia asociada del anillo R sobre la homotopia inyectiva (ver 1.5). Tam-
bién se ve que esta transformacion no es monomorfa.

El interés de esta teoria radica en que nos analiza obstrucciones que presen-
ta un grupo abeliano para ser R-modulo. Si convenimos en llamar R-casimodulo
a un grupo abeliano con una ley externa que verifica las propicdades de R-modu-
lo exceptuando la asociatividad, se ve que para la teorfa de homotopia inducida
por R, los contrictiles son exactamente los R-casimddulos (teorema 1.3).

En el pirrafo 3, se analizan las cofibraciones (definidas en el 2) inducidas
por cuadrados cocartesianos; se prucba que si los homomorfisimos inductores son
homotopos, las cofibraciones obtenidas son del mismo tipo de homotopia en la
categoria relativa.

En el pdrrafo 2, estudiamos las cofibraciones y libraciones. Pestacamos el
teorema 2.2, ya que con la ayuda de éste, en el parrafo 4 se prueba que Ab con
las cofibraciones y fibraciones definidas en este parrafo, y tomando como equi-
valencias débiles las equivalencias de homotopia, tiene estructura de categoria de
modelos cerrada. Aprovechando esta estruciura se extraen las principales conse-
cuencias que Quillen obtiene en {7]. Ahora bien, éstas optimizadas, ya que aqui
se pucde tomar un cilindro con caracter funtorial (ver 4.3-(a). En particular, se
definen los grupos de homotopia inducidos por R y se da la sucesidn exacta de
un par.

Utilizamos las siguicntes notaciones: R es un anillo con unidad, Z el anillo
de los enteros, R el anillo de los racionales, Ab es la categoria de los agrupos abe-
lianos, Ab? los grupos abelianos bajo A, Aba los grupos abelianos sobre A y
Ab(2) la categoria de los pares. Si C es una categoria con una relucion de
homotopia, Ch denota la correspondiente categoria homotopica.

1 HOMOTOPIA INDUCIDA POR UN ANILLO CON UNIDAD

Un anillo con unidad R induce una relaciéon de equivalencia en los morfis-
mos de las categorfas siguienies: Grupos abelianos, grupos abelianos bajo A,
grupos abelianos sobre B y en la categorra de los pares de grupos abelianos. Se ve
que en los grupos abelianos los contrdctiles son exdctamente los R-casimédulos.
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1 Definicion. Sca f K — Il un homorfismo de grupos abelianos, diremos que f es
nuthomotopo, f = 0, si existe F:KXR - H bilineal tal que F(x, 1) = f(x) para
xeK. Dados f, g:K = H diremos que [ = g si f-g ~ 0. Iista relacion es de equiva-
lencia y al conjunto cociente lo denotaremos por [K, H].

Notemos quesiK ® Res el producto tensorial como Z-médulos y |
(R, H), y denotaremos por

IR = Hom

ij: K> K®R: ij (x)=x ® 1 para xeK

q; R s q; (@) =a(1) paraa’elll’

el hecho de que f sea nulhomotopo cquivale a que f admita una extensién [ con
f i, =f, o bicn, que admita una clevacién f con q,f'= f. Diremos que K ® R es
el cono de K y que 1R son los arcos de 1.

La relacion de equivalencia de la definicién anterior es compatible con la
composicion de morfismos; por tanto se puede considerar la categoria cociente
que llamaremos homotdpica y denotaremos por Abh. Un homomorfismo se dice
que cs una equivalencia de homotopia si en la categoria homotopica induce un
isomorfismo. Un objeto se dice contrdctil si en la categoria homotopica es iso-
morfoa 0.

2 Definicion. Un grupo abeliano K se dice que es un R-casimodulo si existe una
aplicacion bilineal F:K X R — K tal que F(x, 1) = x para x¢K (Notemos que no
exige la propiedad asociativa).

3 Teorema. Un grupo abeliano M es contrdctil si y s6lo si M es un R-casimddulo.
Demostracion: Basta observar que M es contrdctil siy s6lo si 1y ~ 0.

Ln la categorfa de los grupos abelianos bajo A sc definc la siguiente relacion
de homotopra.

4 Definicion. Sea i:A = X un objeto de AbYy £:X > Xl que fi=0, se dice
que f~ 0 (rel A) si existe un homomorfismo I:X ® R — X’ tal que el siguien-
te diagrama cs conmutativo
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Sif, geAbA(i, i), se dice que f~g (rel A) si fg~~ 0 (rel A). La relacién ante-
rior ¢s de equivalencia y es compatible con la composicién de morf{ismos. Deno-
taremos que Ab*hala categoria cociente. Los morfismos de Ab? que inducen
isomorfismos en Ab%h se dicen cquivalencias de homotopia bajo A.

De un modo similar se define la relacion de homotopia en la categoria de los

grupos abelianos sobre B, Abg y en la categoria de los pares de grupos abelianos
Ab(2).

5 Observacion: Con la homotopia inyectiva de Eckmann-Hilton (ver[1],]2],]3])
en los grupos abelianos los morfismos nulhomotopos son aquellos que se factori-
zan a través de un grupo abeliano divisible. Si el anillo R es divisible (pensado
como grupo abeliano), entonces los R-modulos también son divisibles (como
grupos abelianos). Por tanto, en este caso, existe una transformacion natural epi-
morfa de las clases de homotopia inducidas por el anillo R sobre las clases dc
homotopia inyectiva. Esta transformacion en general no es monomorfa como lo
prucba cl hecho de que para el anillo Q, cl grupo de las clases de homotopia
inducidas por el anillo Q |Q/Z, Q/Z]| es no nulo, en cambio, por ser Q/Z divisible,
el grupo de las clases de homotopia inyectiva |Q/Z, Q/Z]; es nulo.

2 COFIBRACIONLES Y FIBRACIONIS

Puesto que estos conceplos son duales, Unicamente expondremos lo refe-
rente a cofibraciones.

I Definiciéon. Un homomorfismo i:A = X se dice que es una cofibracion, si para
todo f:A = M donde M es un R-médulo, existe f:X — M tal que fi="f.
Notemos que si ¢l anillo R es divisible, entonces todo monomorfismo es co-
fibracién. También sucede que si A es contrictil, cualquicr cofibracion del tipo
i:A = X ¢s monomorfismo, lo mismo ocurre si A es libre de torsién y R ticne
caracteristica cero.
El teorema central de este parrafo es el siguienle:

2 Teorema. Sca cl siguiente triangulo conmutativo
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Si i’ es una cofibracién y f es una equivalencia de homotopia, entonces f es una
equivalencia de homotopia bajo A.
Para probar el teorema anterior veamos previamente el

3 Lema. Sea el triangulo conmutativo

Sig = 1y, cntonces existe g':i —~ ital que g'g ™ 1x (rel A).

Demostraciéon: Denotaremos por 1, 1x y por 2, 1x+1x. Como |-g =~ 0, existe
F:X - XR tal que q, IF = 1-g. Veamos que g’ = 2-g.

(@)  gel=02ggl=g+g+g’-1=(1-p)g(1-g)
Bastard ver que segin la definiciéon dual a la dada cn (1.4), la homotopra

Fg-F:X — XR lleva bajo A, g'g-1 a 0. Ls decir que el siguiente diagrama con-
mula

0

A-———>XR

(b)

(¢) (g'g-1)i=g'gi-i = g'i-i = (2-g)i-i = 2i-i-i = q, 0
(d)  (FgF)i=FgiFi=FiFi=0
(e)  ai(FgF)=q,Igq;F=(l-g)(1-g)

Por (a), (¢) (d) y (e) prucban que ¢l diagrama (b) conmuta.

Demostracion del teorema 2: Como [f] tiene inversa por la izquierda, existe
:X* > X tal que £f ~ 1x. Se verifica que ’i’ ~ i; por ser i’ cofibracion, existe
£7:X* = X tal que ' =~ 1y, '’ =1i. Por el lema anterior existe g’:i — i tal que
g1 1x (rcl A). Entonces { =g es inversa homotépica por la izquicrda de f
bajo A. Ahora si aplicamos el argumento anterior a f, se sigue que existe  inversa
homotépica por la izquierda de { bajo A. Entonces
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A =12 (]A 1A =110

ks decir, f es inversa homotdpica de f bajo A.

3 COVIBRACIONES Y FIBRACIONLS INDUCIDAS

Sea el siguiente cuadrado cocartesiano de grupos abelianos

lg.

X Xg

El homomorfismo @ induce un funtor, ax: Ab™ > Ab® de mancra que al
objeto i le hace corresponder el ig y sobre los morfismos actiia de modo natural.
Notemos que si i es una cofibracion también lo es ig. Entonces si Cof™ denota Ta
subcategoria de Ab? formada por las cofibraciones con dominio A, la restriccion

de a, a Cof? se puede considerar como un funtor del tipo Cof* - Cof®. Vea-
mos la compatibilidad de e, con la relacion de homotopia.

1 Proposicion. Sean f, g:i ~ 1 tal que £~ g (rel A), entonces fo ™~ go (rel B).

Demostracion: Como el funtor - & R conserva coproductos y confcleos, cl
siguiente cuadrado es cartesiano

A®R @®l . per
i ®1 i ® 1
X ® R e8!l L x, &R

Sil:X ® R~ X' csla homotopia que arrastra bajo A f-g a 0, entonces la tnica
H:Xg ® R =~ X tal que

Ha x 1)=F H-(ig ¥ 1)=0

lleva bajo B fogqa 0. #
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2 Observacion. Por las propicdades de los cuadrados cocartesianos se verifica de
modo natural que

(l'\)* = id/\bA (6‘1)* = ﬁ*a*

3 Corolario. Si A es un retracto de deformacion fuerte de X, entonces B es re-
tracto de deformacion fuerte de Xg.

A continuacién probaremos que si a®, a’:A > B son homoétopos, entonces
los funtores a?k, a,'k:(?of"\ h - Cof®h son cquivalentes; para cHo damos algunas
notaciones y resultados previos:

Sca i:BXBR — Z un homomorfismo, con las notaciones

];,:BXBR -7 : 1y(b.a)=hb
1:BXBR - Z 1 1, (b, @) =b+a(l)
jiB > xR © i0)=(0.0)

se verifica que I j= 1p para k=0, 1
Consideremos el diagrama cocartesiano

BxpR %
1) i i
Z lk — Zlk

Observamos que (ambién conmuta el triangulo

B
‘l iIk
Z _l_k_, Zy,

Asi podemos considerar Iy un morfismo del tipo ij - i -

4 Lema. Si i es una cofibracién, 1y, 1; son equivalencias de homotopia bajo B,
segln el anterior diagrama (D2).

Demostracion: Veamos que 1gxgR ~ jlg bajo j, sobre Iy, k=0, 1.
Definamos las aplicaciones
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Go , G:BXBR - (BXxBR)R
Go(b, @) (r)=(0, ar) , ar(s)=a (sr)
Gl(bv a) (l') = (_ ) a(r)a al’)
Iistdn bien definidas y verifican que

(@) Gk =lgxpR-jlk ., Gki=0 , KCx=0

Consideremos ¢l siguiente diagrama

R
0 ®xBRYR ) R
i Gk it
BxB il BxBR k

13) i

LEn el cubo de la derecha, la cara vertical anterior es un cuadrado cocarte-
siano, por construccion. El cubo aparcce al aplicarle a csta cara el functor arcos y
la transformacion natural q, . I:n la izquierda, la parte de arriba conmuta por (a).

Notemos que iRGk ~ (} y como i es cofibracion existe

. R,

Hy : Z = Z" tal que

(b) Myi=i®Gy  definimos hy = q, Gk

Observemos que

(t-hy )i = by = (158 ) = il =l
Como (1) es cocartesiano existe un dnico ¢k = (ij Vi-hg):zy, ~ ZR 1l que

(¢) ¢klk = Ihg = 1-q,Ux = 1-q, 1, ¢xiy, = i , 1ij = i%Gyj =i%0=0
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De donde se deduce que ¢k es un morfismo del tipo iy, ~ iy que ol 17
bajo ij.
Notemos que (Ik)® 1gi = ()RR Gy = G )M IF Gy = (i )Ro =0 =0l

Como (D1) es cocarlesiano existe un dnico Tlx = OV(ik)RHk Py > (7.|k)R
1al que

(@) Hylk = ({)RHg y iy =0

Recordemos que como lg cs epimorfismo y (D1) es cocartesiano, entonces lg
también es epimorfismo. Ademads

a: Nl = q, ()R =Teq, Ny = Tkhg =i(1-gil) = (1 korix

Por ser Iy epimorfismo, q,Ig = 1 1ok, que junto con (d) nos dice que Ty ¢y =~
]Zlk bajo iy, -

5 Lema. Sean 1:A »> By j:B — A homomorfismos tal que lj = 1. Podemos
delinir el siguiente funt()rj:/\hA - AbB, de modo que a f:i = i le hace corres-
ponder f:ij = i’j. Entonces cxiste una transformacién natural i:j - l,, como

funtores del tipo AbM — AbB, Ab™h = AbBh o bien Cof*h - CofPh.

Demostracion: Basta en ¢l cuadrado cocariesiano

1

A——1B
i \ i
I
X— X
considerar 1; como un morfismo de ij en ij.

6 Teorema. Sean o®, o' :A - B homomorfismos que inducen funtores o3, a}:
:Cof*h = CofBh.Sia® ~o! . entonces existe una equivalencia natural

Arad —~ ol : Cof*h - CofPn
que verifica las siguientes propicdades

i) Sea i:tA — X una cofibracion, cntonces el siguiente diagrama conmuta
en Abh
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|.C¢ xa‘

Donde Aj, que ¢s un morfismo de Coth, se puede considerar de modo
nalural como un morfismo de Abh.

ii) Sea P:X — C cl condcleo de i, Pa2:Xa® = C,Pgl:Xq1 — C los coni-
cleos de igo e ig! respectivamente, entonces el siguiente diagrama es conmuta-
tivo cn Ab®h.

Xao -—————> Xat

TR \ /n»,]u

Demostracion: Recordemos que lk'BXBR -+ ByjB~> BXBR verifican que
Ikj = ly. Por tanto estdn en las condiciones del lema anterior. Entonces exnslc
una transformacion natural [y : ij - (lk) como funtores del tipo (ofBXB h -
> Cof®h. Ahora bien, si i:BXBR > B es una colibracién, por cl lema 4
fi:ij - i, cs una cquivalencia de homotopia bajo B. Por tanto en este caso
Ig:j —~ (Ik) . es una cquivalencia natural.

Sean j:B — BxBR, j’:BR - BXBR las inclusiones can(’)nicas Como
o® ~ o', existe F:A > BR tal que ;1 = a' o®. Definimos 0 =ja® §'F,
facilmente se comprueba que 1x0 = ok k= 0,1.

Definimos A como la composicion de las equivalencias

()"0, Lo,

(010)=; _(lo) 0, 10 * - (ll)*o* =(°’l)*

Sabemos que ag = Ix0 , 10 = o, Entonces
[@ | =1,1[01=11,][lT" [¢°1= A ]0°]
COITIO ascguramos en i).

Finalmente notemos que

Pody =Por » P =Pk
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Entonces en AbPh podemos escribir
[Poo1® =1Po1° (U1o1°)" =(Pa 1P 1 1% (1o %) = [Per P
con lo que hemos probado ii).
7 Corolario. Sea el cuadrado cocartesiano
A — % B

i iq

X —%—»x

Si i es cofibracidn y a una cquivalencia de homotopia, entonces & también cs
una equivalencia de homotopia.

4 LESTRUCTURA DECATEGORIA DE MODELOS CERRADA

Quillen en [ 7] estudia categorias adecuadas para hacer teorias de homotopia.
Lin [8] demostrd que los siguientes axiomas son equivalentes a sus axiomas origi-
nales.

Definiciéon. Una categoria de modclos cerrada es una categoria C con tres fami-
lias distinguidas de morfismos: Cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles.
Estas satisfacen los siguienics axiomas:

CMI: C es cerrada por liniites finitos directos ¢ inversos.
CM2: Scan A L B IT,—‘>C morfismos en C ; si dos de los morfismos I, g o gf son
cquivalencias débiles, también lo es el tercero.
CM3: Sif es un retracto de g (en la categoria de los pares), y g es una cofibracion,
{ibracion o equivalencia débil, entonces también lo es f.

‘M4: Dado el siguicnte cuadrado conmutativo
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el morfismo de puntos que hace conmutar los dos triangulos , existe en las
siguientes situaciones

4) Si i escofibracion y p es fibracion y equivalencia débil.

b) Si i es cofibracion y equivalencia débil y p es fibracion.

CM5: Un morfismo f se puede factorizar de las siguientes formas:

a) f=pi, donde i es una cofibracion y p fibracién y equivalencia débil.

b) f=p’i’, donde I’ es cofibracion y equivalencia débil y p’ es fibracion.

2 Teorema. Un anillo R con unidad, induce en la categoria de los grupos abelia-
nos una estructura de categorfa de modelos cerrada, tomando como cofibracio-
nes y fibraciones los morfismos asi definidos en ¢l pirrafo 2, y como equivalen-
cias débiles las equivalencias de homotopia definidas en el pérrafo 1.

Demostracion: Los axiomas CM1, CM2 y CM3 son inmediatos. Probemos CM4.
Para cllo supongamos que i es cofibracidon y equivalencia débil. Por cl tcorema
(2.2) existe X — A tal que ri =idy y ir~idx (rel A). Notemos que ir es un
morfismo de AbA(i, i) y g es un mortismo de AbA(i, pf). Por tanto gir ~ g (rel
A), o bien, g-gir ~ 0 (rel A). Sea ¢:X — C cl conicleo de i, de la definicion de
homotopia bajo A, sc deduce que existe [:C > B tal que

lg=ggir , 1=0
Por scr p fibracion, existe [:C > F tal que pT = l. Entonces h = fr+iq verifica la
conmutatividad del diagrama. De un modo dual se prucba el caso de que p sca

equivalencia débil.

Para probar CM3, consideremos los siguientes diagramas

A—f o3 AXBR\\
B ®(A®R) A—1 Oy

Donde

i(a)=f(a) a ® 1 acA
plx+y)=x xcB , yeA & R
r(a)=(a,0)

p'(a,0)=fa) a(l) aeA , acB®
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Probemos que i es una cofibracion y que p es una fibracidn y una equivalencia
débil. Notemos que el siguiente tridngulo es conmutativo

i iy

P2 AeR

B®(A ® R)

De que i;:A = A ® R :i;(a)=a ® |, sea claramente cofibracion (basta recor-
dar la definicion de nulhomotopa), se sigue que i también lo es. Para ver que p es
una fibracion y una equivalencia débil, ndtese que la inclusion de Ben B®(A ® R)
es seccion ¢ inversa homotdpica de p. De un modo dual se ve que i’ es cofibra-
cidon y equivalencia débil y que p’ es una fibracién.

3 Observaciones.

a) Notemos quc en la anterior categoria de modelos cerrada todos los obje-
tos son cofibrantes y fibrantes (ver [7]). Ademds la relacion de homotopia defi-
nida en cl pdrrafo 1, coincide con la homotopia a izquierda y a derecha definidas
por Quillen. Finalmente notemos que cn esie caso cl cilindro y ¢l cocilindro se
pueden tomar de modo funtorial. Tomemos como cilindro

ip,i1:A > AB®(A®P)
ip(a)=a , ij(a)=aa®l

b) Al poder considerar el cilindro de modo funtorial, también los funtores sus-
pension y lazos se pueden tomar de modo funtorial. Mds concretamente si S es el
contcleo de i:Z -> R: i(1) = 1, entonces la suspension de Aes A ® Sy los lazos
de A, Hom (8, A).

¢) En principio en [A ® S, B] tenemos dos estructuras de grupo, la una induci-
da por la definicidén de Quillen a través de la estructura de co-grupo de la suspen-
sion de A, y la otra inducida por 14 estructura de grupo de B. Ahora bien, las dos
estructuras son iguales y abelianas.

d)SiX—>Y > Z , XXQZ — X es una sucesidon fibrada, en el sentido de
Quillen. Puesto que la estructura de categoria de modelos considerada en Ab es
cerrada, y los cilindros y lazos tienen cardcter funtorial, se puede construir en Ab
la sucesion fibrada larga siguiente:

X QY > QZ > XY > 2
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Cualquier funtor [A, -] transforma la sucesion anterior en una sucesion exacta
larga de grupos abelianos. Similares consideraciones sc pueden hacer para las su-
cesiones cofibradas.

Utilizando la descomposicion de un homomorfismo g como composicién de
una cofibracion trivial y de una fibracion (ver teorema 2) se prucba el siguiente
lema.

4 Lema. Sca g:Y — B un homomorfismo; consideremos el siguiecnte cuadro
cartesiano

-
x
'
c-_.
=~

q

x_
[P

<
oa
4
=

Sea n:I'g x QB - Iy : n((x, Of)’ w) =(x, a + wp), donde p:R — § es la proyec-
cién natural. Entonces Uy & v & B, nibgx QB - Fy es una sucesion
fibrada.

5 Proposicion.
i} Scag: Y = B homomorfismo, entonces la sucesion

i1 1

1
> B ay ¥ as b by > o8B
donde i' (w) = (0, wp) verifica que para todo A, el funtor [A, --11a transforma en
una sucesion exacta de grupos abelianos.
ii) Si giY = B es fibracion, ¢ i:F - Y es ¢l nicleo de g, entonces la si-
guicntie sucesion es equivalente homotdépicamente a la anterior verificando por
tanto la misma propiedad

SarH o aov a8 r Ly sy

Donde A = ki' , siendo i' como en i) y k es la inversa homotopica de
kil¥ > Bg i k(x)=(x,0).

Demeostracion: Basta aplicar la proposicion 4 del parrafo 3 de [7] y comprobar
que el morfismo de conexién es el indicado.
Consideremos cl siguicnte diagrama commutativo
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[y —— YxBR

N

k B

LA

Como g es fibracion (caso ii), por cl dual del teorema 2.2 sc sigue que k es
una cquivalencia de homotopia. #

6 Nota. Un cuadrado conmutativo

Y g ~B
¥ . \
Y, g B’

induce un morfismo natural cn-las sucesiones de tipo i) asociadas a gy a g’. Si
g v ¢ son fibraciones entonces se induce un morfismo entre las sucesiones de
tipo ii) asociadas, aunque algunos cuadrados, en este caso, conmutan salvo ho-
motopia.

7 Definicién, Tomemos ®°8S =Z, entonces llamaremos n-ésimo grupo de homo-
topia de X a mp (X) =[®"S X]. Si g2Y = B es un monomotfismo m, (B, Y) =
=1.1(Fg), n > 1 es el n’ésimo grupo de homotopia del par (B, Y).

&8 Corolario. La sucesion de los grupos de homotopia asociada al par (B, Y) es
exacta.

Finalmente haremos observar que consideraciones similares se pueden hacer
para las sucesiones cofibradas.
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