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ABSTRACT.

We consider the problem of a plane, subsonic, steady and irrotational flow
of an ideal and compressible fluid. We assume that the obstacle is symmetric and
convex and that the velocity of the fluid at infinity is uniform and parallel to
the symmetry axis of the obstacle.

In this paper we follow the formulation of the problem as set up by Brézis-
Stampacchia [3] and Brézis |2]. We generalize for compressible fluids a result of
the mentioned authors {4] obtained for the incompressible case; and also,
through a technique introduced by J.1. Diaz [S], we contribute to the study of
the geometry and location of the curve 0 =€ (@), which determines the boundary
of the domain of the flow in the hodograph plane.

RESUMEN.

Consideramos ¢l problema de un flujo plano, subsénico, estacionario ¢ irro-
tacional de un (Tuido perfecto y compresible. El obstdculo o perfil se supone si-
métrico y convexo, y la velocidad del fluido en el infinito se supone uniforme y
paralela al cje de simetria del obsticulo.

Ln el trabajo se sigue la (ormulacion presentada ya en Brézis-Stampacchia
[3] y Brézis [2]. Generalizamos al caso de fluidos compresibles un resultadg de,
comparacion, que los mencionados autores [4] obtienen para el caso de fluidos
compresibles: y contribuimos, mediante la aplicacion de una técnica introducida
por 1.I. Diaz en [4], a estimar la geometria y localizacion de la curva 0 =2(Q)

# Fsie articulo fue expuesto por el segundo autor en ¢l IV CEDYA (Congreso Ec. Dif. v
Apl.), Sevilla. 1981. Un resumen del mismo se publicd en las Actas del Congreso.
g
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que determina la frontera (desconocida ““a priori”) del dominio del flujo en el
plano del hodografo.

8§ 1. Planteamiento del problema.

El flujo se supone plano, estacionario e irrotacional. El fluido se supone per-
fecto y compresible, y en ninguno de sus puntos alcanza la velocidad local del so-
nido. El obsticulo se supone simétrico y convexo.

El plano del {lujo esta referido a un sistema cartesiano  0;x,y , y repre-
sentamos por § (X, y) la velocidad del fluido en cualquier punto del plano exte-
rior al obstaculo. Ponemos Ei= (4s. 92), siendo q; y g, las componentes segin
los cjes, y q = |Eﬂ. Se da una constante positiva g, que representa la velocidad
del fluido, paralcla al cje x, parax =--o0, 0 scd g (— o0, ¥) = (qoy » 0) para todo
—o <y < oo, )

Introducimos la funcién h que determina la densidad en funcion de la velo-
cidad, p = h(q), -siendo

h:qe|0,o) > h(g) ¢ (0,1]. (1.1)
Suponemos que h es regular, h (0) = 1, y que h es estrictamente decreciente.

Supondremos que el obstdculo viene determinado mediante la siguiente fun-
cion {: sean a, b tales que a <0 <b,

f:x cfa,b] > (x)€[0, H], T(a)=T(b)=0 (1.2)

[©@=H= max F@), fcC'fa,bl, £7<0,

XC |a. b

de modo que suponemos que la derivada segunda de { es lipschiciana y {es con-
cava. Poniendo

A= {(x,y)ixe(ab), Iyl <f(x)}, G=IR* -A, (1.3)

tenemos que A representa un obstdculo simétrico y convexo y G es el dominio
’ - > - .

ocupado por ¢l fluido. Sea finalmente ¥ la normal a dA exterior a A, excepto

quizas en los puntos A = (a, 0) y B:: (b, 0) donde puede que no exista.

- . . . . ]
El problema I1 que estudiamos ¢s el siguiente: Hallar una funcion q: G - R?,
tal que
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geC! (G) N C ©). (1.4)
. > 9 9 v
divipq) = —(pq1)+—(pgy)=0 en G (1.5)
ox oy

) 0
rota= 9 _ 4 0 en G (1.6)

ox ay
<q o> = en G (1.7)
lim G y) = Qoo 0): (1.8)
(X, ¥) > o0

Se sigue por simetria que

q1 (X, .Y)__ q1 (X, - Y)7 q2 (X, y)'_‘_ qJ2 (X, .- y) (19)

la propiedad (1.9) permite reducir el dominio G al G* = { (x, y) ¢ G:
y > 01}. La (1.6), que expresa que el {lujo es irrotacional, permitir{a introducir
el potencial de velocidades, pero no vamos a emplearlo. En cambio, la (1.5) per-
mite introducir la {uncion de lineas de corriente, ¥ : Gt -» R? , lal que

Ve == pdy, Yy =pa o G
(1.10)
Y(x,y) =0 en aG™

Sefialemos que una cuestion de particular interés a la hora de abordar el pro-
blema I es (supuesta la existencia y unicidad de solucion), la obtencién de esti-
maciones numéricas sobre los valores de q en 8 A asi como sobre la localizacion
del punto 8A cn que q s mdximo. Fn los afios cincuenta M. Schiffmann y L.
Bers demostraron la existencia y unicidad de solucion del problema 11

§ 2. Fquivalencia con una inecuacion variacional.

En [3], Brézis y Stampacchia redujeron el problema 1T al de una inecuacion
variacional. Se toma la funcion ¥ como incognita y se hace el cambio de varia-
bles independientes

q
*y) - ©,q, siendo  tp® =—; 2.1)

q
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y luego se cambia la g por la o, siendo

de dr
o= h(7) — 2.2)

donde q, es aquella velocidad del Muido en un punto que coincide con la veloci-
dad del sonido en el mismo punto, o sea

q-h(q)

S 2.3
W (q) @3)

qe = a(qeh a? g =—

donde a es la velocidad local del sonido.

El plano cartesiano { 0;©, o } es substancialmente el plano del hoddgrafo.
La figura 1 ilustra la relacion de este plano con el plano fisico. La curva T, de
ecuacion ¢ = £ (@), esla transformada del perfil 9A(*) del obstaculo. E1 ~ominio
G* del plano [isico se transforma en el D, sicndo

D=1{(0,0):0¢(0,,0)U(0,0,),0>2(0)} U {(0,0):0=0,2(0)<0 <0 },(2.4)

donde ©; y Oy son los valores conocidos de © enlos puntos B y A respectiva-
mente, y

de dr
O — h(z) —, (2.5)

Yoo

de modo que (0, 0, ) son las coordenadas en el plano del hoddgrafo del punto
P, que corresponde al punto del infinito del plano fisico compactificado. l.a
transformacion compuesta de (2.1) por (2.2) es biycctiva de G* sobre D, pero
no es biunivoca de G* sobre D. Ln el paso de dA™* a I” se supone que cuando
(x, y) tiende hacia A o hacia B sc tiene que q — oo ; lo cual se justifica por una
razon de tipo {isico, a saber que ci flujo en un entorno suficientemente pequefio
de A o de B se comporta como si fuera ¢l flujo dentro de un dngulo.

*) aat=aan{y >0}
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Cambicemos ahora la funcion incognita ¢ por la u, mediante

O k()
L) 4 )

u(©,0)= Y(O,5)ds, O, <O<Oy, 0 >L(O), (2.6)

donde q (o) es la funcién definida por (2.2) y

1 q’ (s)
O a® (‘ - m?ﬁ) @n

Entonces el problema I1 es equivalente a otro II' de frontera libre, es decir
se sabe que existe I' pero se desconoce su situacion. He aqui la formulacion del
problema IT':

Hallar u € C? (D) y continua en D, excepto en (0, 0, ) donde es discontinua,
y tal que

= i(q’(v) Qx_>+a2u+ re N
"S i@ 20 \k@) 29/ o UTTRE D (2.8)

donde R (©), R (®) <0, es el radio de curvatura de la curva y = f (x) en el punto
donde la tangente forma con la direccion positiva del eje x el angulo

T T
0,—=60=2——;
2 2

ademads ha de ser

u=gradu=0 en I', u>0en D (2.92)
u(@0,0)=H para 0>0,,. (2.9b)

Plantcado asi el problema I’ en el plano del hoddgrafo, los autores citados
({31) establecen su equivalencia con un problema IT* de una inecuacion variacional.

Para ello prolongan u (®, ¢) a todo el dominio €2,

Q= ((-)l: @2)x (0’ oo), (210)
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poniendo
u(©,0) =0 para 0<o<{L(O) 2.11)

y demuestran que el problema II’, o sea cl de la ecuacién (2.8) con las condicio-
nes (2.9), es equivalente al siguiente problema 11%*:

Hallar u,
uekK CV, (2.12)

donde K es un convexo y cerrado del espacio de Hilbert V, tal que satisfaga la
inecuacidn variacional

a(u, v u)=> /R((-))(v u)q* dO do, Vvek, (2.13)
Q

siendo

V= {v(®,0):q0) v(®,0)elL?(2),q(0) vy (®, 0) e L* (),

(2.14)
q (0)

E®

con la norma candnica, y siendo

(©,0)el? (), v=0 cn 0982}

K={veV:v20 en £, v({©,0) =H para 0>0,} ., (2.15)

1
a(u,v)=<—q? (@) Lu,v>= /(—-uauo +ug ve- uv)q2 (6)d©do. (2.16)
Q) k(o)

Puesto que la forma bilineal a (u, v) es coerciva, gracias a la condicion
0 <0y - O, <, cl problema I1* tienc una Gnica solucién u, demostrando asi
nuevamente la cxistencia de una unica solucion ¥ (x, y) del problema 1I. Esta
pucde obtenerse a partir de u (®, ¢) deshaciendo Jos cambios (2.6), (2.2) y (2.1).

83. Teorema de comparacion.

Para el estudio numérico del problema I1* es conveniente introducir el do-
minio Q,
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2 = (©1,0,)X O, T).

(Véanse por ejemplo Bourgat-Duvaut [11, y Diaz [5] para el caso de fluidos in-
compresibles).

El teorema de comparacion que buscamos se obtendrd analizando cémo el
tipo de condicién de contorno que se imponga en la frontera artificial

(©:1,00) X {T}!
repercute en la solucion.

Antes necesitamos el siguiente resultado:

Lema 1. Cuando 0 1+ oo se tiene que u (®, 0) 1 w (©), siendo w (©) tal que:

W’ (©)+w (©) = — R(©) en (©,0)U (0, O,) (3.12)
w(@®,)=w(©®y) =0, w(0) = H, w continuaen [©,,0,] (3.1b)
w(©)=w(©y)=0 (3.1¢)

b - x@)scnO®@+y(@)cos® para ©, <O<K0
w (@) = (3.1d)
(@a—x©)sen@+y(©O)cos® para 0 <O <0O,,

donde (x (©), y (©))son las coordenadas del punto de d A*, cuya tangente forma
un dangulo © con él eje x.

Demostracion:

Lste resultado es el mismo que Brézis-Stampacchia deducen en [4] para flui-
dos incomprensibles; lo cual demuestra que, por lo que se refiere al significado
de este lema, ambos fluidos, comprensibles e incompresibles, se comportan igual
cn un entorno de los puntos A o B.

Las (2.6), (2.2), (1.10) y (1.8) muestran que para © {ija la u (®, o) cs cre-
ciente con 0, y que u (O, ¢) se manticne acotada enID excepto en un entorno de
(0, 0..)-Por tanto w (®) existe;y, dada la regularidad de u (©, 0) como solucion
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del problema 11, de la (2.8) se sigue la (3.1a), y las (3.1b) son consecuencia inme-
diata de las (2.9).

Ahora bien, de la (3.1a) se sigue

©
w(®) =¢; cos ®+c,sen@+(cosO, sen O)
e*

cos® -sen® 0
de,
sen®  cos O |-R(O)

O*=0, para ©, <O<0, O* =0, para 0<O<O,

y haciendo

de la (3.1b) se deduce ¢, = ¢3 = 0. De donde se comprueban las (3.1¢) y (3.1d)
sin dificultad. #

Pasemos ahora al teorema de comparacion. Para ello introducimos el siguien-
te problema iy, obviamente derivado del 11° o del 11*, pero con dominio .
Consideramos dos problemas 1l N y It py segiin que la condicién de contorno
en (), ©,) X {T} sea de tipo Neumann o Dirichlet, y llamaremos uy y uy, las
respectivas soluciones. El espacio de soluciones (débiles) por analogia con el V
de (2.14), es

C
Vy=1{v(®,0):q-veL> (), q- v € L2 (Qr), o€ L? () } (3.2)
Problema 1l \: Hallar u tal que

—Lutg(u)>R(@®) cn  Qp, (3.3)

donde g es ¢l grafo maximal mondtono dado por 8 (r) = ¢ si r <0, 8(0)=(—oo,0l,
B (r)=0sir > 0; con las condiciones de contorno

u(0,0)=H para 0o, <o<T 3.4)
u(®,,0)=u(®y,0)=0 para 0<o<T (3.5)
u(©,0)=0 para ©, <OKO, (3.6)

Ju(®, T
w@®D _

Pyn para ©&; <O <Q,. 3.7
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El problema Iy jy es el mismo Il cxceplo que hay que cambiar la condi-
cion (3.7) por la

u(®,T) = w(0), para ©,<0O <O,. (3.8)

En términos de una inecuacién variacional podemos formular e] mismo pro-
blema Ily asi:

Hallar un, y upy tales que

uy €K} = {veV-l-: v=0 en Qp, v(0,0) = H parn 3.9)
00, <0<T,v=0cn {0, X 0,T)U®,,0)X {0},

up €Ki = {veKp:v(O, T)=w(0) para ©, <O <O, } (3.10)

y que satisfagan respectivamente las inccuaciones variacionales

ap (un, v --uy) > / 4> R(®)(v uN) d®© do, veKr, (3.11)
Qp

ap (up, v up) > / Q*-RO)(v- up)d® do, veKd, (3.12)

Qp
siendo
! ‘
ap (u,v) = / (— Uy, * Vg TUg - Vg --U-V) qz>d ©do. (3.13)
Qp k
Teorema 2. Se tiene
un 0,0)<u(@,0)<up (©,0) para (©,0) ¢y (3.14)

Demostracion:

I's obvio que la funcion v = min {uy, u} pertencce a K‘l Dado que
v--uy = - (uy - u)’, de la definicion de uy segitn (3.11) se sigue que
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ag (uy, (uy - w)H)< / q> R(uy w)* dOdo. (3.15)
o

Por otra parie de (2.8) se deduce que

de + / Rq?vd®da, veV. (3.16)

En particular
(")o qZ
ap (u, (uy w)*)= / — ug (uy -uw)?t de + / Rf(uy u)'d@do.
(')] k ="t li Sll NID

Ahora bien, de la definicidn (2.6) de u se deduce que u, =0 y por tanto

ar (u, (uy - u)*) > / Rq®(uy uw'dOdo> 3.17)
Qp A

> / Rg? (uy- u)*dodo.
Q
De (3.15) y (3.17) deducimos que
ap(uy uw,(uy w) < O

y eatonces por la coercividad de ap (Cf. el lema 3 de Brézis [2]) se concluye

Uy S U

Similarmente, sea v = max {up, ut. Gracias al Lema 1 se tiene que veK3.
Dado que v upy=(u  up)? se obtiene de (3.12) que

ar (upy, (U ~up)* )= / Rg? (u up)*dOdo.
o

Por otra parte de (3.16) se deduce que
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ap (u, (u -up)*) = / Rq*(u--upy)*d@do>
QD

>/ Rqg?>(u -up)*dOdo.
Q

Entonces a; (u - up, (u — up)™ ) <O, y de la coercividad obtenemos que
u<upen Q. ¥

Observacion:

El resultado anterior generaliza cl Teorema 5.2 de Brézis-Stampacchia
[4] que sc refiere al caso de fluidos incompresibles. Es de sefialar que en cse
caso h y k son constantes y que modificando adecuadamente la definicion
de u dada por (2.6) sc logra que la ecuacion satisfecha por u en ese caso sea
Au= R (@) - ¢, con lo que el “espacio de energia” V es en ese caso el espacio
de Sobolev V = H} (£2). La condicién de contorno similar a la dada en (3.7)
resulta ser, en esc caso, una condicion no homogénea.

84. La geometria y localizacion de 1": 0 = 2 (©).

La estimacion de la frontera libre I' es importante, tanto para comprobar
o ascgurarse de que el flujo es subsOnico como para acotar la velocidad del flujo
en el perfil 3 A. Esta estimacion es cl objeto de esta seccion.

Empezamos con un teorcma que puede ayudar al andlisis de I
Teorema 3. Si a=% (O) es la ecuacion de V" en el plano del hodografo, entonces

— = R-cos®-h(q)-

dg d (log
%, 0, <0 < 0, 4.1

donde las ©, R, q, x corresponden al mismo punio de 9 A*.
Observacion:

La R, la @ y la funcién h son conocidas, pero q es desconocida para una
x ouna O dada; (- R), cos @ y h (q) son sicmpre positivas.
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Si se supone que, sobre A¥en el plano fisico, la velocidad q considerada como
funcion de x, a < x <b, tiene un unico méximo relativo (y por tanto ningin
minimo relativu); entonces I' tiene un Gnico minimo relativo, pero nada puede
decirse de la convexidad de I. Mds atin, puesto que se puede hacer que R oscile
fuertemente al mismo tiempo que sc manticnen relativamente constantes los
otros tres factores, se concluye que es ficil construir perfiles 8 A* en los cuales
d 2/ d O alcance mdximos y minimos relativos y para los cuales |* no serd con-
vexa.

Demostracion:

Derivando ¢ (©, o) en el plano del hoddgrafo a lo largo de I 6=0(@), ¥
teniendo en cuenta (2.2), se tiene

3VO,2(©) a3y q 9y dR

96 20 h(y) dq dO

(4.2)

Lin esta [Ormula podemos eliminar al ¢ apelando a las (1.10) y aplicando
para ello las {f6rmulas del cambio de variables,
-x(_) Xq 0y O, - 1l 9
= = A » A=0xqy -0y qy. (43)
Yo Yq dQx Yy qx Oy

Con ello 1a (4.2) arroja

d2 qa-q, + gy -0y —h(q) ~ h@ q,tg0+q,
4O q;-0, + q;-0, q q 0,150 +0,

d
—q(x,y(x
--h(q) dx a6y () d (log q)
- = R-cos0-h(q) - ———=
q dx

d
—Ox,y(x))
dx

d (log ¢
(d ) » para O ¢ (0,,0,). #
y

Rsen ®-h(q)-

Una aproximacion de la curva T" puede consistir en obtener una cota supe-
rior o una inferior de 0 =2 (0), para ©; <O < @,. Parecc que una cota inferior
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es mds interesante, pues permite obtener inmediatamente una cota superior de q
en 8 A™. Siempre en el supuesto de que I' no corte al eje 0 =0, pues si corta el
{lujo deja de ser subsonico, pues se hace transonico; esto sucede, para un perfil
9 A dado, cuando la velocidad g, sc hace suficientemente grande.

Brézis en |2] obtiene un resultado de este tipo, que transcribimos a conti-
nuacion. Sea u=u (©, 0) la solucion del problema 11¥, sea

D={(©,0)c82:u(® 6)>0/

Ry = min IR(®)], Re>0, 4.4
0 o) <o <o, ©) ° 44

y scan Ay ¢ (A) relacionados por

9 hs
A= / © ds  para  gu < q(A) <qe. (4.5)
q(A) §

.

Teorema 4. (Brézis [2]). Sea q (A) 2 (o, la solucion de la ecuacion en g

H q I /‘1 h (s)
e B R ds, (4.6)
Ry h (4o ) q $

Joo
ysea ¢4 (A) < qe.
Intonces,
Dc {(@,0)o>At,
0 sea
max q < q (A). 4.7)
oAt
Para la demostracion de este tcorema su autor se basa en un teorema de
comparacion, 0 < u (0, v) < & (0) para todo (0, o) ¢ 2, siendo & una funcidn

auxiliar escogida de manera que

b >0, (A) =0, B(0g) = H, (4.8)
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1 [ ¢
Lo (o) =— T‘baa T @ = Ro; (4.9)
q

naturalmente ¢l operador L, y cl segundo miembro R, estan relacionados con
los dos miembros de la inecuacion variacional (2.13). Ll autor calcula explicita-
mente ¢ y obtienc

9 k(s)
Ro-q(A)/ ——(s- A)ds, A<o
A 406)
® (0) = (4.10)
0, 0<uvus<A

Nuestro resultado, teniendo en cuenta cste teorema de Brézis, se basa en la
aplicacion de la técenica de las supersoluciones locales desarrollada por J.1. Diaz
[5]; es decir, particionamos €2 y buscamos supersoluciones en las partes £2; de
Q. Para cada parte £2; se utiliza el hecho de que q (A) depende de Ry y de H.
Naturalmente lo que buscamos es mejorar la cota inferior A, por otra mayor, o la
cota superior g (A) por otra menor. Para ello obsérvese que g (A) viene determi-
nada por (4.6), la cual expresa que ¢ (o0,) =IT; de modo que, si 1i/R, disminuye,
entonces también disminuye q (A) y aumenta A.

La supersolucion ¢ depende sOlo de o. Nuestras supersoluciones dependen
también de © mediante un sumando, con un pardmetro a; f{ijo, pero que puede
depender de la parte §2; que se considere. También, en lugar de H, emplearemos
H; fijo, dependiente de ;. Supuestos ya fijados a; y H;, para cada parte £2; de-
terminamos también Rj y llamamos g (o Rj) la solucién de la ecuacion en q
(4.6), donde en lugar de Ry y H ponemos respectivamente o5 R; y Hj, y llama-
mos A (&5 Rj) al valor positivo que arroja la relacion (4.5) cuando cn lugar de
q (A) ponemos g (& Rj).

Consecuentemente definimos ¢ (o; R) mediante

. ° k@
R q (R) / —(—)— s AR)ds, A(R)y< o

ARy 946 (4.11)

$ (0;R) =
0, 0<0<A(R)

Teorema 5. Sea @y <0, <...< O, ,, =0, una particion de [0, ©,]. Sean
Q=8Qrpara T = o,
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Q=QuU--- U, Q=6 06;,)X (0, 0u),

R; = min IR (®)],
Oj<O < 0j4y

(4.12)
Hj = max w (®)
0i <O K0y

0<g <1, i=12,...,n
s: ye [0,2] » s = g(y) = Arcos (1 - v) € [0, 7].

Intonces, la solucion u = u (0, ¢) del problema [1* se anula en los conjun-
tos 2y, 20, Za,jp j = 2,3,...,n -1,y Xq g siendo

3, =1(0%0%)cQ:0, <O*<O, 0<a<A(Ry)}

Zaa ={(O%0*) e 10, <O*<O; -5, AR)<0o*< A(ay Ry) }
(4.14)
Loj =1(@*%0%)eQj: 05 +5<O* <O, 5j, A(Ro)<0*<A(q5R) !

San =1{(O%, 6%) € Qn: Oy + 5, KO* <O, A(R))S0*<A(anRp) |,
donde
l .
8j =g<(_l_ ;]_)?{J' OQ"Z;’;ON (P (0;Rp)- @ (0304 Rj)),. i=1,2,....n
la figura 2 ayuda a esclarecer el ¢enunciado anterior.

Demostracion:
Para §2,. ya ¢l Teorema 4 demuestra que u se anula cn 2,.

Para los conjuntos £2; aplicamos también, como en el Teorema 4, la téeni-
ca de la comparacidn de soluciones. Mas concretamente, para cada §2j mayora-
mos u O la upy definida en cf Teorema 2, por una cierta supersolucion u', defini-
da en £2; y dependiente de un parimetro © i*, y puesto que u < uyy en $2, resul-
lard que lambién u < u' en ;. Si ademds conseguimos que para cada punto
(©, 0) de Z; haya una (-)i* que haga que la u! se anule en ese punto (O, o), en-
tonces habremos demostrado el Teorema.
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Fig. 2

Introduzcamos la funcion real auxiliar u! definida en Q;:
U (0,0:0%) = (1-a)Rig' (1© ©*)+ ® (0;a;R) =

=1 a)R(1 cos(i® O*)+P(0;a;R;),

Aqui @ viene dada por (4.11) y el pardimetro ©* puede variar en el mismo
intervalo que segiin (4.14) sirve para la definicion de 24 ;.

Comprobemos cn primer lugar que u' es una solucién de la ecuacion (2.8),
cuando en el segundo miembro se pone Rj en lugar de R,,.
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En efecto,

. 1 qz . . .
L =—|—1u ), + uge +u' =
qg\k

= Lo [ui] + (1 -e)Rjcos(i® ©%) +
+ (1 —a) Rj (1 — cos (10 - ©*%)) = R;
Comprobemos ahora que los valores que toma ul en 3 2 son iguales o ma-
yores que los que toma up, o directamente iguales o mayores que los que toma
u (6, 0). En efecto,
u! (8,0) >0 = up(®, 0),
ul(©,0,,)=H;>w(©)=>up (O, 0,,), ©e€l®;, 0,1
uW(©,0) = (1 -a)Ri(I cos(©; -O*))+ & (0;04 Ry =
Z ({1 -a)Rj(l - coss) + P (0;a{R)) =

> _max (P (0;Ro) P (0;i R))) + P (0:0;R))

O <O Koy
2 ®(0;Ry) 2 u(®,0), 0€l0,0,1.
Este mismo razonamiento vale para ul (©is1, 0)
Por tanto u! (B, 0;©®%*) es una supersolucion respecto de la solucion u (o, ©)
de la inccuacion variacional (2.13), cualquiera que sea el valor del pardimetro ©*

dentro de su intervalo de variabilidad.

Por otra parte, si particularizamos la supersolucion ul (©, 0; ©*) para un
punto cualquiera (8, 0) € Za,j» ¥ hacemos ©* = @ obtenemos

ul ((:), 6;(:-)) = (1 —-a)Rj(1 -cos0)+d (é;ai Rj) =0,
puesto que

0 € Xq,j implica 0 < ¢; R; y por tanto cl segundo sumando también se anula.
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Finalmente no estara de mids demostrar que el contenido del Teorema no
es vacio. Es decir, que al menos para ciertos perfiles convexos simétricos y
para ciertas particiones ©; <@, <...<@,,, = 0,, sc pueden elegir las o5
de modo que A (o5 R;) > A (Ry) y que al menos para una i, 1 <i<n, s tenga
©i+1 - O > 2 si. En efecto, para que A (®©; R;) > A (R,) basta elegir o; de
modo que o Ri/H; > Ry/Hp, lo que es siempre posible teniendo en cuen-
ta (4.12). Para la segunda condicion, puede hacerse n = 3 y una particién
0, <0, <03 <04 =0, con un perfil adecuado de modo que R, pucde ser
tan grande como se quiera y por tanto puede conseguirse que @3 — @, >2s,. #



[2]

(3]
14]
(5]
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