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ABSTRACT.

We associate to any point I of multiplicity u on a complex plane algebraic
curve C C P, C of order n, a sequence of u — 1 natural integers ny, ng, . .., 0y,
defined as follows. Let D, denote the discriminant hypersurface in P,C and
Ds,. .., Dy the subvarieties of D, correspondent to triple, . . ., u- ple roots;
then nj is the intersection mutiplicity, at the point of 1" which corresponds 1o
P, of Dj; with a certain rational curve T C P, € naturally associate with C. The
explicit computation of n,, ..., n, is made by means of a suitable parameter
representation of the varieties D; which also enables in particular the determina-
tion of their orders. Finally we apply the algoritm for n, to compute the class
of C when the singularities are of three certain types,and (o the classification
of double points.

§ 1. INTRODUCCION.

Kronecker fue ¢l primero en utilizar el discriminante en el tratamicnto de
los puntos singulares de las curvas planas algebraicas. Su memoria |5] de 1881
recoge resultados que en 1858 habia comunicado a Weierstrass y a Riemann y
conticne la primera demostracion de la existencia de un modelo birracional do-
tado de singularidades ordinarias para toda curva algebraica plana.

En la memoria citada, Kronecker descompone el discriminante de la funcion
algebraica definida por la curva plana en sendos factores que él Hama respectiva-
mente divisor esencial y divisor inesencial de los cuales el primero, que corres-
ponde a los puntos de ramificacion de la funcion algebraica definida por la cur-
va plana, resulta invariante en toda transformacion birracional de la curva. En
cuanto al divisor inesencial, que puede alterarse mediante transformaciones
birracionales convenientes -de donde resulta la posibilidad de un modelo con
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singularidades ordinarias -, Kronecker demuestra al final de la citada memoria,
que es invariante frente a ciertas proyectividades y termina con el anuncio de
una continuacion de la Memoria que no llegd a publicarse ([1] pig. 367).

El presente trabajo aborda el estudio de los puntos maltiples de las curvas al-
gebraicas de P, € utilizando la hipersuperficie discriminante y las subvariedades
que corresponden a las raices de multiplicidades sucesivas. Empezamos por aso-
ciar a la curva plana algebraica C de orden n, de ccuacidén en coordenadas proyec-
tivas absolutas

f(x,y) = il. aj (x) y™i=0 (0

la curva racional I' de P,C que en la referencia candnica viene dada por las ecua-
ciones

xj = aj (x); j=0,...,n; xeC )

Sien PR se considera también la envolvente racional normal &

y = ") j=0,...,n; teC ?3)

siendo ug, . . ., U, las coordenadas de hiperplano correspondientes a la referen-
c¢ia canénica, resulla que la ecuacion (1) expresa la condicién de incidencia del
punto de 1" de pardmetro x con ¢l hiperplano de & de pardmetro y.

Sea P (xg, . .-, Xp; t) el primer miembro de la ecuacion del hiperplano cuyo
parimetro es t:

Pexpt"+. o+ xp 1 t+x,=0 “4)

Para 2 < r < n se define la variedad D, de P,C cuyos puntos son tales que r
al menos de los n hiperplanos de & que pasan por cllos se confunden, mediante
el sistema

P=0 % o 0 s
et Coatel T )

Para r = 2 se trata de la hipersuperficie discriminante D,. Para r=n, D, re-
sulta una curva racional normal de P, € que es la arista de retroceso de la desarro-
llable & y es bien sabido ([2] pags. 14-20) que una cualquicra de las Dy, variedad
de dimension n - i + 1, se obtiene como lugar geométrico de los puntos de los
Sn-j osculadores a Dy,.
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Observemos ahora, que en un punto g-uplo se anulan cn particular las deri-
vadas puras respecto de y hasta el orden 1 1 inclusive y en consecuencia cl
punto de I" que le corresponde pertencce a las variedades D,, D5, . . ., D,. Por
tanto, podemos considerar las multiplicidades de interseccion de I" en dicho
punto con las varicdades D,, Ds, .. ., D,, que designaremos respectivamente
porny, nz,...,n,.

Ll cdlculo efectivo de dichos enteros (§§ 7,8 y 9), que es el objetivo priori-
tario de este trabajo, descansa sobre una representacion paramétrica de las varie-
dades Dy (§2) que se presta en particular al estudio de sus propiedades de confi-
guracion y permite obtener facilmente los drdenes respectivos.

Como aplicacién del algoritmo obtenido, en el § 10 se detalla en tres casos
el célculo de n,, entero que determina la composicién de un punto doble, y cuya
relacion  en el caso de un punto miltiple cualquiera - con la clase de la curva y
con el nimero de Milnor de la singularidad es conocida®, En un trabajo que apa-
reccrd més adelante mostraremos que del par (n,, n3) se deduce la composicion
de los puntos triples. Tales resultados forman parte de la Tesis doctoral del autor
cuyo resumen constituye el nim. 4 del la bibliografia.

§2. RLPRESENTACION PARAMETRICA DE 1LAS Dr.

Las ccuaciones paramétricas de la hipersuperficic discriminante 1, se obtie-
nen inmediatamente observando que estd formada por los puntos (x,, . . . , Xp)
de Py€ para los que el polinomio P de (1.4) tienc al menos una raiz miltiple. Si
T es una tal raiz de P, éste sc podra escribir como polinomio en t - Ten el que
solo figuren términos de grado mayor o igual que dos:

n
P= X

) % i = i;Z]'Z C D (=D 1)

Usando, por ejemplo, cl método de los coeficientes indeterminados se obtic-
nen a partir de (1) las siguicntes ecuaciones paramétricas de D, :

n=2 X ik
Xj=(C-D" % (EZi)Un-k-z s i=0,...,n )
k=0

. a .
con el convenio de que (b) = 0 siempre que a es menor que b,

* (Cfr. p.c. |8] y la literatura que alli s cita).
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Las (2) para un valor T de t al variar las u; dan todos los puntos (x;) de P,,C
para los que P tiene T como raiz miltiple. Estos puntos forman un subespacio
Sn-2 en el que las uj se pueden interpretar como coordenadas homogéneas, y vie-
nen expresadas en funcion de x; y t por:

( ])n-k an-k l)'

Up.k-2 = _(_n_ kY Stn—_k, k=0,...,n -2 (3)

Las ventajas practicas de disponer de las ccuaciones paramétricas (2) son
cvidentes si se tiene en cuenta que ya para valores no muy grandes de n como
son n=5 6 6, D, es un polinomio que tiene 59 y 256 términos respectivamente
([6] pdg. 331 y 378).

De (1) resulta también inmediato que las ecuaciones paramétricas de D, se
obtiencn haciendo cn (2) up = uy =...=upL3 =0, lo que se consigue sin mas
que limitar la variacion del indice de sumacion k:

. n—r .
xi = (=)™ 3 ("'!‘) Un.kes 7K i=0,...,n @).
=0

k n-1

Estasequivalen a las que da Teissier ([7] pag. 658) en forma vectorial.
En particular Dy, es la curva racional normal de P,C de ccuaciones paramé-
tricas

xi = (-1 (n'_‘i>ti; i=0,...,n (5)

§3. PROPIIDADLS DE LAS Dy.

De las (2.4) resulta evidente que Dy es la variedad de los puntos de los subes-
pacios Sp.; osculadores a Dy. Asimismo se deduce la siguiente cadena de inclu-
siones: Dy D D3 D...DDy.

Por otra parte, las homografias que dejan invariante Dy, y por lo tanto cada
D;, estin en correspondencia biyectiva con las homografias de la recta (]2] pag.
16), de modo que para cl estudio de la configuracion de los subespacios oscu-
ladores a Dy en un punto, podemos escoger dicho punto a nuestra conve-
niencia. Por ejemplo, si llamamos a los puntos fundamentales de la referencia
Ag (1,0,0,...,0), A} (0,1,0,...,0),...,A,(0,0,...,0,1), los subespa-
cios osculadores a D, en Ag son los{Ap, Ay, ..., Aj) para i variando de O a n,
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Proposicion: La proyeccion de Dy sobre el subespacio de referencia

Xn=Xp-]=-+-=Xpr+3=0
desde el subespacio (Ap_re3, ..., Ap) es la hipersuperficie discriminante de la
ecuacién
ar2p
12 T

In efecto, proyectemos primero D3 sobre x, = 0 desde A,,. A partir de las
(2.4) sc obtienen como ecuaciones de la proyeccién:

. n-3 ik
_xi = (—l)n-l 2 (Il::lk) Un-k-2 tl- N l= 0, [P (] ] (1)

que, llamando vy_1k-2=  (n — k) ug_k-2, se pueden escribir:

L, =3 .
(=D xi=( H™H kfo(ﬂ_'::i") k2 00,0 1Q)

ar
y son las ecuaciones del discriminante de a_t

La demostracion se concluye sin mds que reiterar ¢l proceso.
De la demostracion se sigue también que si para un punto de Dy, P ticne T
como raiz al menos r-maltiple, para la proyeccion de dicho punto

"2 p
_5 lr-2

tiene ¢l mismo valor T como raiz al menos doble.

§4. ORDIN DE LAS D,

Es bien sabido (]6] p4g. 145) que el orden de D, es 2 (n — 1). Asimismo es
obvio que Dy, cs de orden n. Vamos ahora a calcular los érdencs de las D, utili-
zando la representacion paramétrica (2.4).



54 J. Goiii

Cortemos Dy por un Sp_j genérico de ecuaciones paramétricas

r--2
xi=ai+_2".0 Kj gji; i=0,...,n )
J-_-

Sustituyendo en (2.4) las (1) dan:

N ni "y." (nk ik :
aj + X Kjgi=(-1) 2z (n-i)u"'k'zt ; i=0,...,n (2)
Ahora debemos imponer a los primeros miembros de (2) las condiciones
(1.5) que subsisten entre los segundos. Ello equivale a sustituir en el polinomio P
de (1.4) y en sus r — 1 primeras derivadas los cocficientes x; por los primeros
micmbros de las (2).
Para expresar con comodidad cl resultado pondremos

A) = agt" +a; t"1 +... 42,

3)
Qj (1) = qjo t" +qj; t"! +--- +qjn; j=0,...,r 2
Con cstas notaciones de las condiciones (1.5) se deduce
r -2 (h)
A™ () tE MG M=0: h=0),...,r-1 @)
La condicién de compatibilidad del sistema (4) en las k. . . ., ky.9 se expre-
sa por la anulacién del determinante
A Qo e Qr-2
A Qo - Q-2
=0 (5)
AL o

Como cada solucion de (4) sustituida en (2) da un punto y uno solo de in-
terseccion, el orden de Dy es ¢l niinero de soluciones de (4), que coincide con el
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grado del primer miembro de (5). Ahora bien, si cn la matriz de (5) restamos
maltiplos convenientes de cada fila a todas las que le preceden, comenzando por
la ditima, podemos ir rebajando los grados de sus términos hasta hacerlos todos
iguales a n — r -1, de modo que el desarrolio del determinante es un polinomio
de grador (n — r + 1) cuyo coeficiente de mayor grado cs

dp-r+l o, n-r+l e ar-2, n-r+1
an-r+2 Qo, n-1+2 cee qr-2, n-r+2

(6)
ip Jo, n ... 9r-2,n

que ¢s no nulo por haber tomado un S;.; genérico.

Y hemos demostrado lo siguiente:

Proposicion: El ordende Dyesr(n r+1).

Ln particular para r = 2 y r= n, recacmos cn los resultados ya mencionados
al principio.

§5. CALCLLO DL Ny,

Supongamos clegida la referencia con origen en el punto miltiple y tal que
el eje y no pase por ningln otro punto miltiple ni sea direccidn asintdtica, es de-
cir, en la ecuacion (1,1) de C se tiene ay (x) # 0. Vamos a hallar la multiplicidad
de interseccion ny de I con D, en el punto comin, que sobre T viene dado por
(1.2) para x = 0 y sobre D, cstd en el Sp9 dado por (2.2) para t = 0. Observe-
mos que el hiperplano tangente en éla Dy es el x, =0.

Habida cuenta de la condicion ag (x) # O se pueden tomaren P,C, Xy ,..., Xp,
como coordenadas absolutas (xo # 0). Cortaremos D, con las rectas por el pun-
to fundamental A, que se apoyan en I', cuyas ecuaciones son en coordenadas ab-
solulas

Xj = aj(x); i=l,...,n-1 @)
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y expresaremos como funcion de x la diferencia de coordenada x,, para los pun-
tos en que tales rectas cortan a D, y a I'. Ll orden de infinitésimo de tal funcién
da la multiplicidad n, que buscamos.

Las intersecciones de D, con las rectas (1) vienen dadas por el sistema

.n—2 3 .
ai (x)= (- H™ o (::ik> Unk2 7K i=0,...,n—1  (2)

en las que segin (2.3) las u; son

n-k /an-k
) (8__1') ; k=0,...,n 2 (3)
y=1

Unke2 = \aynk

Para hallar t en funcidn de x basta observar que los segundo miembros de
(2) cumplen la segunda ccuacion (1.5), y por lo tanto t satisface a la ecuacion

),
0y /y =4

cuyas raicesty, ..., 1.1 son funciones de x cada una de las cuales, junto con las
(3) dan todas las soluciones de (2).
Solo queda evaluar las diferencias

Cj=lan (X)—Upgt"— o o- Py 2y t2l1="j ®)

donde las u; son las dadas por (3).
Ll valor de ny s el orden de infinitésimo respecto de x, del producto

E= 11 ¢ (0)

§6. K1 INTERO ny COMO ORDLN DEL DIVISOR DEL DISCRIMINANTI, CORRFS-
PONDIENTL AL PUNTO MULTIPLL.

Vamos a probar que la expresion (5.6) de L coincide, salvo un factor cons-
tante, con el discriminante de f respecto de y.
En efecto, por (5.3) y (5.5) s¢ puede escribir
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( D" a"f 1 31 10%¢
gj=lan(x) - C —y L — o Y ——— 2 1
J n() n! ayny 3! ay3 y 2|ay2y y=ll()
y teniendo en cuenta que para un polinomio p de grado <n
P=poy" +piy™ 4+ ... 4 pn1y +pa @)
se cumple idénticamente
ap 1 *p 1 a%p
J— +__ 2_.___+ I‘“—. r|= 3
P57 2!ay2y ( )n!ay"y Pn (3)
queda
' aof .
e =\l —--vy = f(x, 1) )
a y y= ti
y sustituyendo en (3.6)
n—1
E= 1 f(xt) (5)
i=1

El segundo miembro de (5) es, salvo un factor constnate, el discriminante de
[(x, y) respecto de y (|9] pig. 99).

Ll interés del camino seguido reside en que para caleular el orden de infini-
tésimo de F dado por (5.6) no es necesario usar todos los términos del discrimi-
nante ni de la ecuacion de C.

En cfecto, interesando tan solo el orden de infinitésimo de I, de las raices 1
de (5.4) basta hallar las que se anulan para x = 0, y de éstas, Unicamente las par-
tes principales, que se pueden calcular p. ¢j. usando ¢l método del diagrama de
Newton. Todas estas rajces corresponderin a ramas con origen en (0,0) debido a
cdmo hemos elegido 14 referencia.

Los valores de {; asi hallados sc llevan a las (5.3) de las que nuevamente se
toman solo las partes principales. Las uj y t; obtenidas se sustituyen finalmente
en (5.5) y el cileulo se termina aqui, a no ser que cn alguna de las clapas se can-
celen los términos de grado minimo, en cuyo caso no seria suficiente operar con
las partes principales y habria que recomenzar los cilculos empleando més tér-
minos de Jos desarrollos en serie de las t;.
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Conviene sefialar que el método expuesto permile calcular efectivamente sin
previo andlisis de la composicidn de la singularidad, en cudnto rebaja la clase di-
cha singularidad.

§7. CALCULO DEnp PARA T > 2.

Si (0,0) es para C de multiplicidad mayor o igual a r, [* cortard a D, en cl
punto dado por (1.2) para x = 0 y que sobre Dy estard cn el Sp.; dado por (2.4)
para t = 0. Procediendo como en § 5, ahora cortaremos D; con los subespacios
Sr-1 que pasando por {(Ap.rs2, . - ., Ap) sc apoyan en I’y cuyas ccuaciones en
coordenadas absolutas son

Xj = aj(x): i=1,...,n r+41 (1)

Hallaremos los érdenes de infinitésimo respecto de x de las diferencias de
coordenadas Xp.r42, . . ., Xp en que dichos subespacios cortan a Dy y a T. Si
estos drdenes son n'r", h=0,...,r- 2, la multiplicidad que buscamos viene da-
da por

nr=mfn.{n?|h=0,...,r 2} (2)

Las intersecciones de Dy con los S;.1 de ccuaciones (1) vienen dadas por el
sistema

a0y = M e (T

o ) Up-k-2 tk, i=l,...,n—r+1 (3)

n-i

Liste sistema da para las u;j las mismas expresiones deducidas de (2.3)

( l)n-k an-k f
Up.k-2 = (: ﬁ(aﬁ>y=t; k=0,...,n r (4)
y la 1 debe ser una de las n-- r + 1 soluciones ty, . .., thry1 de la eccuacion
! ( o f) -0 )
(=D \oy™' /¢

stas soluciones, sustituidas en las diferencias de las restantes coordenadas,
dan las expresioncs
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' n-r k -h-
et () =ann ) C DY E () upp K] ©)
- -
h=0,...,r--2
j=1...,n—r41

Para cada tj cl orden de infinitésimo correspondiente cs
np j = min. { ord. e (tJ) h=0,...,r-2 } (7
y la multiplicidad de interseccion buscada cs

n-r+1

ny — j'z';] Npj 3)

De esta forma, para un punto mdliple de orden u se obtienenu 1 enteros
Ny, N3,..., N, ligados a la singularidad.
§8. RELACION DI n; CON LAS POLARES SUCESIVAS.

En este apartado vamos a hallar expresiones de los segundos miembros de
(7.6) en funcion de las derivadas suvesivas respecto de y de £(x, y), y de los coe-

ficientes a; (x) de la ecuacion de C (1,1).
Primero sustituiremos (7.4) en (7.6):

\ \ "' n - )nk o k n-h-
clr M) =anpy (x) ( ])l (hk) (n k)l ( > =I‘t "

avn k
M
P 1 n-h-k an-h-k 1 ah '-'~
=an-h (X) z — " n-h-k A "'"ﬁ) it
k=0 (n h-k) |9y \h! oy /| -
h=0,...,r 2
Ahora usaremos (6.3) escrita ¢n esta forma
no( Ay
2= ¥ = p(0) (2)
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1 e

teniendo en cuenta que — - - -—es de grado n — h.
h! ayh

De este modo obtenemos

lh].( l)-|
J—O it

ef (v =

b1 ahr ,
- — th h=0,1,...,r 2 (3)
ayJ \h! ayh

y=t

Por Gitimo calcularemos el coeficiente de t€ en (3), para lo que utilizaremos
la igualdad

k;I)_

b Sk .
> (D)= 1)
(2, ()= C
El cocficiente buscado es

r-h-1 (—-])J (k+h)!
]EO -]!_—.h'(k i) ap-k-h () =

r-h-1

= 2 G ann 0=

)J.' -h- |(k+h (r ! l) nkh (X)

que sustituido en (3), y con el convcm()( ) =(- 1% ( ) (1) =...=

=( ) 0, da la siguicnte expresion de c ' (1)

et ®= & CoM () (5) anan 0k

=¢ () ) ann (0 + z (5)

-h-1

(k+h)( 1) apken (0 5,

=dapp (x) + (- 1)"h'l }'l
n-h k = h r-h-1

r-h
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§9. PUNIO y- UPLL.

Suponiendo que (0,0) es punto p-uple de C con la referencia como en § 5,
vamos a escribir mds detalladamente la ccuacion (7,5) y las exprexiones (8,5).
Si ¢l polinomo F (x, y) de la ecuacion (1,1) de C se escribe

n . .
f(x, Y)Eizo 4 (X)YH-J = 2 aj x! y] =0

= i+l<n
de las hipdtesis hechas se deduce
aj| = 0; i+ < aoy # 0; (1)
Por lo 1anto la ecuacion (7,5)

AR IS ;
ji() ( j )an-r+l-_i (x)t' =0

toma la siguiente forma:

wre XTE2 Ly

Qu-r+ 1,r-1 X + dra 2,11

Fr Qe X ) D)@y e 2T D) ()

“ . . -1+l _
+(u-r+1) (aop tagpx+--)t* ™4 =0

Lista ccuacion, por ser ag, +# 0, tiene exactamente u 1+ | rafces que sc anu-
lan para x = 0. Estas, como veremos, son las (inicas que anulan a el (t) para x =0,
y por lo tanto son las Unicas que interesan. Para su cilculo se puede utilizar el
poligono de Newton que se obtiene a partir de los términos que figuran ¢fectiva-
mente en (2). A las raices de esta ecuacion (2) las designaremos por

tj. j=1,...,u r+1
Por otra parte, hacicndo uso de las condiciones (1), las (8,5) se escriben:

I -t -h-1 T - -
e O=aunn x4 D ‘[(,,) (e 47 M
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1\ (r-t - "
+(r; >(111)(“u-r-l.r+l LR P TS (3)

VB et )

r=23,.... 1 .h=0,l,...,r 2;

arar=2csh=0, ylas(3), parat=t;,j=1,...,u—1,dan las ¢jde (5.5)
expresadas de la siguiente forma:

- 2
e_i=cg(l_i)=a,,0x“+uﬂ+]‘0x‘”1+---—(a“.2'2x“2+--.)tj-
—2(a33 x40 s (=) (agy )

1-3,3 SRRV AY “ e M <0# “ e §ooe e

, -h-1 .
Obsérvese que por ser (‘D (” ]r ) ag, # 0, resulta que si 1 (0) #£ 0, entonces
-

también ep (1 (0)) # 0, tal como habfamos anunciado.

§10. APLICACION AL CALCULO DI° LA CLASL DE UNA CURVA ALGIEBRAICA
PLANA.

Es sabido que una singularidad ocasiona una disminucion de la clase igual a
la multiplicidad de interseccion de la curva con su primera polar, siempre que se
trate de una polar respecto de un punto que no esté sobre ninguna tangente prin-
cipal del punto mitltiple. Dicha multiplicidad por lo visto en § 6 coincide con el
valor de ny. Por lo tanto se puede utilizar para calcular dicha disminucion de la
cluse el algoritmo desarrollado en § 9.

Como ilustracion vamos a aplicar el método a los tres siguientes tipos de sin-
gularidad:

a) Un punto u-uple ordinario.

b) h puntos p-uples sucesivos sobre u ramas lincales sin ulterior contacto.

v
¢) Una rama de orden u con un solo exponente caracteristico—.

u
Los calculos resultan asi:

Caso a) La ecuacion de C serd de 1a forma:

ago x! +a, 1) xk y+..o o tag,yt+ 2 apx'yl =0;
i+l>u
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donde la ecuacion de las pendientes de las ramas con origen en el punto p-uple
Quota,gz+...tag, =0 (1
tiene ahora todas sus raices simples.
Las partes principales de las 13, j— 1, ..., 4 1, vienen dadas por tj ~ a5 x
donde las aj son las raices de
ay-1,1 F2ap2224 ok pagy #l =0 2)
De modo que la parte principal de cj es:
ej ~x (a0 8422 O‘jz - 22,33 a: sees (ue 1)agy alﬂ)
que teniendo cn cuenta que oj es raiz de (2) se puede escribir asi:
ej ~x* (ayo tay. g1 5+ ap-2,2 Otj2 +--e oy aj”) 3)

ET valor del paréntesis en (3) es distinto de cero pues (1) tiene lodas sus raices
simples. Asi, el orden de ¢jes u. Y cl orden de

g1
E= I ¢ es ng=pu(u 1)
=1

Caso b) . El punto (0,0) serd origen de u ramas lineales de ecuaciones:

i 1 (i) _h .
YW may xtay x® 4o bapg ey (M i=1,...,u
con las afll) todas distintas.
Para obtener ny se puede suponer a; = a, = ... ap.1 — 0, y los calculos se

llevan como en a) sin mas que sustiluir X por xh, con lo que la ecuacion de C es
de la forma:

duh.o x4 A(u-1)h,1 xte-Dh y+-dagy+ 2 aj x' yl=0
i+hl>ph

y basta repetir los cdlculos hechos en a) sin mds que sustituir x por xM, con lo
que

n, = hu(u 1)
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v
Caso ¢) Si el exponente caracteristico s —; tomando como eje x la tangen-
7]
te principal, la ecuacion de C es del tipo:

Bou Y* +a,0x"+ 2 xiyl =0
pi+vl>uv

La ecuacion para las B j=1...,u—15es

TR LRt > laj x'tH! = 0
ui+vli>pw

: v
y por tanto tj ~ g5 xM con Bj>—; 0 aj=0.
u ]
La parte principal de e se obticne a partir de

u : ,
ej ~ay0 xV- % {l l)a“a} x!+18j

pitvl >uv
cuando @ # O es:
. - V
it1gi>i+l—>v
u
y se tiene:
ej~a,,(,x" j=L ..., 1

y por Gitimo: ny =v(u - 1).

Como cs sabido (]3] pag. 364), si utilizando ¢l algoritmo de Euclides para el
cilculo del m.c.d. resulta:

v =q utn
o= qyrtor,

r = qar + 13

Th-2= (Qh th.1 + 1
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y llamando u = rq, se puede decir que hay g; puntos ry |-uples parai=1,..., h.
Se comprucba sin dificultad que

h
v (u 1)=i}‘lqm-1(fi-1 D+u—1

Los resultados obtenidos en los casos a), b) y c), que incluyen los nodos y
las chspides de primera especie, demuestran la primera formula de Pliicker; yen
todo caso concuerdan con los que les asigna la (6rmula generalizada por Nocther
(Cfr. p.e. [3] pdg. 424).

Si se trata de un punto doble (u = 2), la singularidad entra necesariamente
como caso particular en los tipos a), b) o ¢) anteriores. Si ¢l niimero de puntos
dobles infinitamente proximos es h, el valor de n, es el siguiente: :

ayn, = 2; by n, = 2h; ¢)n =2h+1;

. n, _
Asi pues, hay h =| ?](partc entera de n/2) puntos dobles suvesivos, que es-

tardn sobre dos ramas lineales si n, = 2 (nodo de especie h 1) o sobre una ra-
ma de orden 2 sin, — 2 - | (punto de retroceso de especie h). Finalmente re-
sulla: para determinar la composicion de un punto doble basta calcular median-
te el algoritmo del §9 el entero n, del punto doble.
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