CARACTERISATION DUALE DES ESPACES DE MAZUR
par

MIGUEL A. CANELA

Considérons deux espaces localement convexes (L, 7) et (F, 7°). Nous dé-
signerons par Lb (E, F) I’espace des applications linéaires sur E, i valeurs dans F,
qui sont bornées sur chaque ensemble borné de E. La topologie de la convergen-
ce uniforme sur les suites 7-nulles de L (celles qui convergent vers zéro pour 7)
sur cet espace cst désignée par 7", si on n’a pas besoin de préciser la topologie
7'. Nous dirons qu’un espace localement convexe a la propriété de lu compacité
convexe (Ostling et Wilansky [7]), lorsque I’enveloppe disquée fermée de chaque
ensemble compact est compacte. Nous dirons qu’il est complet au sens de
Mackey (Iloghe-Nlend [4]), lorsque chaque suite de Cauchy-Mackey est Mackey-
convergente, ou, ce qui est €quivalent, lorsque I’enveloppe disquée fermée de
chaque suite faiblement nulle est faiblement compacte (Dierotf [1]). Tout
d’abord, nous établisons la Proposition suivante:

Proposition 1: Soient (E, 7) et (', 7°) des espaces localement convexes non
triviaux, et nous considérons sur L° (E, F) la topologie ™. Alors:

i) Lb (E, ) est complet si et seulement si ¥ est complet.

it) Lb (E, F) est quasi<compler si et seulement si T est quasi-complet.

iii) Lb (E, F) est séquenticllement complet si et seulement si T est séquen-
tiellement complet.

iv) Lb (E, F) a la propriété de la compacité convexe si et seulement si F a
celle propriété.

v) Lb (E, F) est complet au sens de Mackey si et seulement si T est

complet au sens de Muckey.

Ces résultats ont eté annoncés dans le VI® Congrés des Mathématiciens d'F-xpression
Latine, 2 Luxembourg (septembre de 1981).
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Preuve. La nécessité résulte en tout cas du fait suivant: (F, 7°) cst isomorphe
topologiquement 2 un sous-cspace fermé de (L® (E, F), ™). Pour ¢a, il suffit de
considérer une forme linéaire continue u sur E, avec u 0, et assigner a chaque
y € F 'application:

fy: E——F
X— = <U,X>V.

i) Soit (fy)uca une suite généralisée (indexée par un ensemble ordonné et
dirigé) dans L? (E, F), quisoit dc Cauchy pour ", Pour chaque x eE, (fy (X)) aea
est de Cauchy dans (F, 7°), di 4 la continuité de I'évaluation sur L (E, F). Nous
désignons { (x) = lim {; (x). Pour montrer que f ¢ LP (L, ¥), il suffit de montrer

a

que f est bornée sur les suites 7-nulles de I. Pour ¢a, nous considérons une suite
r-nulle (x;); dans E et une semi-norme 7’-continue q sur F. Pour chaque § >0, il
existe ay, tel que:

a, B> a0y === q(fa (xj) — f5 (%)) <& pour tout j. m

En passant vers la limite:

a0y =—=> q(fy (%)) - £(xj)) <8 pour tout j. 2)

Alors:
q (f (%)) <q (%)) + & pour tout j, 3)

et feL® (K, F). Dautre part, (2) nous montre que (f,), . Ao converge vers { pour
T n .

ii) Le méme argument peut étre utilisé, en prenant (f; ), A bomde.

iii) Le méme argument, mais avec une suite ordinaire (f;)y.

iv) Soit H un sous-ensemble 7"-compact de L” (E, F), et aco (H) son cn-
veloppe disquée fermée. Nous devons montrer que aco (I1) est complet pour 77,
et, pour ¢a, nous prenons unc suite généralisée de Cauchy (f;), A dansaco (H).
Pour x ¢ E, ’ensemble:

M) ={hG):heH |

est 7’-compact, et aco (H) (x) C o (H (x)) est compact. Alors, il existe
f (x) = lim { (x) dans F. Pour montrer que f appartient a Lb (E,F)etque (fy)uca
converge vers f pour 7", on peut suivre I’argument de i).
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v) On peut considérer une suite de Cauchy-Mackey dans LP (L, I¥), et, avec
Pargument de i), on peut prouver que cetle suite est 7"-convergente dans
LP (E, F). Pour finir, on applique la Proposition 1 de la page 46 de [4].//

De fagon analogue, nous désignons par L (E, F) (resp. L* (E, F)) I'espace des
applications lincaires continues (resp. séquenticllement continucs) de E dans F.
Nous trouvons tout d’abord la relation triviale:

L(E,F)C L* (E,F)C LP (£, F).
Proposition 2: L* (K, T) est un sous-espace 7"-fermé de 1P (E, F).

Preuve. Soit (f,)qea dans LT (L, F), avec = lim f,, et (xj) une suite 7-nulle
dans E. Pour prouver que (f (x)); est 7°-nulle, nous considérons une semi-norme
continue q sur F, et & > 0. Il y a un certain a, tel que:

, 0
a=a =—=> q((x) —fu ()< 5 pour tout j. “)
D’aulre part,il y aun j, avec:

5
JZjo =>4 (lay () <— > (5)

ct alors:

iZjo =—= q(f(x)<s.//

D’accord avec la terminologie de Wilansky [13], nous disons qu’un espace
tocalement convexe (L, 7) est un espace C-séquentiel lorsque 7 coincide avee la
topologie la plus fine 7% sur E, ayant les mémes suites convergentes que 7. R.
Snipes [8] a prouvé que cette propriété est équivalente d: Pour tout espace lo-
calement convexe F, L* (L, F)= L (F, F). Maintenant, nous obtenons dirccte-
ment:

Corollaire 1: Si (E, 7) est un espace C-séquentiel et ¥ est complet, alors L (E, F)
est complet pour 7.

Le Corollaire précedant est vrai si on remplace complet pour un autre degré
de complétude, comme 4 la Proposition 1.

Si (E, 7) est un espace localement convexe, nous désignons par E’ le dual to-
pologique de E, par P P’espace des formes lindaires sur E qui sont bornées sur
chaque sous-ensemble borné de E, et par E* I'espace des formes linéaires séquen-
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tiellement continues. Nous disons que (E, 7) est un espace semibornologique
lorsque LY = E! et qu’il est un espace de Mazur lorsque E’ = E* (terminologie
de [13]). Maintenant:

Corollaire 2: Si (E, 7) est un espace localement convexe, LP est complet pour .

Le résultat suivant a été obtenu directement par J. [{. Webb:

Corollaire 3: Si (E, 7) est un espace de Mazur, 13 est complet pour .

Voyons maintenant la réciproque du Corollaire 3:

Proposition 3: Soit (L, 7) un espace localement convexe, Si (E’, ™) est complet,
alors (E, 7) est un espace de Mazur.

Preuve. Soit u € E*. D’accord avec le théoréme de complétion de Grothen-
dieck, prouver que u apparticnt 4 E’ équivaut 4 prouver que u cst o (E, LI)-con-
tinue sur I'enveloppe disquée fermée de toute suite r-nulle. Une telle enveloppe
est 7-métrisable (|5], théoréme 1.4.), ct u est 7-continue sur elle. D ailleurs, ces
ensembles sont 7-precompacts, et 7 et o (L, E’) doivent coincider sur cux ([6],
28.5.2). Maintenant, u est o (E, E’)-continue, et nous avons fini.//

La preuve de la Proposition nous suggére d’essayer quelque d’analogue pour
la réciproque du Corollaire 1.Lividemment, la difficulté consiste 4 trouver un
espace qui fonctionne comme dual de (L (I, F), ), pour appliquer le théo-
réme de Grothendieck.

On doit remarquer la similitude des résultats précédants avec un théoréme
de Kothe qui affirme qu’un espace est semibornologique si et seulement si son
dual est complet pour Ja topologie de la convergence sur les suites Mackey-
convergentes (voir [6], 28.5.2., et [3] pour une démonstration “bornologique™).

Ln utilisant le Corollaire 1.3 de |10}, nous pouvons obtenir une version du
théoréme de Eberlein-Grothendieck pour le dual d’un espace de Mazur:

Proposition 4: Soit (K, 7) un espace de Mazur et A C E> une partie convexe
hornée non o (E’, E)-relativement compacte. Alors, il existe une suite d’hyper-
plans o (E’, E)-fermés H, C E', telle que

o0

1%
( ﬂl Hn)ﬂA;Eq) pourtout p=1l,mais N Hy=¢.
n=



Caractérisation duale des espaces de Mazur 47

Preuve. D’accord avec le résultat de {10] que nous avons mentionné, si F est
un espace localement convexe, AC F est une partic convexe bornée non relative-
ment compacte et F est complet pour la topologie de la convergence sur les en-
sembles fermés disqués et séparables de (I, 0)), il cxiste une suite d’hyperplans
fermés avec la propriété de I'ennoncé. 11 suffit, done, de considérer T = (F,
o (K, L)), et de remarquer que la complétude de (E’, 7™) nous donne la complé-
tude pour la topologie du résultat de [10]. //

En particulier, si A C E’ est convexe et o (E’, E)-relativament dénombrable-
ment compact, il est o (E’, E)-relativement compact. Cependant, cn ce cas, la
convexité de A n’est pas necessaire, comme on peut montrer par un raisonne-
ment analogue au précédant, en appliquant le Théoréme 6 de [9]. Rappelons que
A cst o (E°, E)-relativement convexe-compact lorsque, donnée une suite (Kp),
decroissante d’ensembles convexes et o (E, L)-fermés avec K, N A #¢ poun tout
la suite (Ky N A)p a un point adhérent dans E’ (voir [6], page 316). En parti-
culier, tout ensemble relativement dénombrablement compact est relativement
convexe-compact.

Proposition 5: Soit (E, 7) un espace de Mazur et A C 2 une partie o (K, I)-rela-
tivement convexe-compacte, Alors, A est o (1, E)-relativement compacte.

On doit remarquer que cettes Propositions trouvent leur intérét dans le cas
ou E n’est pas complet au sens de Mackey, parce que la topologic de Mackey
p (B, E) serait complete, soyant 7" compatible avec le systéme dual <E’, E>,
el nous nous trouverions dans un cas particulier du théoréme de Eberlein-
Grothendieck.

[inalement, par un argument analogue, on peut obtenir, & partir du Théo-
réme 1.1 de [11] unc autre varianie. Rappelons qu’un sous-ensemble Y d’un
espace topologique X est dit bornant lorsque toute fonction réelle continue sur
X est bornée sur Y (voir |2], Chapitre 2).

Proposition 6: Soit (E, 7) un espace de Mazur et A C E’convexeeta (£, I)-
bornant. Alors, A est o (1, E)-relativement compact.
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