REPRESENTACIONLS DE LOS ESPACIOS Oy (E) Y Dy p (E)
por

Jostt BONET*

Summary: Let E be a separated locally convex topological vector space. In this
paper we give representations of spaces of differentiable functions defined in R™
with values in E, using spaces of vector valued sequences.

Si M es un subconjunto de un espacio topoldgico denotaremos por ﬁl y M su
interior y su clausura respectivamente. Los espacios vectoriales que usaremos es-
tdn definidos sobre el cuerpo C de los numeros complejos. Usaremos la palabra
espacio en lugar de espacio localmente convexo separado. Si los espacios E y F
son topoldgicamente isomorfos escribiremos E ~ F. Si E es un espacio denota-
mos por E’ su dual topoldgico y por E su completacion. Denotamos por N ¢l
conjunto de los enteros positivos y por N, el conjunto de los enicros no nega-
tivos.

Si K es un espacio y I es un conjunto de cardinal a, E! y ED denotan respec-
tivamente el producto y la suma directa de « copias del espacio E. Dado un sub-
conjunto absolutamente convexo, cerrado y acotado B de E, Ej es la envoltura
lincal de B dolada con la topologia normada cuya bola unidad cerrada es B. Un
espacio E se llama localmente completo si Eg es un espacio de Banach para cada
subconjunto absolutamente convexo, cerrado y acotado B de E.

En lo que sigue usaremos las notaciones de L. Schwartz (Ver (7J y (8)) y los
espacios &K (2, E) , (52, E). DX (Q, E)y D(Q,E), donde £ es un subcon-
junto abierto del espacio euclideo de dimensién m R™, Q es un compacto de
R™, E es un espacio y k ¢s un entero no negativo.

Seguiremos las notaciones de (3) para los espacios de Banach clasicos de suce-
siones. Si E es un espacio usaremos los espacios de sucesiones vectoriales ¢, (E),
1P (E), 1 < p< oo, m (E), s (E) y s’ (E), donde s es el espacio de Frechet de las
sucesiones de nimeros complejos de decrecimiento rdpido, y s’ su dual topolégi-
co dotado con las seminormas

* Liste trabajo ha sido realizado bajo la direccién del Prof. Dr. M. Valdivia en el Departamen-
to de Teoria de T'unciones de la Facultad de Matemdticas de la Universidad de Valencia.
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para cada elemenio (By) de s tal que B, = 0 para cada ne N. Es ficil compro-
bar que s (s’ (E)) = s’ (s (E)) para todo espacio L.
Denotaremos por ¢; a los vectores de la base candnica de R™.

1. RFSGLTADOS PRELIMINARES.

Definicion 1, Decimos que un espacio E tiene la propiedad (*) si dado un espacio
F, que es isomorfo a un subespacio complementado de E y que contenga un
subespacio complementado isomorfo a £, entonces F es isomorfo a E.

La prueba del Teorema | estd esencialmente incluida en (3), (9), (10), (13).

Teorema 1. Los siguientes espacios licnen la propiedad (*): (1) s (E), (2) co(E),
(3) IP (E), 1 < p <o, (4) m (E), (5) s (s (E)), (6) E!, EIV, para 10do espacio E
y todo conjunto infinito T.

Un cstudio general de la integracion de funciones con valores vectoriales pue-
de ser encontrado en (6), y a él referimos. Sik € N U{ee}y A es un subconjunto
cerrado regular de R™ (es decir A = R) denotamos por gk (A, E) el espacio vec-
torial de todas las funciones definidas en A con valores en E lales que f pertenece
a &k (A, E) y D* fpuede ser extendida continuamente a todo A para cada mul-
ti-indice @ tal que ja| < k. En el caso k = o cscribiremos & (A, E) en lugar de
£ (A, E). Cuando A es un cubo compacto de R™ dotamos a dicho espacio de
la topologia definida por las siguientes seminormas: Si « es un multi-indice tal
que o < ky q es una seminorma continua de E, R (g, @) (f) = sup{q (D“f (x)) /
x ¢ Q) paracada fe &¥ (A, E).

Grothendieck prob6 que si E es un espacio casi completo, £2 es un abierto de
R™ y k es un entero positivo entonces toda funcién f de £2 en E tal que u o f
pertenece a gk (£2) para cada u € E’ cs un clemento de gkl (2, E). (Véase (8)
por ejemplo). Nuestro proximo Teorema es una reformulacion de este hecho y
sOlo daremos unas indicaciones de la prueba.

Teorema 2.

a) Sea 2 un abierto de R™. Sea E un espacio localmente completo. Si f es
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una funciénde Q en L talqueuo fe gk () para cada u € F’, entonces f ¢ §¥-!
(Q, ).

b) Sea Q un cubo compacto de R™. Sea E un espacio localmente completo.
Sca f una funcién de Q en E tal que u o f perienece a &X (Q) para cada u e Ii".
Entonces fe &k (Q, ).

Demostracion:

a) Procedemos por induccion. Si k == 1 la conclusion se sigue ficilmente. El
caso general puede ser reducido a k = 2. Por el resultado de Grothendieck
fe &' (R, E). Vamos a comprobar que las derivadas parciales de primer orden
de { pertenccen a L. Para cllo sea t, € £ y Q una bola compacta de centro t,, in-
cluida en £2. Si 1 < i< m los conjuntos

£(1) - f(s
B, = A)— (b)/lqbs ,seQruio}

(2 i
. (f(t+hei)—f(t) M(t+ke) f(t)>/
P [hy + k| h B k

/h,kc‘k,te(),t+ hejeQ, t+kejeQ

son débilmente acotados en E. Si C es la envoltura absolutamente convexa y ce-
rrada de f (Q) U B; U B,, entonces E¢ es un espacio de Banach, y podemos en-
contrar una sucesion de Cauchy en E¢ que converja a la i-¢sima derivada parcial
de fen 1y, que por tanto serd un elemento de E.

La prucba de b) no difiere esencialmente de la anterior.

Lema 1. Sca Q un cubo compacio de R™. Sea E un espacio localmente comple-
{o. Sea [ una funcién de Q en E tal que u o fpertenezca a &' (Q) para cada
u ¢ E’. Entonces existe la integral de [en Q.

Demosiracion:

Por el Teorema 2 f es una funcién continua, luego existe X € E tal que
u (X) =fQu o f(t)dt paracadaue L. El conjunto
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es débilmente acotado en E. SiC es la envoltura absolutamente convexa y cerra-
da de B U {(Q), entonces Ec es un espacio de Banachy f(s) - f(t)em|s ¢/ C
para cada s, t ¢ Q. Determinando una sucesion de particiones de Q podemos en-
contrar una sucesion de Cauchy (x;){% | en Ec tal que existe x € E cumpliendo
lim u (x;)=u (x) para cada u ¢ E’. Ademds u (x;) se pueden escoger como sumas
i>c0

de Riemann de la funcion continua u o f, por tanto X = x ¢ L.

Establecemos algunas notaciones utiles en lo que sigue. Sea m un entero po-
sitivo. Denotamos por i = (n, . .. , ny) los clementos de N y por FP (m) al
conjunto de todos los subconjuntos finitos de NJ' ordenados por inclusion. Da-
do un entero no negativo p denotamos por (p) el ndmero 1 sip es igual a0 y el
nimero p si p es estrictamente positivo. Dado J e FP(m)yic{1,2,..., m}es-
cribimos 1; (J) (Lj (7)) para el minimo (méximo) de (p;) donde p; es la i<sima
coordenada de algiin p ¢ J. Dados 7, k ¢ NI escribimos (D)* = (n,)¥! ...(ny )¥m.
Definimos s™ (k) como el espacio vectorial de todas las familias (x (7)) / e N™)
tales que sup {(ﬁ)k_ qx(M)/ne NP } (1) es finito para cadak € NT' y para ca-
da seminorma continua q de E. Dotamos a dicho espacio con la topologia defini-
da por las seminormas (1). Es fdcil comprobar que s™ (E) ~ s (E).

Lema 2. Sea [ un espacio localmente completo. Sea m un entero positivo. Sea
(x (P) / P € NY') una familia en E tal que para cada € > 0 y cada seminorma
continua q de E existe J, ¢ FP (m) tal que siJ e FP(m)y J N J, = ¢ entonces
LA) ...l (D _ZJJ qx @) <e.
pe

Entonces la red

{_Z x@®)/1erP(m))
pcl

converge a un elemento de E que serd denotado por X x (p), satisfaciendo
q (Z x (p)) =Z q (x (p)) para cada seminorma continua q de E.

Demostracion:

Sea B la envoltura absolutamente convexa y cerrada de
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(L)l () pi“n x (P)/J e FP (m) }

B es un subconjunto acotado de E. En efecto: Dada una seminorma continua q
de E existe J, ¢ FP (m) tal que siJ e FP{m) y J N J, = » cntonces

L{)-..ln () FEJ q@x @) <I.

Consideremos J € FP (M). J esigual aJ! UJ2,donde ]! = JNJ,yJ2=J~J,.
Se tiene que

qli ) ...lm () p?l x (PN <l (1%)...1m (%) pfﬂ q(x(p)) +

+h (). . In () T)EJ' q(x(p)) <1+L;(Jo)...Lin o) F;' q(x(p)).

€ Jgy

Entonces Ep es un espacio de Banach y la conclusion se sigue observando que la
red

{'p'?J x(p)/ J e PP (m)}

satisface la condicion de Cauchy de sumabilidad en Eg.

Sea E un espacio localmente completo. Sea Q el cubo compacto de R™ cu-
yas proyecciones en los ejes son [—1, 1] y Q; aquel cuyas proyecciones son
[O, 7]: Llamamos polinomio de Chebichelf de grado p a la funcién definida en
[-1, 1] con valores en R por T (t) =cos (p arc cos t). Usaremos la desigualdad
de Markov (Véase (5)): Sea P (t) un polinomio de grado n definido en el interva-
lo [a, b]. Entonces para cadam e N

m ~am n2 m

(s) ‘ < —(b j sup 1p (s)l

-a)™ se[a,b])

sup
sela, b

d 1 m

Lema 3. Sca { un elemento de & (Q, E). Si g es la funcion definida en Q; con va-
loresen E lal queg (0, ...0p)=f(cos0, ,...,cos0p), entonces g periencce
a & (Qi, E) y para cada multi-indice o existe una constante positiva C, tal que
sup q (D% (0)) <C, s? sup q(DP f(1)) para cada scminorma continua q
e Qq B<a teQ

de E.
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Teorema 3. Si E es un espacio localmente completo entonces & (Q, E) ~ s™ (E).

Demostracion:

Sea f un elemento de & (Q, E). Definimos T (f) como la familia (a (p) /
P e N, donde

1
a(ﬁ)=;—ﬁ le f(cos0; ...cos0pm)cospy 0y ...cos py Oy dOy ... d0p,,

que es un clemento de L por el Lema 1. Si @ es un multi-indice aplicamos el Le-
ma 1 e integracion por partes para obtener:

7 (p)*a(p) =+ le D%f(cos 8, ...cos 0p) w1(py0})...om (P 01 )d0;...d0,,

donde w; (z) puede ser sen z o cos z, y la duplicidad de signo significa que puede

aparecer cxactamente uno de los dos dependiendo de a. Entonces por el Lema 3

se tiene que (F)* q (a (p)) < M sup sup q (D? f(t)) para cada P ¢ N y cada se-
Q

B te
minorma continua q de L, donde o’ = ((a;), . . -, (@ )). Por tanto T (f) perte-
nece a s™ (E) y T es una aplicacién lincal, inyectiva y continua de & (Q, E) en

s™ (E). Probemos que T es suprayectiva. Dado (a (p) / P ¢ NT') un elemento de
s™ (E) definimos la aplicacién gy de Q en E del siguiente modo:

gﬁ (tl yuoeay lm)—'il (b)Tpl(tl) PR TPm(tm)‘

donde p=(p1,---,Pm)Yy Tp,; es ¢l polinomio de Chebicheft de grado p;. Obvia-
mente g5 € & (Q, E). Sea t, € Q. Para cada multi-indice « la red

{2 D% g5 (to) T e (m)

converge a un clemento de E que denotaremos por 2 D“gﬁ (to)- En efecto: Bas-
ta probar que la red satisface la condicion del Lema 2. Sca pues J ¢ FP (m), apli-
cando la desigualdad de Markov se tienc:

L ()...ly (9) 5263] q (D% (1)) <3 ETJ (@) sup 3)° q (2 (B))

donde B = (2 o tm+3,...,2ap+m+3)yy=(m+2,...,m+2).La
condicién se cumple porque la red



Representaciones de los espacios Oy (E) y 10 p (F) 29
=7-]
{_z' [®Y] /3crp(m)}
Pel

converge en C. Sea f la funcion definida en Q con valores en E por f (1) = 2 gg(t).
Por ¢l Teorema 2 b) fe & (Q, L) y no es dificil comprobar que T (f)=(a (5)/
peNP)yque T esuna funcidn continua.

Corolario 3.1. Sea L un cubo compacto de R™ y sea E un espacio localmente
completo. Lintonces & (L, E) ~ s (E).

Ligeras modificaciones en los métodos debidos a Valdivia (9) y Ogrodzka
(4) para construir operadores lineales y continuos de extensiéon de funciones dife-
renciables nos permiten dar el siguiente Teorema:

Teorema 4. Sca L un espacio. Sea k un entero positivo. Sea P el cubo compacto
de R™{ (X1, . Xm) /i< xi<bj,i=1,...,m}.Sea Q un abicrto de R™
tal que PC 2. ScanHy, . .., Hg algunas caras de P. Sea G un subespacio vecto-
rial de &% (P, L)) cuyos clementos y todas sus derivadas parciales hasta el orden
k scanulaenH,, ..., H,. Entonces existe un operador lineal y continuo W de G
en &% (9, L) tal que

a) Wg(x) = g(x)paracadage Gy cadax e P.

b) € Contiene el soporte de Wg para cada g € G.

¢) Silesun intervalo de R™ tal que 1 NP =H,, entonces Wg se anula en [
para cada g € G.

d) Siexistej ¢ {1,..., m} tal que el conjunto

C}\:' { (le"'v XITI)II X|>aj -}.)\(hj_aj)}

contienc el soporte de

gc Gy A< < ,cntonces Wgse anula si xj<aj+ A(bj 2.

1
2
Usando el Teorema anterior sc obtienen los siguientes resultados:

Proposicion 1. Sea E un espacio. Sea k un entero positivo. Sea Q un cubo com-
pacto de R™. Sea G el subespacio vectorial de & k(Q, E) tal que f pertenece a G
si y solo si f y todas sus derivadas parciales de orden menor o igual que k se anu-



30 José Bonet

lan en ciertas caras fijas de Q. Entonces G es isomorfo a un subespacio comple-

mentado de &K QDBy & k (Q, E) es isomorfo a un subespacio complementa-
do de G.

Corolario 1.1. Si Q es un cubo compacto de R™ y E es un espacio localmente
completo entonces D(Q, E) =~ s (E).

Demostracion:

Se sigue de la Proposicion | del Teorema 1. (1). y del Corolario 3.1.

IT. RUPRESIENTACIONES DF. LOS ESPACIOS Oy (E) y D p (E).

SeaMp ={(x(,...,xm)eR" [ n<xj<n,j=1,...,m},n=1,2,... .
Sea <t la familia de todos los cubos contenidos en My, de la forma: { (X150 0s X))/

4 <xj<g+ 1, gjeZ,j=1,..., m}. Por recurrencia construimos una sucesiéon
o0

(Ap) de elementos de st = U 4, del siguiente modo: Ordenamos primero los
n=]

clementos de «t,. Supuestos ordenados los cubos de 4, se ordenan los de
st ne1 ~ A, Y sesuponen posteriores a los cubos de 7 . Para cada entero posi-
tivo n sea

An={(Xi,....xm)/ g5(M)<xj<a(m)+1,j=1,2,...,m}

. 1 5
Bn ={(xs,...,xm)/ i (n) - Z < xj < gj(n) + 2 vj=1,...,m} y

1 4
C”={(x,,...,x,‘,,)/aj(n)—§< xj < aj(n) +§ yj=1,..,m}

Sea ygn: R™---»R™ la aplicacién definida por

3 1 3 ])
e e ={-Xx; + n)——,..., — Xy +apm (n) ——
on (X, Xm) (2 1 +a,(n) P 5 m m (n) 2

Si denotamos por

1 5 m i ] 9 m
)= —,—I : l=[0,l]"‘,M=|——,—
6 6 . 18 18

secumple que vy (J)=Apn, ¢n(I) = By, ¢n M)=Cp,.



Representaciones de los espacios Oy (F) y 0, p (L) 31

Sea Y un elemento de C*° (R™) real no negativo tal que se anule en R™ ~M
y que tome ¢l valor 1 en 1. Sea v un clemento de C > (R™) que sea estricta-
mente positivo en el interior de I y nulo en R™ ~ |. Entonces las funciones

-1
Yo ¥n

Mn =

oo
X pogf
j=1

. . ez . (= =]
constituyen una particiéon de la unidad de clase C™° de R™.

Vamos a utilizar un método debido a Valdivia ((11) y (12)) para dar repre-
sentaciones de algunos espacios de funciones infinitamente diferenciables con va-
lores en un espacio localmente convexo. Necesitaremos el siguiente resultado: (a)
((2) pdg. 123). Scan E y F dos espacios. Sea f un aplicacion de E en [ lineal con-
tinua ¢ inyectiva y g una aplicacion de I' en E lincal y continua tal que g o fes
la aplicaciOn identidad de E en si mismo. Entonces f (E) es un subespacio com-
plementado de F isomorfo a K.

Si E es un espacio y p € R, 1 < p < oo, definimos D p(E) como el espacio
de todas las funciones infinitamente difcrenciables definidas en R™ con valores
en E tales que para cada multi-indice a y para cada seminorma continua q de E
se cumpla que g o D* fe LP (R™). Dotamos aDy p (E) con la topologia defini-
da por el siguiente sisiema de seminormas: Si « cs un multi-indice y q es una
seminorma continua de E, Q (a, q) (f) = [fpm (q o D* f(x))P dx]ila para cada
{ ¢ Dpp (). Obviamente se tiene que D(R™, L) € Dy p (E) C §R™, E)
con inyecciones continuas. Los siguientes Lemas son sencillos y su prueba serd
omitida.

Lema 5. Una sucesion (fy) de elementos de D (1, E) pertenece a 1P (D(1, E)) si
y solo sila sucesion (f, q (D £y, (x))P dx) e1'. Ademds las seminormas

s@a(@=( T a0 HeP afF,

para cada multi-indice « y seminorma continua ¢ de E definen la topologia de

1P (D, E)).

Lema 6. Para cada g e § (R™, E) sca g, = (g un) 0 ¢n, n =1, 2, ... Entonces
gn € O (1, L) y dado un multi-indice y existe una constante positiva R (y) tal
que
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q (D gn (X)) <R (7) . Z a0 (gown) ()
Bx7
para cada seminorma continua g de 'y cadax ¢ R™.

Proposicion 2.

D1 p (E) cs isomorfo a un subespacio complementado de 1" (D (1, E)).

Demostracion:

Si (fn)°_ pertencee a 1P (D (1,E)), sea V ((fy)) la Funcion El fn o i,
n=:

Consideremos n ¢ N, o un multi-indice y q una seminorma continua de E. Sean
Bn(h),h=1,...,3", los clementos de st que cortan a By. Sc ticne:

(a2 5. o) 0) )t =

3ITI P
<(IA" Q<l El D? fa(h) © @n(h) (X)) dX) <
"=

=l

3 m 1

o ({4 -1 P )p
< ]l§l<f,,n(h)Q(D fn(h)own(h)(X)) dx ) <

m m
3

sm .
<<._) p X sup q (D“ fu(n) (X))
2 h=1 xcl

Por tanto

(5 (3, o) )" s <

n

g\m 3m 1r
< —> 2 |supq (Da fach) (X)>
2 h=1]xcl

De aqui, por el Teorema de la convergencia mondtona, la funcién
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qo D“<n§1 fo og-o}ll)eLp (R™ y

o b\
(me q<l)u<n£1 fho upﬁ') (x)> dx> <
AT P\
(2P (£ oy (o))

Entonces V ((fy)) petenece a D) p (E) y V es una aplicacién lineal y continua
de1? (D(I,E)) en Dyp (E).

Sea ahora f un elemento de Dy p (E). Sea f;, = (f un) o vy para cadan e N.
Definimos W (f) = (fn)i'=1. Entonces W (f) es un elemento de IP (D (I, E)) y W
es una aplicacion lineal, inyectiva y continua de D p (E) en 1P (D(1, E)). Ade-
mds V o W es la aplicacion identidad de D p (E) en si mismo. I:n efecto: Sin cs
un entero positivo, & es un multi-indice y q ¢s una seminorma continua de E, en
virtud del Lema 6 existe una constante Q > 0, que no depende de n, tal que

p
(Ilq(D“ fn (x))pdx><o z Jy q<D-" f(x)) dx
B<a 7N

por tanto
o0 P p
Z fiq Dafn(X)> dx <3MQ Z meq<D‘3f(x)) dx
n=\ [t

De donde se sigue que (1) ¢ 1P (D(1, E)) y que la aplicacién lineal W es conli-
nua.

Finalmente la conclusion se sigue utilizando el resultado (a).

Escogemos una sucesion de enteros positivos (nj)f'_’__ 1 tal que los cubos By,

j=1,2,... son disjuntos a dos. Sea T : § (J, E)---» D (I, E) un operador li-
neal y continuo tal que si f ¢ & (J, E) la restriccion de Tf a J coincida con f, cuya
existencia viene asegurada por el Teorema 4.

Proposicion 3.

DLP(E) tiene un subespacio complementado isomorfo a IP ( § {, E)).
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Demostracion:

Si g pertencce a ‘D p (E) definimos g;j del siguiente modo: g; (x)=g(sonj(x))
para cada x € J. Sca o un multi-indice y g una seminorma continua de E. Si¢ es
un elemento de D (R™) tal que ¢ (x) =1 paracadax ey ¢ (x) =0 para cada
xeR™ ~1,0<¢< 1,y gjeslafuncion de I en E tal que gj (x) =g (¢n; (x)) pa-
ra cada X € ] entonces tenemos que

m

D gj(x)= [Xd fom (o D°E) @) dz,

0y; —9ym

si x ¢ J. Por tanto existe una constante Q > 0 tal que

_ )
sup q (D* gi (x < su q(DP g (y)) dy.
| sm a0 | <y s, a0 800 dy

Lucgo

o0

2 | sup q (D gj (x))
j=l]xej

p
<Q

su rom q(DP P dy.
mi<lfl+m”‘ 1 (D g (y)' dy

Y (g1 €1 (& (J, E)). Entonces si definimos Y (g) = (gj)‘j”=1

para cada g € D p (E),se cumple que Y es una aplicacion lincal y continua de
DrpL)enl? (&, E)).
Si (f;)iZ pertencce a 1P (& (J, E)) definimos

Z((;N =2 Thog,
j=!

que es un clemento de & (R™, E) evidentemente. Sea o un multi-indice y q una
seminorma continua en E. En virtud de la continuidad del operador T existe un
enlero positivo m y una constante Q > 0 tales que

' ’ 1
af T oar 4 P T
fgm q\D 'Z,I 1 1j050nj (x)) dx <
J=
1
PP
< b Z | sup qlD?r; x>|
Qh‘il<m+lal j=1 xer.)l 1< i)
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Entonces

co . I
jEl Tf:| o ‘Pnj
pertenece a®Dyp (E) y Z es una aplicacién lineal inyectiva y continua de
1P (&, L) en Dyp (E) tal que Y o Z coincide con la aplicacién identidad
de I? ( & (J, E)) en s mismo.

Aplicando cl resultado (a) se obtiene Ja conclusién.

Teorema 5.

Si E cs un espacio localmente completo entonces D p (E) es isomorfo a

IP (s ().

Demaostracion:
Se sigue de las proposiciones anteriores y de los Teoremas 1 y 3.

Siguiendo a Schwartz (8) si E es un espacio definimos Oy (E) como el espa-
cio vectorial de todos los elementos f de & (R™, E) tales que para cada ¢ que
pertenece a S (R™), espacio de las funciones infinitamente diferenciables de de-
crecimiento rapido, y para cada multi-indice « el conjunto

{¢ () D f(x)/x e R™}

es acotado en E. Dotamos a Oy (E) con la topologia definida por el siguiente sis-
tema de seminormas: Si a es un multi-indice, q una seminorma continua en E y
¢ un elemento de S (R™), entonces Q (q, o, ¢) (f) = su?( m 4 (v (x) D* f(x)),
para cada f ¢ Oy (E). xe

En lo que sigue nccesitaremos los siguientes resultados, que se encuentran
probados en (12) o pueden ser obtenidos con ligeras modificaciones: (b) Si
fe S (R™) entonces la sucesion

( sup If(X)u) n=1

XCBn

pertenece al espacio s. (c) Si (ap) € s entonces

[=-]

¥ an(@ovy)eSRM).

n=1
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(d) Sea (ap)y=) un elemento de s tal que oy > O para cada n € N. Si a es un
multi-indice, q una seminorma continua en E y g un elemento de Oy (E) enton-
ces

sup ay sup q (D% (govq) (%)) <
n xel

3 |a| oo
- ' -1
<<—2>. SUP g <n§1 an (Y o vn ) (%) D“s(X))-

(e) Si g € Op (B), « es un multi-indice y q es una seminorma continua en E en-
tonces

sup q (D* (go ¢n) (x)) Jo=)€s.
c

(f) Para cada multi-indice « existe una constante K; > 0 y un entero positivo h
tales que

[= <]
21 Un Sul‘i) q(Da (Boyn)(x) <
Xe

n=

xGRm

<k, sup q ((n %ol nh o (Y 55;11)(’()) Dag (x)>

para cada (o, )p--1 € § tal que ay >0, g € Oy (E) y q seminorma continua en E.

| 3
Sea B = {(Xl, ce-,Xp)eR™ " < X <:= j= 1,...,m}. Denotamos

por A un clemerto de & (R™) real y no negativo que tome el valor | en By cu-
yo soporte este contenido en 1. Representamos por S: ¢ (B, E)—-— D (I,E)
un operador lineal y continuo tal que sif'e (B, E) la restriccion de Sfa B coin-
cida con f, cuya existencia cstd asegurada por el Teorema 4. Si Ap: RM--—>R™
es la aplicacion definida por Ny (X;, ..., Xm) =(X; + 1, x5, ..., Xp) denota-
mos Dy =2, (B)y Ep =2n (I).

Los siguientes resultados pueden encontrarse en (12): (g) Si (an)n=3 €s un
clemento de s 1al que oy, 2 0 para cada n ¢ N, entonces

p> o Mo X)) e S(R™). (h) Sife S (R™) entonces(sull)__ fx)Dh=1€s.
xelin

n=
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Proposicion 4.

O (E) es isomorfo a un subespacio complementado de s (9 (I, E)).

Demostracion:

Si (fp)n =1 pertenece a s’ (D (I, E)) sca X (1)) la funcion

[= ]
Z fao ‘P-nl >
n=1
que pertenece a & (R™, E). Sca f un elemento de S (R™), 4 un multi-indice y
q una seminorma continua de E. Si x ¢ R™ se tiene:

a(scop7( 3 o)) <

o [ 2\hl
< 2 | = sup [£(7)l sup ql(DMy (y)
n=1\3 zeBp yel
2 \inl
— ] sup If(2) )es,
3 zcBp

por el resultado (b), s sigue que X ((f,)) pertenece a Oy (E) y

sup  q{f(x)DY{ X fhoen)(x)) <
xeRM n=1

o [2\hl
< Z (—) sup |f (z)| sup q<D7 fn (Y)>
n=1t\3 zely vel

Entonces X es una aplicacin lineal y conlinua de s’ ( D (I, E)) en Oy (E).

Sea ahora g un elemento de Oy (E). Definimos g, = (g up) o y para cada
neN. SeaY (g) =(gn) . que csun elemento de 8 ( D (I, E)). Ademis Y es
una aplicacion lineal, inyectiva y continua de Oy (E) en s’ ( D (I, E)) tal que
X o Y coincide con la aplicacién identidad de Oy (E) en sf mismo. En efecto:
Si v es un multi-indice, q es una seminorma continua en E y (0;)7°=; es un
elemento de s tal que ap > O para cada n € N, entonces por ¢l Lema 6 se tiene
que

Como
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Z op sup q (D"’gn(X))<
Xel

n=1

<R@ I I ay sup q(nf’(gwn)(x)).
<y un=1 xel

Por tanto, si aplicamos el resultado (f), existe una constante M > 0 y un entero
positivo h tales que

n=]

¥ a, sup q(D"’ gn(x)> <
xcl

xeRM 1=

<SR(MM 2 sup q<<2 n"an(xb«')xpa')(X)D"g(X))-
B<y n=1

Como

oo

X 0" ap (Yo on)

n=1

pertenece a S (R™), por el resultado (¢), entonces se sigue lo deseado.
La conclusion es consecuencia del resultado (a).
Proposicion 5.

" ( & (B, E)) es isomorfo a un subespacio complementado de Oy (E).

Demostracion:

Si g pertencce a Oy (E) y x es un punto de B definimos g, (x) = g (A\n (X)),
y gn resulta ser un elemento de & (B, E). Consideremos v un multi-indice, q
una seminorma continua en I y (¢, )y=| un clemento de s tal que o, > Opara
cada n ¢ N. Se tiene:

0
X an sup q (DY gy (x)) <
XeB

n=\

bt -1
< xsgﬁnl q (<n El an (Ao Ay )> (x) D? g(x)> .
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IZn vitud del resultado (g)
z . an (Ao AJ) e S(R™),
n=

entonces (g, ) pertenece a s* (& (B, E)) y si definimos X (g) = (gp) entonces X es
una aplicacion lineal y continua de Oy (E) en s’ ( § (B, E)).
Por otra parte si (f,) pertenece a s ( & (B, E)) definimos

Y ((fn))= 2:] an o 7\;11:
n=]

que es un elemento de & (R™, E). Consideremos un multi-indice 7, un ele-
mento { de S (R™) y una seminorma continua q de E. Como cl operador de ex-
tension S es continuo existe un entero positivo k y una constante L > 0 tales
que

sup g DY (Sg)(x) <L 2 sup q DFg(x)).
xel IBIl<k x¢B

para cada g e & (B, E). De donde:

sup q|f)DY| 2 Sf,o ) (x) ] <
xcRM n=!

o0

<L 2 P2 sup {f(x)| sup <D’3 fn (x)>.
XxcB

el<k n=1 xelip

plicando ¢l resultado (h) sup |{(x)|)3’= pertenece a s, por tanto
xekp

Y ((f2)) € Oy (E)
¢ Y es una aplicacion lineal, inyectiva y continua de s’ ( & (B, E)) en Oy (E) tal

que X o Y es la aplicacion identidad de s’ (& (B, E)) en si mismo.
La conclusion se obtienc aplicando el resultado (a).

Teorema 6.

Si E es un espacio localmente completo entonces Oy (E) es isomorfo a

s (s (E)).
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Demostracion:
Se sigue de las Proposiciones anteriores y de los Teoremas ly 3.

Otras representaciones de espacios de funciones diferenciables con valores
en un espacio E localmente completo han sido obtenidas en (1). Se prueba por
cjemplo que B, (R™, E) = ¢, (s (E)), B (R™, E) ~m (s (E)), S (R™, E) =~ s(E),
& (22, E) > s (BN, D(Q, E) =~ s (E)N), para todo £ subconjunto abierto de
R™,
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