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SUMMARY

In this article subspaces of first category, with certain additional properties,
are constructed in Baire topological vector spaces.

RESUMEN

En este articulo se construyen subespacios de primera categoria, con propie- -
dades adicionales, en espacios vectoriales topoldgicos de Baire.

V. Klee y A. Wilansky preguntan en [2] si cada hiperplano denso de un espa-
cio de Banach es de segunda categoria. J. Arias de Reyna construye en [1] un hiper-
plano denso de primera categoria en cada espacio de Banach separable de dimen-
sion infinita. En dicha construccién utiliza el axioma de Martin para afirmar que
la unién de subconjuntos de nimeros reales de medida de Lebesgue cero, en
nimero menor que 2%, tiene medida de Lebesgue cero, (ver [4], teorema 3).
Nosotros extendemos aqui [1] a espacios vectoriales topolégicos de Baire,
separables y de dimensiones infinitas, y obtenemos también nuevos resultados
sobre subespacios de primera categoria en espacios vectoriales topologicos metri-
zables. ’

Los espacios vectoriales que aparecen aqui estdn definidos sobre el cuerpo
K de los niimeros reales o complejos. Utilizamos la palabra ‘“‘espacio” en vez de
“espacio vectorial topolégico de Hausdorff”. Dados un espacio E y un niimero
ordinal ¢, ponemos card E y card & para denotar los niimeros cardinales de E
y «, respectivamente; dim E es la dimension algebraica de E. Escribimos u para la
medida de Lebesgue en la recta real R.

Sea F un espacio con un subconjunto ‘denso numerable A = {X1.X2, ...,
Xn, ...} . Suponemos que existe una sucesion (V) de entornos equilibrados del
origen en F tales que '
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N an:n=l,2,...} =[0} y Vn+1+Vn+1 CVn’n=1,2,...

Sea G la topologia vectorial sobre F definida por el sistema fundamental de
entornos del origen {Vn :n=12,...1 ysea (My) una sucesién creciente de
subespacios cerrados de F[G]. Ponemos G, para la envoltura lineal de
M, U {XI,X2, - ,xn} y suponemos que G : =U {Gn :n=1,2,. } es de
codimensi6n infinita en F. Si para cada entero positivo n,

(F~Gp)NA= " Xn,1,%Xn,2,...,%Xn,p, ...
determinamos una sucesién de enteros
n1<dp,1 <qp2<....<qpp<...

1al que

(Xn’p +an,p) n Gn =¢’ p = 1:2, “ e

Ponemos

L=V Xn,p +an,p : p=1,?,. . .}, L=0{Ln : n=1,2,.. . ) .
Puesto que F[G] es metrizable y separable, se tiene que dim F <card F=2%,

Proposicion 1. Si se acepta el axioma de Martin, existe un hiperplano denso
Hen F que no corta L y contiene M;,n=1,2, ...

Demostracion: Primero suponemos que F es real. Sea « el primer ordinal
cuyo cardinal es la codimensién de G en F. Sea{ y, : 0 <A<a} una familia
de vectores de F linealmente independientes, de manera que si M es su envoltura
lineal, se tiene que G+ M =F, GNM ={0} . Dado un ordinal < o, § > 0,
ponemos Fg para la envoltura lineal de G U {y, : 0 <X < §}. Escribimos
H; = G. Entonces H; es un hiperplano denso de F; que no corta a L. Proce-
diendo por inducci6n, suponemos que para un ordinal v > 1, v <@, y para cada
A < v, A = 1, hemos construido un hiperplano denso H, de F, tal que
HA\NL=¢,ysil <A <A <7,Hy,N Fy, =Hj,.Sivesun ordinal limite,
ponemos

H7=U{H;\:1<7\<'y}.
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Entonces H, es un hiperplano denso de F.,, que no corta a L. Si v no es
un ordinal limite, tomamos un vector z, en F,.; ~ H,_;. Sea P la envoltura
lineal de {y,.1,2,} . En F, seafla proyeccién sobre P a lo largo de H, ., . Defi-
nimos en P un producto escalar (., .) y una norma | . | tal que si

X=ayyq +bzy,, y=cy,; +dz,,a,b,cy dnimeros reales,
entonces
(x,y)=ac +bd, | x | =(a® + b?)*

Sea g la aplicacién definida sobre P~ {0} con valores en [0,7] tal que si x perte-
nece aP~ {0}y w es el 4ngulo medido en radianes que verifica:

(X, Y'y-l)
1x]

cos W = , we[0,n],

entonces g(x) = w.

Sea D la familia de todos los subespacios D de F,, que cumplen las siguientes
condiciones: a) D contiene P ;b) existe un entero positivo m, dependiendo de D
tal que G, estd contenido en D y es de codimensién finita en D.

Para cada par de enteros positivos q ¥ r, y para cada D en D, escribimos:

1
Lpg:= {xeLrﬁD : lf(x)l>zl,
1
Lpg= {xeLﬂD: lf(x)I>E}.

Fijamos ahora q y D. Hallamos un entero positivo m tal que G, estd conte-
nido en D y es de codimensioén finita en D. Puesto que G, es G -cerrado, la res-
triccién de f a D es G-continua y, por tanto, dado € > 0, e < 1, existe un entero
positivo r tal que

If(x)l<%sixevr ND.
Sea J el conjunto de todos los enteros positivos p tales que
(Xrp + V‘lr,p) Nlpgr¥¢.

Para cada p de J, tomamos un zp en (X;p + V‘h,p) N Lp q,r Yy ponemos

up =go f(zp), Ip = jue[0,n] : |up-u | <22 Pe ¢,
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Entonces
u(yU { Ip: peJ})< S 22 Pe=4e.
p=1
Tomamos ahora un punto cualquiera y de Lp g4 ,:- Existe un elemento p de J
tal que

Yy €Xpp + th,p

¥, por tanto,

Y —2p =(y=Xr,p) + (Xep-2p)e Vg, , +Vq, , CVq, .1 C...C

C2¥Pvy  C2' PV,

de aqui que

1-p 1
e<—.
q q

2
[f(y —zp) I<
Consecuentemente,

7:7 > (6 — 2p), £y — 2p)) =(KY), ¥) ) + (Ezp)s £zp) )
— 2 (f(y), f(zp))>;12- + qi — 2 (fy), (zp) )

Y, por tanto,

1
(), f(zp) ) > 2 >0,

por lo que podemos hallar 0 < w <—727— tal que
e ). )
[Fy) 1+ | f(zp) |
Obviamente,
sen w sen w

hwsSstgr w= = sen w

=
2 co % 2 cos’—Z—
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¥, aplicando el teorema de los senos de un tridngulo:

[ fly —zp) |
M > f(y) | >L
sen w q

Y, por tanto,
%w <senw<qlfly —zp)|<2'Pe
Y, puesto que | up — go f(y) | < w, se sigue que.
lup — go f(y) | <2%Pe,
de donde se deduce que go f(y) pertenece a Ip. Consecuentemente,
u(go fLp,q)) <pu(eo f(Lp 1)) <u(U{I, : pel} ) <4e.

Puesto que e es arbitrario, se sigue que u(go f(Lp,q) ) =0. El mimero cardi-
nal de D es menor que 28 de aqui que

u(o L NFy))=u(U{gof(Lpq):DeD,q=12,...}=0.
Por tanto, podemos encontrar un vector u en P, u #0, tal que
0<gW) <5, gu)¢go f (L NF,), mgu) Ego (L NF,).

Denotamos ahora por H, la envoltura lineal de H,_; U {u} . En ambos
casos considerados para vy se tiene que H, es un hiperplano denso de F., de ma-
nera que sil <y <7, <a, H72 NFy =H,),1 .

SiH:=U{H, : v <a}, se sigue que H es un hiperplano denso de Fo =F,
que no corta a L y contiene My, n=12, ...

Finalmente, si F es complejo, sea F; el espacio real asociado a F. Entonces
F; satisface las mismas condiciones que F en el caso anterior y, consecuentemen-
te, existe un hiperplano‘ denso S; en F; que no corta a L y contiene My,
n=12,... Por tanto, H=S; NiS§; es el hiperplano que responde al enunciado
de la proposicion.

c.q.d.

Teorema 1. Sea E un espacio separable de Baire de dimension infinita, Si se
acepta el axioma de Martin, existe un hiperplano denso S de E que es de
primera categoria.
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Demostracion. Hallamos una sucesién (Uy,) de entornos equilibrados y abier-
tos del origen en E tal que

Unt1 tUpe1 CUp,n=1.2,...
Se tiene que
T=N §U,:n=12,...

es un subespacio cerrado de E. Si existe un entorno U del origen en E que no
contiene ningun espacio vectorial diferente de { 0 } , tomamos U; C U. Sino es
asi, tomamos la sucesién (Uy) de manera que el mayor subespacio contenido en
Uy, sea distinto del mayor subespacio contenido en Uy 4. Entonces la codimen-
si6n de T en E es infinita.

Sea ¥ la aplicacién candnica de E sobre E/T. Ponemos E/T =F, ¢(U,) = Vy,,
n =12, .. Entonces F es un espacio de Baire separable de dimension infinita.
Consecuentemente, existe un subconjunto denso numerable A = { xi,xz, N
Xny - « » } de F cuya envoltura lineal es de codimensidn infinita en F. Por otra
parte, la sucesion de entornos equilibrados (Vp) del origen en F verifican:

N {vn:nél,z,...} =Io}-, Vper + Va1 C Vg, n=12,. ..

Realizamos ahora la anterior construccién tomandoM, = 0 ,n=1,2,...,
y obtenemos que L, es un subconjunto abierto densode F,n=12, ..., de aqui
que F ~ L sea un subconjunto de primera categoria de F. La proposici6 1 nos
permite obtener un hiperplano denso H de F que no corta a L. Si ponemos
S =¢~1(H), es inmediato que S es un hiperplano denso de primera categoria de E.

c.q.d.

Teorema 2. Sea E un espacio metrizable que no es de Baire. Si A es un sub-
conjunto numerable de E, existe un subespacio cerrado separable U de E que
contiene A y no es de Baire.

Demostracion: Si K es real, ponemos K; para denotar el cuerpo de los
nimeros racionales. Si K es complejo, K, es el cuerpo de los nitmeros de la for-
ma a + bi, con a y b racionales.

Tomamos una sucesion decreciente (B,,) de subconjuntos densos y abiertos
de E con interseccion vac{a. Puesto que A es numerable, podemos encontrar un
subconjunto infinito numerable A; de B; cuya clausura en E contiene A. Pone-
mos E; para la envoltura lineal sobre K; de A U A;.
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Entonces card E; =§,. Procedemos por recurrencia y suponemos que para
un entero positivo n, hemos encontrado un subconjunto E, de E con card
E; = R,. Tomamos un subconjunto numerable Ay., de Bpy; cuya clausura
en E contiene E;. Sea Ej4; la envoltura lineal sobre K; de Ag+y; U E, Si
G =U { Enin=12,... } , G es un espacio vectorial sobre K, cuyo niimero
cardinal es X,. Es inmediato que la clausura U de G en E es un subespacio de E.
Por otra parte, es obvio que B, N U es un subespacio denso de U,n=12,...
Puesto que ‘

NiByNU:n=12,... =9

se tiene que U no es un espacio de Baire. Finalmente, U es separable y contiene
A. R
. c.q.d.

Suponemos ahora que F es un espacio metrizable completo no separable y
de dimensién algebraica 2 M. Suponemos también que se verifica la hipdtesis del
continuo. Sea « el primer ordinal cuyo cardinal es 2% . Sea { X0 A<a
una base de Hamel de F. Ponemos F, para la clausura de la envoltura lineal de
{ Xo, X1, X2, - - - . , - Procedemos por induccién transfinita y suponemos que
para un ordinal § < @, § > 0, hemos construido los subespacios cerrados separa-
bles Fy de F, con A <, de manera que si A; <A, <, entonces, F) ; estd con-
tenido en Fy,, Fp, # F,,. Si § es un ordinal limite, ponemos Fj para la clau-
sura de U { F, :A<Zp } . Si B no es un ordinal limite, sea A; el primer ordinal
tal que xj & Fg., v, procediendo por recurrencia, sea A+ el primer ordinal
tal que xp+; no pertenece a la envoltura lineal de

Fﬂ'l U [xklvx)\z: -+ Xxn ] -
Ponemos Fg para la clausura F de la envoltura lineal de

Fﬁ-l U

X)\I,X;\Z,...,X;\n,...’_

De esta forma determinamos una familia { Fp : 0 <A <a } de subespacios
separables de F, cerrados y de dimensiones infinitas, de manera que Fj estd
incluido en F,, 5si 0 < <7y <a, Fg es de codimension infinita en F.,, y

F=U

Fp: 0 A<a ’

Proposicion 2. Existe un subespacio H de F tal que, para cada ordinal
A, 0<A<a, HNF, esun subespacio de codimension numerable de F,,denso
y de primera categoria.
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Demostracion. Puesto que F,, es un subespacio de Baire, separable y de di-
mensién infinita, aplicamos el teorema 1 para obtener un hiperplano H, de F,,,
denso y de primera categoria. Procedemos por induccidn transfinita y supone-
mos que para un ordinal § < «, 8§ > 0, hemos encontrado los subespacios H, de
F), 0 <A < densos, de primera categoria y de codimensiones numerables, de
manera que si 0 <y < § < f, entonces H, =Hs; NF,. Si § no es un ordinal
limite, ponemos M,, = Fg.i,n =12, ... Sifesun ordinal Iimite, usamos Ia hi-
potesis del continuo para encontrar una sucesién de ordinales B; < B <...
<Bn<...tales que U { Ffp:n=12,.. } es denso en Fg. Ponemos en este
caso Mp = Fgy, n = 1,2, . .. En ambos casos, puesto que Fg es un espacio de
Baire separable de dimensién infinita, existe un subconjunto numerable denso A
de F tal que la envoltura lineal de

AU(U{Mn:n=1,2,...})

es de codimensién infinita en Fg. Usamos la proposicion 1 para obtener un hi-
perplano S de Fg, denso y de primera categoria que contiene My, n=1,2, ...
Sea M un complemento algebraico de U {Mn :n=12,... } en S. Ponemos

Entonces Hg es un subespacio denso de Fg, de primera categoria y de codi-
mensién numerable, tal que si 0 <y <f, Hg NF, = H,.

Finalmente, es suficiente tomar H = U { Hy,:0< <« } para alcanzar la
conclusidn.

Teorema 3. Sea E un espacio de Fréchet de dimension infinita. Si se acepta
la hipotesis del continuo, existe un subespacio L de E tal que, dado un subcon-
Junto numerable P de E, existe un subespacio G de E que cumple las siguientes
condiciones:

a) G es un espacio de Fréchet separable.

b) G contiene P.

¢) L N G es un subespacio de primera categoria de G, denso ¥y de codimen-

sion numerable.

Demostracion. Sea (uy) una sucesién de vectores linealmente independien-
tes del dual topolégico E' de E. Sea T el subespacio de E ortogonal a
{ Up,Ug, ... Up, ... } . Ponemos E/T =F y ¥ para la aplicacién candnica de E
sobre F.

Suponemos primero que F es separable. Aplicamos el teorema 1 para obte-
ner un hiperplano S de F, denso y de primera categorfa. Ponemos I, =¢~! Sy



Subespacios de primera categoria 295

tomamos un vector x en E que no pertenece a ¢~1(8). Hallamos un subconjunto
numerable A de ¥~1(S) cuya clausura en E contiene P U { X t . Obviamente,
©~1(S) no es un espacio de Baire y, por tanto, podemos aplicar el teorema 2 y
obtenemos un subespacio cerrado separable X de ¥~1(S) que no es de Baire y
contiene A. Si G es la clausura de X en E, G satisface las condiciones a), b) y c).

Supongamos ahora que F no es separable. Los conjuntos polares en F de
n {ul Uz, ...,y }, n=1,2,...,forman un sistema fundamental de entornos
del origen para una topologia vectorial metrizable G tal que F[ G ] es separable.
Consecuentemente, diim F < 2% y, puesto que F es un espacio de Fréchet, el
argumento utilizado por Lowig en [3] sirve para concluir que dim F =2%°. Apli-
camos ahora la construccidn anterior para obtener un ordinal & con card e =2%e
y una familia { Fp:0<A<a } de subespacios separables de F, cerrados y de
dimensiones infinjtas, de manera que Fg estd contenido en F,, si 0 <<y <a,
Fg es de codimension infinita en F,, y

F=U{F;\:O<7\<a}.

De acuerdo con la proposicién 2, obtenemos un subespacio S de F tal que,
para cada ordinal A < &, S N F, es un subespacio denso de F,, de codimension
numerable y de primera categoria. Ponemos L = ¢7(8). Puesto que P es nume-
rable, existe un ordinal § < a tal que ¥(P) estd contenido en Fg. Se tiene que
p1(8) Nyt (Fg) es un subespacio denso de ¢! (Fg), de codimensién numerable
y de primera categoria y, por tanto, existe un subconjunto numerable A de
v 1(8) Nyt (Fg) cuya clausura B en ¥~! (Fg) contiene P y la envoltura lineal de
(#71(8) N ¥~ (Fg) ) U B coincide con ¥~ (Fp). Puesto que ¢~ (S) N1 (Fg) no
es un espacio de Baire, aplicamos el teorema 2 y obtenemos un subespacio
cerrado separable X de ¥71(S) N tP“(Fg) que no es un espacio de Baire y con-
tiene A. Si G es la clausura de X en ¢! (Fg), no es dificil comprobar que G
satisface las condiciones a), b) y c).

c.q.d.
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