UNA NOTA SOBRE ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS
' CON VALORES VECTORIALES
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INTRODUCCION

En este articulo demostramos los siguientes resultados relacionados con el
trabajo [2] de A. Etcheberry: 1) Sea E el limite inductivo estricto de una suce-
si6n (Ep) de espacios de Fréchet separables y de dimension infinita, y suponga-
mos que existe una topologia localmente convexa y metrizable sobre E, T, que

" coincide con la de E sobre cada Ey. Entonces C.(E[G]) es isomorfo topoldgica-
mente a un subespacio de (C.(N™) N ~2) Sea X un espacio polaco que contiene
un subconjunto cerrado homeomorfo a N™ y sea E un espacio localmente conve-
xo0 en el que el bipolar de todo acotado de Suslin es débilmente compacto.
Entonces se tiene los isomorfismos topologicos

C°(X,E) ~ C°(N™E)
C°(X.E)[o] ~ C° (N".E)[B,] -

Los espacios vectoriales utilizados aqui estan definidos sobre el cuerpo K de
los nimeros reales o de los nimeros complejos. Con la expresion “espacio local-
mente convexo” significamos “espacio vectorial topoldgico localmente convexo
y de Hausdorff”. Si { E,F ) es un par dual denotamos por o(E,F}la topologia débil
sobre E. Si E es un espacio localmente convexo representamos por E' y E* los
duales topolégicos y algebraico de E; E representa su completado. Si Ey F son
espacios localmente convexos escribimos E ~ F para denotar que E y F son iso-
morfos topoldgicamente. Si E es un espacio localmente convexo denotamos por
EN el producto topoldgico de una infinidad numerable de espacios iguales a E.
DenotaremQ\s por N™ el producto topoldgico de una infinidad numerable de
copias de N (N es el conjunto de los enteros positivos con la tolopogia inducida
por la usual de K). Cuando decimos que F es un subespacio complementado del
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espacio localmente convexo E queremos significar que F es un subespacio lineal
cerrado de E que admite un complemento topolégico en E. Si E y F son dos
espacios localmente convexos denotamos por E® ¢ Fy E & ¢ F el producto ten-
sorial de E y F dotado con la topologia €, y su complementado respectivamente.
Si © es un abierto no vacio de R™, D '(2) es el espacio de todas las distribucio-
nes de L. Schwartz sobre £ con la topologia fuerte. Escribimos s para el espacio
de Fréchet de las sucesiones de decrecimiento rdpido. Si K estd provisto de la
topologia usual, escribimos w = KN. Sif: A - B esuna funcién y Cesun sub-
conjunto de A denotemos por f|C la restriccion de la funcién f al conjunto C.
Dado un espacio topologico X y un espacio localmente convexo E denotaremos
por C(X,E) el espacio vectorial de todas las funciones continuas definidas en X
con valores en E (si E = K escribiremos simplemente C(X) ). Denotamos por
c® (X,E) el subespacio vectorial de C(X,E) formado por aquellas funciones cuyo
rango es un subconjunto acotado de E (escribimos Cb(_X) si E = K). Por
C(X,E) entendemos el espacio C(X,E) provisto de la topologia de la convergen-
cia uniforme sobre los compactos de X. Por Cb(X,E)[BO] entendemos el espacio
Cb(X,E) equipado con la topologia estricta f, (es decir, de la topologia generada
por las seminormas pu(y) = sup { ph(x) o (x)):xeX } con p variando en el
conjunto de todas las seminormas continuas en E y h recorriendo el conjunto de
todas las funciones acotadas sobre X, con valores en K, que se anulan en el infi-
nito). Si escribimos Cb(X,E), sin especificar nada mds entendemos que este espa-
cio estd equipado de la topologia de la convergencia uniforme.

En la demostracion del Teorema 1 necesitaremos los siguientes resultados:
a) Si X es un espacio polaco que tiene un subconjunto cerrado homeomorfo a
N™ (en particular, si X es un espacio de Fréchet separable y de dimensién infini-
ta) entonces C.(X) =~ C.(N™). Este resultado se debe a A. Etcheberry (ver [2]).
b) Sea A un subconjunto cerrado de un espacio métrico X. Existe entonces un
monomorfismo topologico S de C.(A) en C(X) tal que S(f)|A = f para cada f
de C(A) (ver [S]).

Teorema 1. Sea E[G ] el limite inductivo estricto de una sucesion (estricta-
mente creciente) (E4[ G n]n=1 de espacios de Fréchet separables y de dimension
infinita, y supongamos que existe una topologia localmente convexa y metriza-
ble sobre E, T, que coincide con G , sobre cada Ey. Entonces C.(E[ G ]) es iso-
morfo topologicamente a un subespacio de (Co(N™) )N.

Prueba. Pongamos F; = C(E;[ BG1]) v, para cada entero positivo n, sea
Fn.1 el subespacio de Co(Epyy [Bn+1]) de todas aquellas funciones que se anu-
lan en Ep. Probaremos que cada Fy es isomorfo topologicamente a Co(N™). Por
el resultado a) se tiene F; ~ C(N™). Para cada entero positivo n sea Sy un iso-
morfismo topoldgico de C(En[T6 n]) sobre un subespacio cerrado de C(E[T])
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de manera que Sn(f)|En = f para cada f de C(Ex[ G n]) (aplicamos el resultado
b) ), v sea Tp: Co(En[Brnl) = Co(En+1[Bn+1]) la aplicacion definida por
Tn(f) =Sn(f)|En+1 , fe C(En[Tn))-

Fijemos un entero positivo cualquiera n. Es facil ver que Ty es un isomor-
fismo topolégico de C(En{TG n]) sobre Ta(C(En[6G nl)) v que este Gltimo espa-
cio es un complemento topoldgico de Fy, en Co(En41[Gn+1]); como, en virtud
del resultado a), Ce(Ensi[Bn+1]) = Cc(N”) se tiene que Fy,, esisomorfo topo-
légicamente a un subespacio complementado de Co(N”). Veamos ahora que
Co(N™) es isomorfo topoldgicamente a un subespacio complementado de Fp ;.
Sea e un punto de Ep,; \En y sea B una bola abierta centrada en e (considera-
mos en Ep,; una métrica compatible con® .y para la que todas las bolas
abiertas son convexas) y tal que B N Ey = ¢ (B es la clausura de B en
En+1[Bn+1])- Usando el resultado b) hallamos un isomorfismo topoldgico Xy, de
C(B) sobre un subespacio cerrado de C¢(En+1[Gn+1]) de forma que Xa(DIB=f
para cada f € C(B). Sea ahora Yy: C¢(B) - Fp .y la aplicacién definida por

Ya(f)=k Xn(f) , feC(B)

(aqui k esuna aplicacién continua de Ep,4[Bn+1]en[0,1]tal que k(Ep)={0} y
k(B) = {1} ). Es claro que C.(B) es isomorfo topolégicamente a Yn(C(B) ) y
que el subespacio de Fy,; formado por aquéllas funciones que se anulan sobre B
es un complemento topoldgico de Yn(C(B) en Fy,;. Por lo tanto, teniendo en
cuenta que B es homeomorfo a w (ver [1], pag. 191), resulta que Co(N™) es iso-
morfo topolégicamente a un subespacio complementado de Fy,; (nuevamente
hemos utilizado a) ). Si demostramos que Co(N™) =~ co & ¢ Cc(N”) quedard pro-
bado (en virtud de (5) pdg. 445 [6]) que Fy., es isomorfo topoldgicamente a
Cc(N™). Sea entonces N el compactado de Alexandrov de N; la completitud de
C:(N™) y a) prueban que

CoN™) = CoR X N7) 2 Co(N, Co(N™) ) = Co(N) & ¢ Ce(N™) = co & ¢ Co(N7)

y esto establece el isomorfismo topologico deseado.
Consideremos ahora la aplicacion S: C(E[G]) > I1 F,, definida por
n=1

S()=(f1,f2,. .. ofn,...) , TeCE[T])
siendo f; =fIE; , £, =(f — S; (f1) )IEs , f3 =(F— S1(f1) — S2(f2) )IEs , . . . .
Obviamente S es lineal, inyectiva y continua; que S es homomorfismo topo-

légico se sigue facilmente del hecho de ser la topologia T menos fina que G (lo
que se demuestra utilizando el teorema de la grifica de Borel de L. Schwartz (ver
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[6], pdg. 74) ya que E[T] es un espacio de Suslin). Como ni_':_ll Fp = (C.(N") N
el teorema estd completamente demostrado.

Nota 1. Si Q es un subconjunto abierto.de R", entonces D' (£2) es un sub-
espacio completo de C. (D () ); de acuerdo con el Teorema 1, (C, (N°) )N
tiene entonces un subespacio cerrado topologicamente isomorfo a D ' () (este
resultado tambien se puede obtener sin utilizar el Teorema 1 teniendo presente
que D' (Q)~ (s (véase [7]) y que C (s) = C, (N™) (resultado 2) ) ).

Nota 2. Si Q es un subconjunto abierto de R™, entonces'D (L) no es un
kgr-espacio (en virtud de la no B,-completitud de D'(2) (véase [8]) podemos
hallar un subespacio denso y no cerrado de D (§2), que corta a cada conjunto
absolutamente convexo y compacto en un cerrado; es ahora ficil determinar,
a partir de ese subespacio, una funcién sucesionalmente continua pero no con-
tinua sobre D () ) por lo que C; (D(£2) ) no es completo; de acuerdo con el
Teorema 1, Cc (D (£2) ) es un subespacio cerrado de (C. (N )N.

Nota 3. Si un espacio localmente convexo E [B] satisface las hipdtesis
del Teorema 1 y ademis es un kg-espacio (ciertamente este tipo de espacios
(LF) no es muy frecuente) entonces C, (E[G ]) ~ (C. (N™) )N puessi (fy,f2, ...,
fh,-..) € nfian (empleamos la notacion del Teorema 1) entonces la funcidn

n§1 Snfa estd en C(E[B])y S ng Snf) =(f1.f2, - - - ...

En [2] A. Etcheberry demuestra el siguiente resultado: c) Sea X un espacio
polaco que tiene un subconjunto cerrado homeomorfo a N*, entonces existe una
aplicacién L: Cb(X) -> Cb(N‘") que es un isomorfismo topoldgico simultinea-
mente uniforme y estricto. :

En el teorema que sigue extendemos el resultado c) al caso vectorial. Note-
mos primero que la extension de dicho resultado al caso en que el espacio local-
mente convexo de llegada es completo es inmediata: En efecto, en este caso la
completitud de E, el hecho de ser X un k-espacio y el resultado ¢) dan lugar a los
siguientes isomorfismos topoldgicos

CCXE)=C’X)® ¢ E~C°(N) & ¢ E~ CP(N".E)
C°(X.E)[Bo] =~ CP(X)[Bo] & ¢ E ~ CO(N™)[Bo] & ¢ E ~ CO(NE)[Bo).

Teorema 2. Sea X un espacio polaco que tiene un subconjunto cerrado
homeomorfo a N™, y sea E un espacio localmente convexo en el que el bipolar de
todo acotado de Suslin es o(E.E"y-compacto. Entonces existe una aplicacion
L: cb X,E) = Cb(N"’,E) que es un isomorfismo topologico simultaneamente uni-
forme y estricto.
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~ Prueba. En primer lugar demostraremos que para cada ﬂer(X)', existe una
Ginica aplicacién lineal y continua, 7, de C° (X.E) en E, que verifica

(n(p),eY=(e'o0,m) , ¢'eE , veC’(XE).

Fijemos entonces un elementos 7 en Cb(X)'. Laaplicacién 7 : Cb(X,E) > E'*
definida por

(#(), e y=(e'op,m) , ¢'¢E , veCPXE) ,

es lineal y satisface, para cada ¢ € Cb(X,E) y cada ¢’ € ¢(X)° (polar de ¥(X) en
E), la desigualdad

a(p),eYI<|nl;

considerando ahora que, paracaday e Cb(X,E) , P(X) es un acotado de Suslin, el
teorema de los bipolares (véase, por ejemplo, [3] pag. 192) y la hipétesis sobre E
prueban que

7@ ella TeX) °E"E) | ge®(XE),

y, en consecuencia, 7 aplica cb (X.E) en E (hemos identificado, como es usual, E
con un subespacio de E"* mediante la inyeccién canénica). Sea ahora p una semi-
norma continua en E y pongamos U = { e:ple)< 1} ¥ P.. (¥) =sup { p(e(x)):
:xeX } ,P€ Cb(X,E)_, entonces se tiene

-~ = 1 < 1 =
p((¥)) SUP o [{e'gw,m)] :}}EPUO(”"” xs1‘15pxi<cp(x) , e )
=lmllsvp (Sup o 1€e(), e M) =lmll sup_ p(e(x))=
=|l7 |l p. (¥), ¥ e C°(X,E),

lo que demuestra’la continuidad de 7. La cuestién de la unicidad es obvia.

Sea ahora L un isomorfismo topolégico de Cb(X) sobre Cb(N“ )y de
Cb(X)[ﬁo] sobre Cb(N“’)[BO] (aplicamos el resultado c) ), y sea L: Cb(X,E) -
-~ C°(N",E) Ia aplicacién definida por

L) @) =63 LUv) , ¢eCP(XE) , FeN",

siendo 83 el elemento de C°(N™)! dado por 82 (g) =g(R) , ge CO(N™), }'/5;;\0 Lla
aplicacion de C°(X,E) en E asociada a 60 L seglin lo que hemos visto al comien-
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zo de la prueba. Demostraremos que L(y) estd en C(N”, E). Fijemos para ello i
en N” y sea U un entorno de 0, absolutamente convexo y cerrado, en E. Si
A > 0 es tal que ¥(X) C A U entonces, para cada e’ € U°, se verifica que
xsg;))( [(o(x), e )| <A,y por tanto U°,y es un subconjunto uniformemente

acotado de CP(X) . Sea M la clausura de U°qp en Cc(X). M es equicontinuo
puesto que, para cada X, € X y cada € > 0, la continuidad de ¢ permite hallar un
entorno de Xo , A , de manera que [ e'o @ (X) —e'o ¢ (Xo) | < eparaxeAy
e' € U°. Ademids M(x) = {f(x) :fe M} es un subconjunto acotado de K para
cada x € X. Usando el teorema de Ascoli concluimos que M es compacto en
Co(X) luego en fod (X)[Bo] (ya que sobre M, que es un subconjunto uniforme-
mente acotado de Cb(X), coinciden la topologia f, y la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los compactos de X (véase [4] pdg. 47) ). Por consiguiente
L(M) es compacto en C®(N™) [Bo] luego en C.(N™). Utilizando nuevamente el
teorema de Ascoli vemos que L{M) es equicontinuo. A fortiori, L(U®,¥) es
equicontinuo y por ello podemos encontrar un entorno de 11 , P, de manera que

l Melo‘p) (fﬁ) - Me'ow) (H) | <1 > ﬁ)l €P » e, € an

pero entonces

T ——

[(820L(w)— 820 L(w) , ¢)|<1 , MmeP , eel,
y de aqui se sigue que
L) @) - Lw)[R)eU  theP,

lo que demuestra la continuidad de L(v) en fi. Que L(¥) (N™) es un subconjunto
acotado de E se sigue del hecho de que, para cada ¢’ € E' , L(e', ¥) estd en
CP(N™). En consecuencia, L(¢) ¢ C°(N",E) y por tanto L estd bien definida. Es
facil ver que L es lineal e inyectiva. Que L es continua para las topologias de la
convergencia uniforme se sigue del hecho de que para cada seminormaenE , p,
se verifica

p L)) <UL p#) . ¢eCP(XE)

siendo [| L || =sup { IO nfI<1 } . Veamos ahora que L es continua cuan-
do Cb(X,E) y Cb(N‘”,E) estdn equipados con la topologia estricta. Si p es una
seminorma continua en E y h: N” - K es una funcién acotada que se anula en el
infinito, podemos hallar (utilizando la continuidad estricta de L) un mimero
¢ > 0y una funcién 1 : X - K, acotada y que se anula en el infinito, de forma
que
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pu(L(®))<cp:®) , ¥eC®(XE)
lo que prueba la continuidad estricta de L.
Si se razona de forma andloga a como hemos procedido hasta ahora pero
partiendo de la funcién F : C°(N™,E) - CP(X,E) definida por
. . T b
F(¥) (x)=64°L71(¥) , ¥eC’(N",E) , xeX,

se termina la prueba del teorema observando que L y F son funciones inversas.
Agradezco al Prof. M. Valdivia sus valiosos comentarios y sugerencias.
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