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ABSTRACT

D.W. Curtis and J.C. Mathews [2], (8] have introduced some structures
which generalize, 1o the product of two sets, structures of usual uniform types.
However, their axiomatic is not very natural and, in general, it makes no refe-
rence to filters. J.M. Gracia and V.M. Onicva [7] introduce an axiomatic inspired
in Curtis’ and Mathews’, which reflects the generalization in a natural way, pre-
senting the estructures of the first authors within their framework.

In this note, we essentially caracterize the topologies which are compatible
with the structures of {7] and we examine the regularity axioms of A.S. Davis
[3] in relation with these structures, refining or completing several results of
[2]. [8].

(AMS Subject Classification: 54 12 15)

INTRODUCCION

En todo lo que siguc. A,B denotardn conjuntos no vacios, FCA x B una
multifuncion sobre fija, F , , F sus nicleos inicial y final, es decir, las equivalen-
cias en A, B candénicamente asociadas a T'. Notese que F™! tiene Fi. F4 como
nicleos inicial y final.

Dados U,V C A x B, n € N, definimos

U® V:i=UoFlov

U,:=FoU'oF, Uai=WUp1ya-

U es F-ampliado si U =T_,.y es [F-conector si F C U,
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La F-composicion @© y la nocién de F-inverso U., permiten definir de
modo andlogo al usual F-transitividad, F-simetria, etc.

Usaremos también notaciones de significado claro. Asi, cntre otras, para
U= { U;CAxB | i€l },cscribircmos

FloW:={Floultew , Wn={u,lvew.

En [7], reemplazando en los axiomas de las estructuras cuasiuniformes y
uniformes los términos conector, composicién ¢ inverso, respectivamente por
F-conector, F-composicion y F-inverso, se definen de manera natural las F-cuasi-
uniformidades y F-uniformidades, asi como sus bases. Se prucba que toda I'-cuasi-
uniformidad (F-uniformidad) posec una base F-ampliada (F-simétrica), es decir,
una base de F-conectores F-ampliados (I*-simétricos), resultado importante que
permite situar en este contexto natural las “cuasiuniformidades™ y *“F-uniformi-
dades™ consideradas en [2], [8], que son, respectivamente, las bases F-ampliadas
de todos los F-conectores F-ampliados de las F-cuasiuniformidades y F-unifor-
midades de [7], denominadas aqui bases canénicas. Interesa destacar que la base
candnica de una [-uniformidad conticne la base F-simétrica de todos los F-co-
nectores F-simétricos, pero no ¢s necesariamente una base F-simétrica.

Por otra parte, dada una F-(cuasi)uniformidadW, son Flo Wy Wo F!
bases de (cuasi)uniformidades W, ,“Wy en A, B respectivamente. Toda (cuasi)-
uniformidad £ en A, o B en B, que deriva en la forma indicada de una F-(cua-
siyuniformidad se¢ dird F-(cuasi)uniformizable, y este mismo calificativo se apli-
card al par (£.B) si ot . B derivan de dicha forma de una misma F-(cuasi)uni-
formidad. Caracterizaciones de la F-(cuasi)uniformizabilidad son dadas en [7],
donde se prucba también que no existen pares F-cuasiuniformizables formados
por una uniformidad y una cuasiuniformidad estricta, ¢s decir, no uniformidad.

Nos proponemos en esta nota caracterizar las topologias cn A, o en B, v los
parcs de topologias, una en A y otra en B, que son F-(cuasi)uniformizables, cs
decir, inducidas por alguna F-(cuasi)uniformidad a través de sus (cuasi)unifor-
rnidades asociadas. Tal F-(cuasi)uniformidad sc dird compatible con la topologia
ecn A o cn B, 0 con el par, segin sca ¢l caso. También son estudiadas las F-cuasi-
uniformidades en relacion con los axiomas de regularidad de A.S. Davis [3].

Con fines de referencia abreviada posterior, enunciamos la propiedad trivial
siguicnte:

(a) Sean‘W,,“U F-cuasiuniformidades en A x B. Se ticne:

W, CVU, =29 WS V=) Wy CU.
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Teorema 1

Sean (A, T 5), (B,Gy) espacios topologicos. -ntonces:
1. Son equivalentes:

(i) G es I-cuasiuniformizable.

(ii) Si (x.v)CI, entonces {x} —FT(y).

(i) FT o 1/ (G)=G paratodo GET,.

In este caso, loda cuasiuniformidad en A compatible con G 5 es -cuasiunifor-
mizable.
2. Son equivalentes:

(i) Gy es Icuasiuniformizable.
(i) Si (x¥)€ I, entonces v} = F(x).

(iii) F o F=* (H)=1 para todo IHET ;.

I'n este caso, toda cuasiuniformidad en B compatible con G  es I*-cuasiunifor-
mizable.

3. Il par (TG 5. G ) es I'-cuasiuniformizable si y solo si se verifican las tres
condiciones siguientes:

(0) Si (x.y)EV.entonces {x} =17 (y), 'y} ~F(x).
(00) F(GYET para todo GET 4.
(000) F' (1) GG, para todo HETG ;.

I'n este caso, cuasiuniformidades en A (en Bj compatibles conG , {con TG )
derivan de F-cuasiuniformidades en A x B tales que las cuasiuniformidades indu-
cidas en BB (en A ) son compatibles, o equiralentemente, toda I'-cuasiuniformidad
compatible con una de lus topologias del par es compatible con el par.
Demostracion

I. (i) == (ii): Sca W una F-cuasiuniformidad compatible con B 4. B una
base F-ampliada de“W., (x.y) C V¥ y a € 7! (y). Para todo U EBes x EF! (y)
C F'oU(a), luego a € {X} , lo que prucba que {x} =T (y).

(i) ==) (jii): Sean x €G €TB4, a €EF! o I (x). Existe b € B tal que (x,b).
(ab) € I, de donde por (i) es {X} = {a} . De aqui que a € G, y asi F'' o
F (x) CG.
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(iii) ==) (i): Para cada G €T, definimos

S =(GxF (G)) U((A-G)xB).

in forma andloga al caso de las cuasiuniformidades [10], o como se procede en
(21, [8] con los conjuntos (A x I (G)) U ((A - G) x B), se comprucba que la fami-
lia de los S¢; es una subbase de una F-cuasiuniformidad I*-transitiva cn A x B tal
que TOL,) =Ty

Supongamos ahora verificadas las condiciones anteriores. Seanl, € res-
pectivamente una F-cuasiuniformidad en A x B y una cuasiuniformidad en A
compatibles con G 4, luego W, (x) y s£(x) son bases equivalentes de T 4 - en-
tornos de x € A. Entonces, para cada V4 € st y cada x € A exista un conector
Uprx €Uy tal que F1 o F (x) CUL, (X) TV, (). lucgo F1 ol « V, para
todo V 5 €t lo cual caracteriza la F-cuasiuniformizabilidad de # , [7].

2. Razonamiento andlogo al de 1, con modilicaciones obvias.

3. Sca U una F-cuasiuniformidad en A x B cuyo par asociado ¢s (B, B )
En virtud de lo anterior se verifica (o).

Por otra parte, dados G €6, .y €F (G), sca x €G tal que y €T (x). Como
una base de T 4-entornosde x es 1 0Wo I o F (x) y G es G 4 -abicrto, exis-
te U € Utal que

FloUoF'(y)C.FtoUolF! ol (x)CG,
luego
FoF'oUoF! (y)CF(G),

lo que prucba que F (G) €Gyy pues IF o (K 0W) o ™' cs una base de W .
Asi, se verifica (00); y de forma andloga (000).

Para el reciproco véase [2]. th. 1.1.

Supongamos ahora (G 4, T ) F-cuasiuniformizable. y scanW, W' I-cuasi-
uniformidades compatibles respectivamente con (T4, T 3) ¥ B Scan B. B’
bases F-ampliadas de U, “U,"; entonces, &: = FL o By o4': =11 o B’ son ba-
ses de W 4, Uy tales que para (x.y) EF, Uy € ot, Uy €4t' se tiene Uy (x) =

A 0 F (). UL (x)=U) oF ! (y).

Ln estas condiciones, sean'y € B, x € ! (y). La compatibilidad de W 4,
‘lL-:\ con T, asegura que son cquivalentes las bases #t (x) =sto _F" (V) y
' (x) =" 0 F? (y), luego son también cquivalentes las bases F o ot o F! (y)
y Fost"oF" (v), que, respectivamente, son bases de entornos de YyEBen Ty
¥ B (W) Asi, B (W) =T p, ¥ W' es compatible con el par (B 5, G )-
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Corolario

Sean (A.G p). (B,T ) espacios topologicos lales que (‘G , ,G ) es F-cuasi-
uniformizable,\L, una F-cuasiuniformidad en A x B compatible. Tenemos:
(i) I:xiste una IF-cuasiuniformidad mds fina compatible con (G 5, G ).
Ademds, son equivalentes las propiedades siguientes:
(i-1) WL es la I--cuasiuniformidad mds fina compatible.
(i-2) W es lu cuasiuniformidad mds fina compatible con G .
(i-3) W es la cuasiuniformidad mis fina compatible con G 5.
(ii) Lxiste una Flc'ua.s'iunzfor"midad [~transitiva mds fina compatible con
(GA.G ). Ademds, son equivalentes:
(ii-1) W es la F-cuasiuniformidad I-transitiva mds fina compatible con
(TGA.Ty).
(ii-2)' Wy, es la cuasiuniformidad transitiva mds fina compatible con
Ta-
(ii-3)Wy es la cuasiuniformidad transitiva mds fina compatible con
Ty-
(iii) Las propiedades siguientes son equivalentes:
(iii-1) L1 par (G 5. Gy) es I-transitivo, es decir, la F-cuasiunifor-
midad mds fina compatible es exactamente la I*-transitiva mds fina compatible.
(iii-2) (A, ») es un espacio transitivo.
(iii-3) (B, T ) es un espacio transitivo.

Demostracion
En virtud de (a) es inmediata a partir del teorema anterior, teniendo en
cuenta que toda topologia posee una cuasiuniformidad compatible mds fina y
una cuasiuniformidad transitiva compatible mds f{ina.
&&&

En ¢l resultado siguiente investigamos la F-uniformizabilidad de pares
(B A-G ) F-cuasiuniformizables, es decir, la existencia de una F-uniformidad
compatible. Es de notar que la equivalencia de las condiciones (ii) a (iv) del
teorema siguicente, figura en csencia en [8], [2] donde se da una demostracion
distinta.

Teorema 2
Sean (A, T o). (B.T ) espacios topolégicos tales que el par (G, G y) es

F-cuasiuniformizable, W una F-cuasiuniformidad en A x B compatible. Son
equivalentes:
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(i) (G L, 6 ) es lFauniformizable.

(i) (A, Gy )es completamente regular.

(iii) (B,Ty) es completamente regular.

(iv) (I.G, xGy| 1) es completamente regular.
(V)  (FA,T A xT| Fao)es completamente regular.

(vi)y (Fg, G xTp|lp) es completamente regular.

I'n este caso existe una I--uniformidad mds fina compatible con el par, y son
propiedades equivalentes las siguientes:

(0) W es la I'-uniformidad mds fina compatible con (G 5,6 p).
(00) W 4 es la uniformidad mds fina compatible conG, .

(000) Wy es la uniformidad mds fina compatible con G ;.

Demostracion

(i) == (i), (i) ==) (iii): Basta observar que una F-uniformidad compatible
con (G 5.6 ) induce uniformidades compatibles en los espacios respectivos.

(i) == (i), (iii) == (i): Basta notar que para topologias F-cuasiuniformi-
cables, la uniformizabilidad cquivale a derivar de una F-uniformidad [7], nece-
sariamente compatible con (G 4. T ) por el teorema anterior.

(i) ==) (iv): Consccuencia inmediata de ser la regularidad completa una
propicdad productiva y hereditaria.

(iv) == (ii): Dado x € A, secan y € F (x). X una base I--ampliada de I'-cuasi-
uniformidad compatible con (G, G 3), U €. Lntonces F!' 0JC(x) es una ba-
se de G y-entornos de x. y U (x)=U o T (y). lucgo ¢l conjunto (1™ 0 U (x))
x U (x)) NI es entorno de (x.y) EF enG 4 xT | F. cuyo complementario en
Fes (' o U (x))(“‘ xB)NITUJA X U (x)c) N F]. Por (iv), existe una fun-
cion continua (2 1 ---) [0, 1] tal que

fp () =0, L [F o L) x BYNFI= 1L [(Ax U () ) Nil=1

Ahora, por el axioma de eleccion. elegimos para cadaa C A uny, €F (a) de
forma tal que v, =y, kntonces, la funcion

graCGA--Dga)=(y,)EF

es continua. Ln efecto, dado a € A, un entorno bdsico de (a,y,) G F en la topo-
logfa inducida en F por Ty x B, es de la forma (7' o V (2)) x V (a)) N F con
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V GJC; considerando cl 'l‘?l\-cnrorno Flov (2) de a € A, tenemos para cada
A €F' oV (a)

Vo EF@YCFolF!oV@)=V(),

es decir, (@', y, ) C((F'o V (@) x V (2)) N F. luego v es continua.
Ln estas condiciones, la funcion f, o gt A ----) [0.1] es continua y verifica
[p (0 (x))=0y

folo (o U ) [ [ o U )E x BYNE]=1.

Por tanto, (A, G 4 ) es completamente regular.
(ii) ==) (v). (jii) ==) (vi): Basta notar que la regularidad completa ¢s produc-
tiva v hereditaria.

(v) == (ii): Dado x C A, sca Uy(x) un T,-cntorno de x. Lntonces
(Upr (x) x Uy (X)) NFy esentorno de (x,x) C Ty enlatopologly T o X T, |
F A envirtud de (v), existe una funcion fp: Fp === [0, 1] continua (al que

fo (xx) =0, T [(Uy (X)x Uy () NEL =T,

Ahora bien, la funcion g2 a € A ---) ¢ (a): = (a.a) € Iy es cvidentemente
continua, luego la funcién 2 =1, 0 p: A --- [0, 1] es continua y verifica

[(x)=0. FUL (O CHp LU, (O xA)OELT=1.

La implicacion (vi) ==) (iii) es aniloga.

Por otra parte, la equivalencia de (0)-(000) es de simple deduccion a partir
del tcorema anterior y de (a). Lntonces, se sigue la existencia de una F-uniformi-
dad compatible con el par, mds fina. teniendo también en cuenta que toda topo-
logia uniformizable admite una uniformidad compatible mis fina.

&&&

Iin la proposicion siguicrite investigamos los axiomas de regularidad Rq, Ry,
R, de AS. Davis [3] (R, es la regularidad usual) en ¢l contexto de los espacios
F-cuasiuniformes. obteniendo caracterizaciones andlogas a las de la regularidad
completa. Previamente recordaremos dos definiciones y probaremos un lema
simple referente a pares F-cuasiuniformizables de topologias.

Sca (x,T) un espacio topoldgico. Se dice que es Ry si y s6lo si para todo
par de puntos con clausuras distintas existen entornos disjuntos. Y se dice que

5o
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es Ry, o esencialmente T, para algunos autores, si y s6lo si verifica una de las
siguicntes condiciones equivalentes:

(1) XEGET == {x} CG.

(2) Para todo cerrado S y todo punto x € S, existe un entorno V de S tal
quex ¢V,

(3) Puara cada dos puntos distintos, sus clausuras o coinciden o son disjuntas.

Lema

Sean (A,G ), (B, T ) espacios topologicos tales que el par (G 5. Gy) es
F-cuasiuniformizable. Dados S C A, T C B, (a,b) €EF, se tiene

ES)=(F®), F'(M=F"(T), F({a})=1{b}, T ({b})= {a}.

Demostracion

En primer lugar, dado GET, esT ((_}C) U F (G) =B, y si cxiste un clemen-
toy €T (GC) N F (G), es obvio que F! (y) € G NGE, absurdo. Asi, F (GC) =
I (G)C lo que asegura que F transforma G 4 -cerrados en G p-cerrados.

En estas condiciones, F (S) es B j;-cerrado tal que F (S) D F (8). Por otra
parte, sean y € F (8), x €S tal que y € F (x), x €G €T 4. Entonces, se tiene
y €F (G) €Gy, I (G) NF (S) #; ahora bicen, por ser ¢l par (T 4, T ;) F-cua-
siuniformizable se siguc del tcorema 1 anterior que G 3 = {F DG E'BA} Y
desde luego también G , ={ F'(H) HET B} . Por tanto, y €F (S), y de aqui
que F (8) =F (S).

Por lo anterior, y en virtud del teorema 1, se tiene F ( {a} )=F (a)= {b} .

Finalmente, un razonamiento semejanic con modificaciones simples prucba
las restantes afirmaciones del lema.

Teorema 3

Sean los espacios topologicos Xy = (A, G 4 ), X, =(B,G ;) tales que el par
(G A.Gp) es I'~cuasiuniformizable, y consideremos también los espacios X3 =
(F, B o xB 3 |T). Xa = (Fp.Bp xT 4| Fa) Xs = (Fp. By x5 | Fy).
FEntonces, ik si y solo si jk, donde i,j = 1,2,3,4,5, k=0,1,2, e ik denota abrevia-
damente la propiedad **X; es espacio R,.”.

Demostracion
(19) k&E=25k (j=1,2,3;k=0,1,2).
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Las cquivalencias con k = 0,2, esencialmente figuran en [8], o mds detalla-
damente cn [2]. 21 == 11 se deduce como 11 ==) 21 con modificacioncs
simples. 11 ==) 31 se siguc de 11 ==) 21 y de que Ry es productiva y heredi-
taria scgin se comprucba ficilmente. Basta pues probar las implicacioncs
11=921y31=311.

11 ==) 21: Dados b,y € B, {b} # {y}, scan ax € A, (a,b), (x,y) € F;
como F ({a} )= {b},F({x})= {y}.es {a} # {X}.Entonces, por 11,
dada una basc F-ampliada J€ de F-cuasiunifomidad compatible con el par, cxis-
ten U, V € X tales que F™! o U (x) N F! o V (a)=9, de donde por ¢l cardcter
F-ampliado de U, V deducimos

Flo(UoF'(W)NVoF!(b)CTF!'oUx)NF!oV(a)=9,

y de aqui U o T (y) NV o F! (b) =0, es decir, y,b poscen entornos disjuntos,
lo que prucba 21.

31==)11: Sean x, a € A. {X} #{a}.yb€EB,(x.y).(a,b) EF. Pucsto que
x' € {x},4a € {a} implican F (x') CF ({X})={y},F @) CF({a})=
{ b} . sctiene

xy)r=GY)NF=({x} x {y})NT ﬁx'é’m (', F (x"),

e igualmente (a,b): = ,U{__} (@', ¥ (2)), lucgo (x,y)y # (a,b)y..
ac ja

Consideremos ahora una base F-ampliada JC de F-cuasiuniformidad compa-
tible con ¢l par. Por 31 existen U,V € JCtales que

(=) [F'oUENxUoFT(NINTFN[EF! oV (@)x(VoF' (b)]=9,

de donde F' o U (x)NET oV (a) =0, puessicxistca’ EF' o UX)NF! o
V (a), el caricter F-ampliado de U,V implica F (a) CUo F! (y)y F(@')C Vo
I (b), lo que contradice (x). Asi, sc tiene 11.

(22) 1k == 4k; 2k &= 5k (k= 0,1,2).

Para 2k =) 5k s¢ procede como haremos con 1k &=) 4k, con modificacio-
nes obvias. Ademds, 1k ==) 4k ¢s evidente por ser Ry productiva y hereditaria.
Basta, pues, probar 4k ==) 1k (k =0,1,2).

_40 ==)_l_0: Scan X €A, a # X, luego (a,a) # (x,x). Por40sc ticne (a_,a)]—.A =
(XX 0 (@), N(XX)p =0.
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Ln cl primer caso se verifica ( {a} x {d} YN, =X} x {X})NFu;
cntonu: s. si {X} N {a} # P y existe a € {a} {x} (andlogamenic si
a' € {x} {_} ), tenemos Fy (') CF! o F (@) C {a}, Fy (@) CF!
T (@) C {x} . contradiccion con la hipotesis del caso. Luego {a}= {x} ¢

{ay N {x} =0.

En ¢l segundo caso, es ( {at x {a} )N, N({x} x {x} )=0,y sicxiste
a' G lah N iXy,serd (2, Fp (@) C( (A x fa} )NF, N( (X} x {X} ). contra-
diccion; luego {a} N {X} =0. Esto completa la verificacion de 10.

==) 11: Sc procede como en la demostracion de 31 ==) 11, con modifi-
caciones cvidentes.

==) 12: Sean x €A, S C AT 4-cerrado, x € 8, luego (x,x) E(Sx S)N
4. Por 42, cxisten Hy, [1; €T 4 x T 5 tlalesquell; NHy NE, =0, (xx) €
I, NE,, Fp N(Sx8)CH; NI, lucgo también existen Gy, Gy G G, con
a €8 tales que

(XX)EGxxG)NEFL CHNT (0, Fy (0)) T(Ga x Gy) NEFy CTHy NF,.

Entonces, los conjuntos T 4 -abiertos Gy y G: = U G, son tales que x € Gy,
S C G,Gx NG =0. Asi, se verifica 12,

&&&
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