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ABSTRACT.

In a previous paper [1]* we associated 10 cach p-uple point of an algebraic
plane curve, p-1 natural'numbers n,, ..., n, and we gave an algorithm which
allows to calculate them from the equation of the curve. In the present work,
alrcady announced in [1] we show how, in the case of a triple point, the com-
position of the singularity is determined from the two corresponding integers
ny,nj.

INTRODUCCION.

La clasificacion de singularidades triples a partir de los dos enteros n,, n3 se
desarrolla en la siguiente forma. En primer lugar se particularizan las férmulas
obtenidas en [1] al caso de multiplicidad u = 3. Se pasa luego a cnumerar las
seis posibles composiciones de un punto triple y al cdlculo efectivo de los ente-
ros 0. ng para cada una de cllas. Los resultados se resumen en un tcorema, que
incluye las formulas con las que a partir de n,, n3 se obtiencn tanto los drdenes
de las ramas que constituyen la singularidad como ¢l nimero de puntos dobles
y triples infinitamente proximos situados sobre las ramas.

Importa sefialar que los resultados establecidos en |1 ] permiten obtener la
siguiente interpretacion de los enteros no, n3 asociados al punto triple, de la que
en particular se deduce su invariancia proyectiva: Sean

of L
fx,y)=0,- =0,—= =0,
dy . ay?
* (fr. Bibliografia.
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las respectivas ecuaciones de una curva (C dotada de un punto triple en (0,0) y de
sus dos primeras polares en una referencia genérica de P, C. Entonces de [1] § 6
se deduce sin mds que n, es la multiplicidad de la interseccién de C y C; enel
punto triple. Andlogamente de las formulas (3) de |1] §8 resulta que nj es cl
minimo de las multiplicidades de interseccién en el punto triple de C, de Cy C,
y de C; y C,; pues tales formulas dan para r = 3:

af dty
of =|f(xy) —y~- -5
ay ay y=1
af 2 f
ey =|— T2 7Y
ay Ay y=t

donde 1, de acuerdo con (3) de [1] § 7 ¢s [a tinica raiz de

1o%f
7 =0,
20y y=t

que se anula para x =0.
Basta tencr en cuenta que (7) y (8) de [1] § 7 dan para un punto triple:
n; = min.{ord. 9, ord. c;’;}

para probar lo enunciado.

§1. FORMUILAS RELATIVAS A 1.OS PUNTOS TRIPLES.

Con las mismas notaciones que en [1] §81 y 9 sea C una curva plana
algebraica de orden n del plano proyectivo complejo con un punto triple en el
origen, cuya ecuacion en coordenadas proyectivas absolutas se escriba f (x, y¥)=0,
con

fxy)= 2 aq()yJ= 2 ayxiyl
_]=0 i+l <n

==

Se supone clegida la referencia de modo que el cje Y no es tangente princi-
pala Cen ¢l origen (493 # 0).
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Los enteros ny, n3 asociados al punto triple se obticnen mediante las f6rmu-
las (7). (8) del §7 y (2), (3) del §9 de [1]. Sin embargo puesto que el valor de
nz coincide con la disminucion de la clase de C ocasionada por el punto triple,
conocida la composicion de la singularidad se puede calcular n, mediante la pri-
mera formula de Plucker generalizada por Nocther,
np=2Xs(s 1+ 2(a-1)
en la que s es la multiplicidad de un punto miltiple (propio o no) y a ¢l orden de
una rama, con los sumatorios extendidos a las ramas con origen en el punto tri-
ple.
Asi que solo es necesario concrelar las formulas citadas para el cdleulo de
N3, que S¢ expresan asi:
N 0 1Al
n3 = min. {or(l. ¢z, ord ¢3
siendo
. , , n-3,.3
eg =aszg X3 +a40 X4 +. ..+E]no Xn +(a03 +(113 x+.. -+dn_3,3 X )t +
+3(agq *Tags x+ . Fapg x") +. L.
e =azy X2 Fag x¥+ . obapgg X" - 3 (s Faga x4+
. N-314 4,2 P . . , . n-4y .3
+|.ln_3’3.\ )1 8(([04 }'d]4)\+---+dn_4,4 X )t
formulas en las que t es la raiz que se anula para x =0, de la ccuacion:
dy2 X +Z‘|22 )(2 +...0+ dp.2,2 xﬂ-Z +3 (2103 4 a13 X + ... dp-3,3 Xn-a)l +
) . N-4y .2 ny, 2
+6 (Zl()4 + dyg x+ ... + dn-a,4 X ) +... +(n_2) d9p tn-2 =
De modo que la parie principal de t vendrd determinada por la ecuacién:
dn-2 (\) '1'32103 t=0. (l)
Y las de 8, ¢} por:

cg ~ap (x) +ags t?

e ~ap.y (x) 3ags t? (2)
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siempre que no haya cancelacion de términos semejantes de grado minimo, cn
cuyo caso habrian de tencrse en cuenta mds términos tanto del desarrollo de t
en potencias de x, como de las expresiones de ¢ y el

8§ 2. CLASIFICACION DI LOS PUNTOS TRIPLES. CALCULO DE Iy.

Los puntos triples pueden repartirse cn seis tipos que sc indican a continua-
¢ién mediante sus diagramas de Farigues [2]:

11 IV
3.\3'\\_ g ] J\" N
T E L - 3
3N T ¢ S
' 3
v VI
3\ . 3\\. -
IS 4 3.l 2 : L
3 \4\\ RN SRR
N
\.\ \

Fig. 1
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Ln lo sucesivo designaremos por 7 ¢l niimero de puntos triples en los entor-
nos del punto triple y por 6 ¢l nimero de puntos dobles.

F] valor de ny los expresaremos cn funcidn de 5 y §; y segan resulta de la
aplicacion de la férmula de Plicker-Noether indicada en el §1, en cada uno de
los seis tipos es como sigue:

Tipo 1): la singularidad consiste en una rama de orden 3 sin puntos dobles. Ll
valor de n, cs:
n, = 67+2
‘Tipo H): Se trata de una rama de orden 3 con un punto doble. Y se tienc:
n,=67+4

Tipo 111): Se compone de una rama lineal y otra de orden dos cuyo primer punto
simple no estd sobre la rama lincal. Ls:

np =67+26+1

Tipo 1V): Hay una rama lineal y otra de orden dos con contacto mdximo. llay
un solo punto doble. Se obticne para n, :

n,=67+3

Tipo V): En este caso la singularidad se compone de tres ramas lineales sobre las
que solamente hay puntos triples. Con lo cual:

n; =0T

Tipo VI): Consta de tres ramas lineales con puntos dobles y triples. Se obtiene:

§ 3. FORMA REDUCIDA DI: LOS DESARROLLOS DE PUISEUX RELATIVOS AL
PUNTO TRIPLE.

Para facilitar los célculos posteriores llevaremos a cabo transformaciones
analiticas del tipo:
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F=ytah m

que no modifican la multiplicidad de interseccion en (0,0), y conservan las pola-

res respecto del punto impropio del eje Y.
[n efecto: Llamemos I (x \) al transformado por (1) de ' (x, v):
Feoy) =0y axh),

Se tiene:

At (ar (0 \*
2% \ay &5 _aghy A0V

Por otra parte supongamos que f (X, v), g (X, y) s¢c anulan en (0,0) y tienen

polinomios de Weicrstrass respectivamente
My Zix)ETy  Z7(x))
i i
en los que Zj, Zi son los desarrollos de Puiseux de las ramas con origen en (0,0).
La multiplicidad de interseccion en (0,0) de las curvas de ecuaciones I'(x, y) =0,

g (x, y)=0es ¢l orden de infinitésimo respecto de x del producto
T 1Zi(x) 27 (x)]
l’]
Los transormados por (1) de los polinomios de Weierstrass son

miy ok s @)Ly ok oy
! i

y la multiplicidad de interseccion en (0,0) de las curvas transformadas es por lo

tanto:

ordg T2 (X) £/ (R)] = ord, T |2 (x) - % (x)].
L] 1.]

Luego Ta transformacion (1) no modifica el valor de ns. In los puntos tri-
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ples con una rama de orden dos o tres, efectuando sucesivas transformaciones del
tipo (1) se puede conseguir que el desarrollo de Puiseux comience por ¢l término
de exponente caracteristico; si s6lo hay ramas lincales se puede conseguir que
scan nulos los coeficicntes que convenga de una cualquicra de las ramas [3].

§4. APROXIMACION DE LA ECUACION DE C EN UN ENTORNO DEL PUNTO TRI-
PLE.

I:t cdleulo de ny en el siguiente pardgrafo (§ 5) solo utiliza algunos cocficien-
les de la ccuacion de €, correspondientes a una aproximacion en un entorno del
punto triple. Por la cleccion hecha de la referencia, el punto triple ¢s el origen y
cl eje Y no es tantenge principal, con lo cual en la ecuacion de C figura un térmi-
no a9z ¥° cuyo coeliciente agy supondremos igual a 1 sin que esto implique res-
triccion. Los otros términos de la ecuacién de € que se han de tener en cuenta
son los términos en y?, en y, ¢ independiente de y, que a su vez sean del menor
grado posible respecto de x.

Partiremos de los desarrollos de Puiseux en su forma reduccida (§3). Con
los exponentes de los términos iniciales se tienen las pendientes de los lados del
poligono de Newton correspondiente al punto triple de C. Il punto (0,3) es en
todo caso vértice del poligono de Newton. Si (@, 8), 0 <B < 3, correspondiente
a un término de la ecuacion de C estd sobre el Tado que contiene a (0,3) entonces

viene dado por el menor de los exponentes del término inicial de los desarrollos
de Puiseux de las ramas con origen en el punto triple. Sea (o, 8;) (correspon-
diente a un término de () el punto sobre dicho lado con ordenada minima ;.
Si 81 # 0 habrd otro lado del poligono con origen en dicho punto y para los pun-
tos (a’, B") correspondientes a términos de la ccuacion de C, sobre dicho lado,

a’ o

By B

iguala al exponente inicial del desarrollo de Puiscux, que sigue ¢n orden creciente
al anterior. Si (a3, 8 ) es ¢l punto sobre dicho lado con ordenada minima f, y
fucse 85 £ 0 habria un tercer lado, elc.

De esta manera hallaremos sucesivamente, a partir de los desarrollos de Pui-
seux, los vértices del poligono de Newton correspondientes, para cada uno de los
tipos Fa VI
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Ademds hay que tencr en cuenia que los términos de la ccuacién de C de la
forma ag, X% y? son tales que el punto (a, 2) debe tener por abscisa @ un nime-
ro natural igual o mayor que la abscisa del punto en que la recta y =2 corta al
poligono de Newlon; condicidn que se expresa mediante una desigualdad que
también deduciremos oportunamente. Y lo mismo cabe decir de los términos de
la forma ag; x®y sustituyendo y =2 pory = 1.

Aplicando el proceso descrito sc halla lo que sigue:

Tipo 1). llay una sola rama de orden 3, sobre la que a = puntos triples siguc uno
simple, y cuyo desarrollo serd de la forma
T4

1
y:_\( 3+...,

debiendo sehalarse que no implica restriccion suponer ¢l coeficiente inicial igual
al.

Ll vértice (o , B; ) del poligono de Newton debe cumplir

451

I
=
4

Lo
W] —

B

que implica @y =3 7+ 1;8; =0.Y el poligono de Newton tiene un solo lado de
vértices (0,3), (3 7 + 1,0). Las rectas y =2 ¢ y = | cortan a dicho lado ¢n los
puntos

L]

[\)
~
+

T+ 2)y

W

1
'3- )
respectivamente, con lo que la ecuacion de C serd:

y3 + zle"'i _v2 +b X27+j y 3T+ 4+ .. =0
con las condiciones para i, j: i >0, j> 0.

Tipo 1I). Hay una rama de orden tres sobre la que a los puntos triples sigue uno
doble. Ll desarrollo de la rama es ahora
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Los vértices del unico lado del poligono de Newton son ahora (0,3) y (37+2,0).
Dicho lado ¢s cortado por las reclas y = 2, y = | respectivamente en

2 4
7+-.2)vi{Z27+ -, 1
3 3

y3 +axT+ly2 +bx‘2 'T+_]‘y -X3T+2 _{,___':0

Y la ecuacién de C es:

con las condiciones: i >0, j > 1.
Tipo 111). Hay una rama lineal y otra de orden dos de desarrollos respectivos

1
T+ 64—

y:axT+...;y=x 2+..._.

donde & = 0. Como ¢l menor exponente inicial es 7, la ecuacion para cl vértice
(; , B;) del politono de Newton cs ahora

a;
3 B
y para (a2, B2):
o o 1
-2 1. T4+6+ -
B1 B 2

y ¢l poligono tiene dos lados de vértices (0,3),(1,2), 37 +286 +10).

La rectay = 1 corta al segundo lado en ¢l punto

[ |
<27+5+:,1).

Por lo tanto la ccuacion de C es:
vy axTy?+bx2T+E+ipyx3T+28+1 4 -9

coni > 0.
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Tipo 1V). lambién hay una rama lincal y otra de orden dos, s6lo que ahora el
priter punto simple de la rama de orden dos estd sobre la rama lineal. Los desa-
rrollos de las ramas serdn:

]
T +
y=ax""1H.. ,coni>0; y =X 2 4.,
El menor exponente inicial es
1
T+ -3
2
con lo que las ccuaciones para (ay, 8, ) y (az, 2 ) son:
a . ] [47] oy
=74+ -7 — =7+41i;
3 B 2 Br - B2

de donde resulta que el poligono de Newton tiene dos lados de vértices (0,3),
Q7 +1,1),37Fi+ 1,0). larectay=2 corta al primer lado ¢n

1
(‘r +--,2>,
2

y la ccuacion de C es:

y3 +hxT+ y2 x2T+1 y+ax3 THi+l 4 =
con la condicién: j > 0.
Tipo V). llay tres ramas lineales cuyos desarrollos serin

T

y=ax"+..., y=hxT+ ..., y=x"'14+ . . .  cona#h,ab#0ei>0.

Las ecuaciones para (o, §;) y (a3, 82) son:

43} Q; Q@

H —=T+ia
3 31 Bl_ﬁ’.’

con B; =1 por haber dos ramas lineales correspondienites al primer lado. Los vér-
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tices son (0,3), (2 7,1),(3 7+1i,0) y sobre cl primer lado estd también cl punto
(7,2). La ccuacion de C es:

y' (@+b)xTy? +abx?*Ty abx®7*i4 ... =0.
Tipo V1). llay tres ramas lineales de desarrollos y = X"+ y=ax™f ..,
y =a’ xT+é+lig ,con 6 # 0, 1+0. Los exponenies iniciales son, ordenados

de menor a mayor: <7 +8 <748 +i; por lo Lanto para los vértices del poli-
gono de Newton sc tiene las ecuaciones:

(23] Qs 2 4] O a, . X
=7, =748 —— =7+85+1
3 B Br B2 B2 - B3

Y los vértices son (0,3), (7,2), (27 +68,1),(37 +265 +i,0).
La ecuacion de C es ahora:

y o xTy2+ ax® T8y ppx@TH28+i

§5. CALCULO DL ny.

Pasamos ahora al cdlculo de nj aplicando las férmulas (1), (2) del §1 a la
ecuacion de C, de cuyos 1érminos sdlo afectan al resultado los que figuran expli-
citamente en las aproximaciones obtenidas en el pardgrafo §4, como se despren-
de de los cdlculos que siguen para cada tipo de singularidad:

Tipo 1). La raiz de t es:

I~ - — ux'r+1
N ‘ 0,1 q,.
que sustituyendo en ¢y’ da:
0 3T+1 1 3 ,37+3i 3T+ 1
€3 ~—Xx - —a’ x ~-X
27
. . .
c3~hx2:+1__ﬂz x21+21

por lo que resulta

27+1<n3 <37+1.
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Tipo ). Para este tipo se obtiene de modo totalmentc andlogo:
p
2742<n; <37+2

Tipo HI). Ahora sc tiene:

I o7
t~- ax
3
0 37T+26+1 ! 3,37 I 3,37
c3 ~ax +oocatx? e~ —at x
27 27
1 27+6+i 1 2,27 l 2,27
¢3 ~bx ——a"x* ' ~——a*x
3 3
y por lo tanto:
ny = 27
Tipo V). Iin este caso es:
t~——bx"*]
4T e 1 i
L‘g ~ax"'”” e o o hB x3T+J]
27
l —
C%; ~— 2T+l __ hZ x21+2_| ~ _X2,+1
3
que da:
Ng = 27 + 1
Tipo V). Se tiene:
. Y T
t~-- (a+b)x
3
- .. (+b)p®
e ~—abx37H 4 —-— 37
2
2
@+hb)
el N‘deZT 27



Tipo VI).

Sobre la composicion de los puntos triples de las curvas planas 15

Ahora es:

y por lo tanto

1~ -- x!
3
cg~l)x31’+26+i + L 3T
27
.k 1

ey ~ax?THl — — 2T ——
3
ng =217

-

§ 6. RESUMEN DE LOS RESULTADOS.

Ll cuadro que sigue resume los resultados obtenidos. En él 7 es el ndmero de
puntos triples y & el namero de puntos dobles siguados en los entornos sucesivos,

y [q] designa la parte entera de q.

| I 11 v A VI
num. de ’ T
ramas dc
orden ;
tres 1 1
nim. de
ramas de
orden
dos - - 1 1 - -
nim. de
ramas
lincales - - 1 I 3 3
N,y 617+2 6744 67+28+1|67+3 67T |6T7T+26
n3 =2274+1 | 22742 27 27+1 227 27

njp np n3 n3 nNg n3
T — — — — — —

[ 6 J 6 2 [ 2} 6 2
np 3 nj ny 3113
) 1 — — 1 I
_ 2 2 2 2
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Se pucde describir el cuadro anterior medianie el

Teorema: Los enteros n,, n3 determinan la composicion de un punto triple
de la siguicnte manera:

A) Si n, es impar se tienc una rama lineal y otra de orden dos, siendo el ni-
mero de puntos triples

n3
T = |— ’
2,

v ¢l de puntos dobles

Tn, KiEY
5 = _2J 3 l_3
2 2

I:] contacto de las ramas ¢s ¢l mdximo posible cuando nj es impar.

BB) Sin, es par y mayor que 3 ng. hay tres ramas lineales sicndo

n n n
r=—; y f=—m 3—2
2 2 2

() Sin, es par y menor o igual que 3 n3 se pueden dar tres casos:

1°) Si
1 ‘
— = 0 (mdd 3)
2
hay tres ramas lineales y ¢s
n
T =—?— ; 8=0
6
2°) Si
ny

= | (mod 3)
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se trata Ge una rama de orden tres y hay
[ 1‘12]
T=|—
6

puntos triples scguidos de puntos simples.

37) Si

=

2 =2 (méd 3)

2

se trata también dc una rama de orden tres con

Ny
=[3]
6

puntos triples seguidos de un punto doble (6 = 1).

17
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