UNA NOTA SOBRE LOS SUBESPACIOS K--COMPLEMENTADOS
DE LOS ESPACIOS ESCALONADOS DE SUCLESIONES

por
JUAN CARLOS DIAZ ALCAIDI:

ABSTRACT

In this paper, for any echelon sequence space AP (ank), p # 2, we give an
echelon sequence space I'P (hnk) isomorphic to AP and so thal the only K—com-
plemented subspaces of I'P are the sectional subspaces.

Con csta nota complelamos en cierta forma los estudios sobre subespacios
K--complementados de [1]y |6], cn ¢l marco particular de los espacios escalona-
dos de sucesiones.

Dado un espacio medida (X, &, p) designamos por $2(X) el conjunto de las
funciones reales /& medibles definidas cn X. Identificando dos funcioncs que
son iguales casi por Lodas partes respecto a la medida u (en adelante abreviare-
mos esta [rase escribiendo p-cpd) se obticne el conjunto cociente Q,(X). En
gencral no haremos distincidn entre un elemento g de Q2(X) y su clase § en
Q4 (X); esta ambiguedad no influye en las demostraciones ni en los resultados
que se obtendrdn. Dada [ e §(X), se define el soporte de f como ¢l conjunto

SN={xeX; M(x)#0}

Dada una sucesion { g } e € SUX), tal que gy x)=0,y g (x) <gg 4, (x),
para cadax e X y k ¢ IN, y verificando

U §g )= o
kS, Sek) =X, wcpd

y dado p pertencciente al conjunto de los nameros reales, IR, con p = 1, defini-
mos el espacio escalonado de Kothe de orden p y sistema de escalones { Bt como

Nota: Fste trabajo forma parte de 1a Tesis Doctoral del autor, realizada en la Fscuela Tée-
nica Superior de Ingenieros Agrénomos de Cordoba bajo Ja direccion del Profesor Dr. D.
Juan Antonio Lopez Molina.
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AP =AP(X, A, i) = { FeQu(X); IE P = [ IfP g du<oo, VkeN}
al que consideramos dotado de la topologia dada por la familia de seminormas
{ Nl skeIN }.SiA ek, el subespacio seccional de AP por A cs

APIA={feAP ; S(fiC A}

Los subespacios seccionales son ademds subreticulos de AP,

Si u cs la medida definida en la o-digebra de las partes de IN, (al que
p( {n} )=1, para cada n ¢ IN, oblenemos un espacio escalonado de sucesio-
nes en ¢l que el sistema de escalones viene dado por una matriz (a, In, ke N
donde

0<unk<unk "1, ¥nkeN

y para cada n ¢ IN existe k ¢ IN tal que unk # 0. Denotaremos tales espacios por
AP 6 por AP (u“k) y serdn ¢l centro de nuestro trabajo.

Dada una ¢-dlgebra en X, A cC F(X), diremos que g es una sub-g-dlgebra de
MAenY,conY C X, sies una o-dlgebra en Y y B CA. Si A e A, la restriccion
de st al conjunto A es la o-dlgehra en A

&, ={BNA ; Bedst}

que denotaremos por & si no hay lugar a confusion. Asimismo, dada una medi-
da u definida sobre ot . la restriccion de u a JEA sc denolard por uy O por .

Dado un espacio medida (X, /&, w), sc dice que A € J& es un dtomo si
u(A) >0 y para toda parte B € £ ,B CA, sc tiene u(B) =0, O u(B) = u(A).
Diremos que (X, 4, ) es puramente atémico si todo clemento de 7€ sc pucde
poner como union de dtomos.

Dada dos funciones s& medibles Ty g, cf cociente f/g(1), se supone defini-
do como 0 cuando t ¢ S(g). La funcién caracteristica de un conjunto A C X se
denotari por x4 .

Lema [.— Sea (X, &, u) un espacio medida o-finito y puramenle alomico. Sea
B una sub-o-dlgebra de s para algin clemento Y ¢ o . Lntonces (Y,B u)es
puramenic atdomico.

Demostracion.

Claramente (Y, € , u) cs puramente atdomico y o-finito, luego se puede su-
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poner desde el principio que Y = X. Sca entonces una sucesion | Xn} de ele-
mentos de & , con medida finita no nula, disjuntos dos a dos y tales que

Entonces, dado E ¢ /& , definimos
v(E)=2p >, (ENX)/ @ (X)2") , VEedst (1)

es fdcil comprobar que (X, % , v) esun espacio medida con v (X) = I,
Dado A € 4t , es inmediato. por (1), que

p(A)=0 sii  v(A)=0 (2)

Veamos ademds que A es un dtomo en (X, &, u) siy solo si lo es cn
(X, #&.v).

En efecto, sea A un dtomo en (X, /& , ), y sca F e #& con F CA entonces
w(F) =0 6 u(A-F) =0, lucgo cs, por (2), u(F) =0 6 v(A-F) =0, de donde A cs un
dtomo en (X, & , v). El reciproco es andlogo. Se deduce, por ser (X, & , u) pu-
ramente atdmico, que (X, #€ , v) es puramente atémico.

Sca ahora B una o-dlgebra en X. g C € . y sea C e B; como u(C) < oo, ey
C=AUB, ABef
donde A es union, a lo mds numerable, de dtomos de (X, 8, v), ¥y B no conticne
ningan itomo (| 7]. pdg. 372). Veamos que v(B) =0.
Si u(B) > 0, como (X, /& , v) es puramente atdémico existird una familia de
atomos de (X, # , v), sea | A; } i ¢ I»1al que B es la union de los A, i e 1.
Escogemos ahora (rf. | 7]) dos conjuntos B B 12 ¢ B. disjuntos. (al que

B=B,'UB,2, v(B,")=v(8,%)=v(B)2

Escogemos un dtomo cualquicra de la familia { A}y lo llamamos A, y sc
lienc, como A cs un dtomoy A =(A N B, hu@n Blz)

v(ANB D=0 6 v((ANB,?)-0

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A B, ! v-cpd. Supongamos
que hemos encontrado un conjunto B, Ve, Bnl CB, con
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v(B,)=v(B)2", ACB,!
y escogemos como antes dos conjuntos 13,11 iy B,zl + 1 € B, disjuntos cuya unién sca

B,!,y tal que

v (B ) =v (B2 ) =v (B, )/2=v(B)2""!

Razonando como antes cs
1 - : 2 .
ACB ,yuepd, 6 ACB,, vepd

Sin pérdida de generalidad suponemos que se da la primera posibilidad y conti-
nuamos ¢l proceso inductivo. Concluimos que A estd conienido en la interseceion
de Tos conjuntos B, n e IN, que tiene v-medida nula, luego v(A) = 0, contra la
hipdtesis de que es un dtomo, luego debe ser v(B) = 0. Asi, C es union de dtomos
de (X, B, v) para cada C ¢ 8, de donde cl espacio es puramente atémico, y razo-
nando como al principio, se prueba que también (X, §, u) es puramente atomico.

c.q.d.

Es sabido que si (X, #& , 1) s un espacio medida o-finito, f ¢ LY (X, st
y B es una sub-g-dlgebra de /& en X, existe por ¢l Teorema de Radon-Nikodym
una funcion B-medible, unica salvo un conjunto de medida nula, que se denota
por &8, u) () tal que

‘\ fdu = jf; &6, ) (F) du VAedt *)
La funcion &(B, p) (1) se llama esperanza condicional de [ respecto a la medida
upy la o-dlgebra g, (ver |3)).

Un subespacio M de un espacio escalonado de Kdthe AP (X, A . u, gy) se
dice K complementado si existe una proyeccion P definida en AP con rango M,
tal que

PPy du< L 1Py du . reAP, keN
Es claro que los subespacios seccionales son K --complementados (rf. [6]). femos

demostrado en [2] que si p # 2, M es un subespacio K- complementado en AP y
e M, entonces

Zi={AeA; JgeMy Tgei tq S()=A} (**)
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es una sub-o-dlgebra de & en S (); ademds, si denotamos por [T IP g la medida
definida como

LflPg (A)-- L IfPg du , VAest
k A k

se Liene (ver [2]), el siguiente resullado que necesitaremos mds adelante.

Teorema A.— Sca M un subespacio K—complementado de AP (X, o€ | , g ).p#2,
y sea ¢ M: para cada h e AP, con S(h) < (. y cada k e IN, s

E(Zt |f IP gk) (h,-"l') Xs(gk) = é:(Zr, “ |P gk_'_ l)(h/') xs(gk)

k

’

Para nuestros siguientes resultados representaremos la sucesion (unk) por a
para cada k ¢ N. N’serd la o-dlgebra de todas las partes de IN, y (IN, N, u) es cl
espacio medida sobre cl que se construyen los espacios de sucesiones.

Lema 2.— Sca AP (unk) un espacio escalonado de sucesiones, p#£2,y S C AP un
subespacio K complementado. Entonces, para cada ¢ S, la funcion
(akfak* 1) Xs (1) ¢ Zp-medible.

Demostracion.

Sea [ = (ey) €S: como (N, N u) es puramente atémico, entonces (S(), Z¢, 1)
es puramente atomico por el Lema 1. Sea B e 2 un dtomo en (S(f), 2, n);
la funcion (uk,-"ak”) Xg(ry serd Zg-medible si es constante sobre B, para cada
dtomo B ¢ Zp; comprobemos que es asf.

En primer lugar, si B es ademds un dtomo en (N, N, M), serd de la forma
B=1{n}.connelN,yclaramente a%/ak* " ¢s constante en B.

En otro caso, sea A un dtomo de (N, N, w), A=1{j} , conjeN,AC B,
y veamos que ¢l valor que toma uk,i'uk' ! sobre A depende sélo de [y B.

Como S es K -complementado, por el Teorema A, cs

G20, 11 1P %) 00y /1) Xg k) = &C20, 1T 1P 24 1) (X, /1) Xg 0k, (1)

Por otra parte. de la definicion de esperanza condicional (¥), es

- » h ol k e k ..y - k —_ - k
Zip &g, TP ) (X, /) lo IPaf =% . x, foIP Pa = |Olj P laj
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Ziop B 10 P ) (/0 Ty Pt =2 =

p-L,
ien alog P70

=l jp-i u_k-l-l
J )
Ademis, la esperanza de una funcion es constante sobre B por ser 2¢-medi-

ble y por ser B un dlomo en Zp (ver [4]), lucgo, despejando de la anlerior
igualdad, es

(g, 11 P ) (/) = (o P 0V Ty P2 x, (2)

G 1P 00 /0 = (o P a O, Ty P okt ) x,

Si ajk # 0, despejando en las anleriores igualdades y aplicando (1), se tiene

@ /¥ G) = (2 Loy Py, p Tog 1P akth)
Si ajk =0, escogemos k™ e I\ tal que ajk’ # 0, con lo que serd
EEp, 1P a*) (/N #0 (3)
y, de nuevo por el Teorema A, es, usando (2)
. 1P ) (X 1) Xg gy = ECEp, 111 2% (X, /1) Xg ok, =0 (4)

y, razonando como para (2), &=, [P ak ) (X, /1) es una funcién con soporte
en B y constanie sobre ¢l mismo, luego debe ser de (3) v (4)

BNS @@*)=0

de donde aik Jakil = 0, para cada i ¢ IN con { i} C B. En cualquicra de los

1
Jos casos oblenemos que ¢l cociente ak,-’uk 'l

es constante sobre B
c.q.d.

Usaremos el siguiente resultado demostrado por Lopez Molina en [5).
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Proposicion B.— Sea M un subespacio cerrado de un espacio escalonado de Kéthe
separable. Entonces existe una funcion ¢ M, tal que para cada h ¢ M, es
S(h) C S(f) p-cpd.

Denotamos con ¢j la sucesion con todos los 1érminos ndlos salvo el j-¢simo
que vale uno, para cada j e IN.

Teoremy.— Sea AP (unk), p # 2. un espacio escalonado de sucesiones tal que para
cada k ¢ N existen k), k, 2 k verificando

P k Ir k . k . k . (. k‘ ;

dyofayt 1 Fag tofa,t ViomeS@@*),n #m )]

Entonces los tnicos subespacios K complementados de AP son los subespacios
seccionales.

Demostracion.

Supongamos que S C AP es un subespacio K--complementado. S es cerrado
luego existe, por la Proposicion B, una funcion = (a,) pertencciente a S y de
soporte miximo en S. Sea k € Ny consideremos el conjunto By =S (ak) NS (f);
veamos que, para cada j ¢ IN, con j ¢ By es ¢ € S.

En clecto, sean k .k, 2 k verificando (1). Como § es K complementado,
hacicndo uso del Lema 2 anterior, el cociente akO,'ukl restringido a S (f) debe
ser Xp-medible, y por la condicion (1), la ¢-dlgebra que hace medible a dicho
cociente debe contener a todos los dlomos {j} CS(NNS (ak),j ¢ [N, asf
pucs. para cada j ¢ IN, con je By, debeser { j} e Zp. Ahora, por la definicion
de Zy. (*%) dado j € By, existird una funcién g =(B,) € S, tal que S(g) = { j |
lucgo (B,,) es una sucesion con todos los términos nulos salvo ¢l j-ésimo, de donde
¢ €es.

Lo anterior es vilido para cada k ¢ IN, y como § () = By se tiene que

U
k=1
¢j ¢ S para cada j € IN con j ¢ S (I); de aqui es ficil deducir, por ser S cerrado y f
una funcion de soporte mdximo en S, que S cs el subespacio seccional AP/S (1),

c.q.d.
Como consecuencia oblenemos el resultado anunciado.
Corolario.— Sca NP (unk), p # 2, un espacio escalonado de sucesiones. Existe un

espacio escalonado I'P (bnk) isomorfo a AP que no contiene ningdn subespacio
K complementado salvo los seccionales.
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Demostracion.
Deflinimos los siguientes escalones.
Lk . K '
e =+ Da” VnkeN
Es claro que VP (¢ k) es isomorlo a AP (. k) ademds se tiene
b 4 Ju n SIS » d l.l" Y i mas s¢ ncen

cnki '=0, 06 cnk < cnk” ,VnkeN (1)

Construyamos ahora la familia de escalones bk = (hnk), k ¢ IN. Para cllo sean

2K L.

b2k =,k . nkeN

n
y vamos a intercalar los escalones impares de forma que se verifique la condicion
(1) del Teorema. Dado k € IN, trabajaremos en primer lugar en el conjunto
S (bZsz), que supondremos infinito (en el caso finito se razona igual) y ordenado

en la forma o (IN); sea un clemento cualquicra del intervalo (t)f"(‘l ) bg}‘r)z) CIR,que

no es vacio por (1), y lo llamamos bﬁl(‘]")‘. Supongamos escogidos {bgl(‘:)l :‘:
1ales que
2k ;p2kbl 2k op2kEE o . i
bo(i).-' b(}'(i) #_- bo(l) b(l-(j) - I,_]C { ]"- . ,n ] } »l i .] (2)

y sea £ € (0, 1) tal que

2k 2k v 2k+2 2k 2k+1
ba(n)/(!fba(n)+(1-E)bu(“)) #* bn(i)lbu(i) . i—=1,..,n-1

V eSCOECmMos Ebzz‘") + (I-E‘)bilzll)z como ¢l clemento bz'(‘:)'. Si j no pertencce
a S(b2k "2y hacemos bj?k' I = (. Queda sin construir b' que podemos suponerlo
idénticamente nulo.

Es ficil comprobar que l‘p(bnk) es isomorfo a Vp(cnk) y que verilica la
condicién (1) del Teorema, luego es isomorfo a AP y no coniiene subespacios
K complementados salvo los seccionales.

c.qd.
Nota. Si p =2, usando la caracterizacion de [6], y razonando de forma andloga al

caso general, se pueden probar los resultados anteriores substituyendo los subes-
pacios K complementados por subreticulos K- complementados.
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