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ABSTRACT

Let X be a topological space. A category measure m on X is a countably
aditive finite measure defined on the o-algebra formed by all sets with the Baire
property, such that m(E) =0 iff L is of Baire first category. It is known that one
can define a density topology on every space of finile measure X such that X
bccomes a category measure space. In this paper some conditions are given so
that a topological space be a category measure space.

1. Introduccion

Una medida-categoria en un cspacio topologico es una medida finita m,_lln.j;;-_-,_‘-'
merablemente aditiva, y definida sobre los conjuntos que tienen la propicdad de -
Baire y 1al que m(E) = 0 sii I es de primera categoria. Es conocido que sobre
cualquier espacio de medida finita y completa puede definirse una topologia, 4 1a
que llamamos de densidad, que convierte dicho espacio en uno de medida-cate-
gorfa. En este articulo planteamos ¢l problema opuesto, esto es, daremos condi-
ciones para que sobre algunos espacios topologicos puedan definirse medidas que
los conviertan en espacios de medida-categoria.

Los conjuntos que tienen la propicdad de Baire en un espacio X son los de la
forma G + P, donde G cs abicrto, P de primera categoria y “+” denota la dife-
rencia simétrica. Estos conjuntos constituyen un o-dlgebra de subconjuntos de X.

Diremos que una medida definida sobre un espacio X es no atdmica si es
nula para puntos. Caso contrario sc llamara atémica. Es obvio que sien un e.t. X
el conjunto de puntos aislados ¢s no vacio y cl espacio admite una medida-cate-
goria no nula, ésta ha de scr necesariamente atomica. Del mismo modo, si X es
un e.t. Ty y sin puntos aislados, si admite una medida-categoria, ha de ser nece-
sariamentie no atomica.
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2.- Medidas-categorias y espacios numerables

Prop. 1.— Sea (X, T) un e.t. numerable y T,. Sca D ¢l conjunto de puntos aisla-
dos de dicho espacio. Entonces D es no vacio sii X ¢s un espacio que admite una
medida-categoria no nula. Ademads, cn esc caso, las medidas-catlcgorias cn X son
aquellas y solo aquellas que son finitas, positivas para cada punto de DD y nulas
sobre X-D.

Demost.: Supongamos que D es no vacio y definamos sobre X una medida m tal
que:
m(A) =0 para cada A CX-D
m(x) > 0 para cada xeD, siendo = m(x) < + e
Restrinjo ahora la medida m a los conju;ﬂ))s que tiencn la propicdad de Bairc y
resulta ser una medida-categoria. En cefecto, basta ver que la medida de un con-
junto es nula sii éste es de primera calegoria.
Sim(A) =0, entonces ACX-D y por tanto A es de primera categoria.
Del mismo modo, si A es de primera cat?gon’a, entonces A = ng Aj, donde cada
Ap, es raro. Se tiene por tanto que int (Ay) es vacio, de donde sigue que ApND
es vacio para cada n. Por tanto AND cs vacio y siguc que m(A) =0.
Ahora si m cs una medida-categoria cualquicra definida sobre X ha de ser
m(A) = 0 sii A ¢s de primera categoria sii AND =@ y por tanto m =0 sobre X-D.
Por otro lado cada punto de D es abierto y no vacio, por lo que m(x) >0
para cada punto de D, y como la medida ha de ser [inita, £ m(x) < + oo,
El reciproco s trivial. % xeD

3. - Medidas-categorias y espacios separables

Prop. 2.— Sea X un c.t. separable y T,. Sca H un conjunto denso y numerable y
D el conjunto de los puntos aislados. Supongamos que X-H es de primera cate-
goria. Entonces X admite una medida-categoria no nula sii D es no vacio.
Ademads, en ese caso, las medidas-categorias son aquellas y solo aquellas que son
nulas sobre X-D, positivas para cada punto de D y finitas.

Demost.: Supongamos que D es no vacio y definamos sobre X una medida como
en la prop. 1. Resulia estar bien definida al ser numerable el conjunto de puntos
aistados. Ademds, restringida a los conjuntos que ticnen la propiedad de Baire
resulta ser una medida-categoria. (Basta razonar como en prop. 1, tenicndo en
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cuenta que X-D = (X-I) U (H-D) es de primera categorfa). Es ademds la (inica
medida-categoria no nula que puede definirse sobre X.

Reciprocamente, supongamos que X admite una medida-categorfa y D es
vacio. Lin este caso, la medida m que sc defina sobre X habrd de ser no atdmica,
por lo que m(H) = m(X-11) = 0, de donde se obtienc que m(X) = 0, llegando a
contradiccion. #

Nota 1: Una condicion suficiente para que X-Hl sea de primera categoria es que
H sca abierto (En ese caso X-H no solo es de primera categorfa, sino raro, pues
X-H =H-H cerrado de interior vacio).

Prop. 3.— Sca (X, T) un c.L. en el que cl conjunto D de puntos aislados es denso
y numerable. Entonces X es un cspacio de Baire que admite una medida-catego-
ria. Ademds, en cste caso, las medidas-categorias son aquellas y solo aquellas que
son finitas, nulas sobre X-D y positivas para cada punto de D.

Demeost.: Veamos primero que un conjunto A es raro en X sii no cortaa D.

Si A c¢s raro en X, siguc inmediatamente que su clausura, y por tanto él mismo,
nocortan a D. Reciprocamente, si A no corta a D, siguc que su clausura tampoco,
y por tanto como D es denso en X y corta a todos los abiertos, no puede haber
ninguno contenido cn la clausura de A. De ahi que A sea raro.

A partir de aqui cs inmediato obtener que cada conjunto de primera catego-
ria en X es raro, y por tanto X es un espacio de Bairc. Ademas dicho espacio de
Bairc admite una medida-categoria no nula definida por el procedimiento habi-
tual y no hay otra forma de definir medidas-catcgorias sobre estos espacios.

Nota 2: Oxtoby ha probado (1) que cn los espacios metrizables el reciproco de
este teorema también cs cierto, esto es, si X es un espacio de Baire metrizable
que admite una medida-categoria, entonces D es denso y numerable.

Prop. 4.— Sea (X, T) un c.t. separable y T;. Sea H el conjunto denso y numera-
ble y supongamos que X-H no cs denso. Entonces, si X admite una media-cate-
goria, ¢l conjunto D de puntos aislados ha de ser no vacio.

Demost.: Basta tener en cuenta que si 1) fuese vacio, al ser el espacio T, la me-
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dida-categoria m definida sobre él habria de ser no atoémica, y por tanto m(H) =0.
Entonces como X-H no es denso, cxiste algin abierto G que no lo corta, por lo
que m(G)'=0, 1o que contradice ¢l hecho de ser X un espacio de Baire.#

Nota 3: Por tanto, si X es un espacio de Baire separable y T’y que admite una me-
dida-categoria no atOmica, entonces cl complemento de cualquier conjunto
denso y numerable ha de ser también denso.

Hasta ahora hemos planteado el estudio en espacios scparables, y por lo tanto
en espacios que tienen a lo mds una cantidad numerable de puntos aislados. Falta,
naturalmente, plantear el problema para espacios en los que haya una cantidad
no numerable de puntos aislados. Para éstos tenemos:

Prop. 5.— Sea (X, T) une.t. y D el conjunto de sus puntos aislados. Supongamos
que es ¢ el cardinal de D. Entonces X no admite una medida-categoria.

Demost.: Sca D = { xi: iel } cl conjunto de puntos aislados. Si X admitiese una
medida-categoria m. ésta habria de cumplir:
1) m(x;) > 0 para cada iel
2) Zm(xj)<+ee
x€l

Sin embargo estas dos condiciones no son compatibles, pues si se da 1), la familia
{ m(x;): iel } no pucde scr sumable cn R.Z

4.~ Medidas-categorius y abicrtos regulares

En los apartados precedentes hemos abordado el problema de dotar de est-
tructura de espacio dc medida-categoria a espacios topoldgicos en los cuales el
conjunto de puntos aislados era *“grande” cn el sentido de que su complemento
cra de primera categoria. Naturalmente, ahora el problema que se planica cs
esencialmente como definir medidas-catcgorias en espacios topoldgicos en los
gue no haya puntos aislados (o al menos este conjunto no sea “grande” cn el
sentido anterior). Para abordar este problema tengamos en cuenia lo siguiente:

Sea (X, T) un e.t. T, al que vamos a exigir tener la propicdad de Baire.,
Sabemos que entonces (2) cualquier conjunto con la propiedad de Baire puede
escribirse de mancra Gnica como diferencia simétrica de un conjunto de primera
calegoria y un abierto regular.

Un conjunto G se dice que es un abierto regular si G = G~ ~. Denotemos
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por R(X) el conjunto de todos los abiertos regulares de un c.t. X. Es conocido
que constituyen un o-dlgebra de Boole completo, donde las operaciones de Boole
estan definidas por:

GVH=(GUI)™",GAV =GNV, G* =G~

y la relacion de orden cs la inclusion.

Sea m una medida finita, nula Gnicamente para el vacio definida sobre R(X).
Esta medida verificard por tanto m(}I/Gn) = % m (Gy,) para cualquier sucesion
{ Gp } de abiertos regulares disjuntos. Vamos a extender la definicion de m al
o-dlgebra de los conjuntos de X con la propiedad de Baire de manera que m sca
una medida sobre X de Ta siguicntc manera:

Cada conjunto A CX con la propiedad de Baire se escribe de manera tnica en la
forma A = G + P, donde G esabierto regular y P es de primera categoria. Entonces
defino m(A) =m (G). Se verifica:

1) m(@ =0

2) Si {Ap} = {Gp+P, | ticnen la propiedad de Baire y son disjuntos se
pucede escribir

k[J1 A,= (L"J Gp)”"™" +Q, donde Q es de primera categorfa,

y entonces m(LnJ Ap) = m(\éGn) = %m(Gn)

2) mcsti definida sobre los conjuntos que tienen la propiedad de Baire.
3) m(A)=0sii A=0+Psii A =P de primera categoria
Podemos pucs concluir enunciando lo siguicnte:

Prop. 6.— Un e.t. (X, T) de Baire, admite una medida-categoria sii su dlgcbra
regular R(X) admite una medida finita nula solo para cl vacio.

Nota 4: Es obvio que este resultado anicamente cs interesante en espacios en los
que la unién numerable de abiertos regulares sea un abicrto regular, pues es en
cllos donde la complicada condicion m (Yr(;“) =m ((h)Gn)"") = Zn) m(Gp) se
reduce a m(Ll{Gn) = an m(G,).

Vamos ahora a buscar un tipo particular de espacios topolégicos a los que
podamos dotar de estructura de espacios de medida-categoria por este procedi-
micnto.

Sabemos que un espacio se dice extremadamente disconexo si la clausura de
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cada abicrto cs un abierto. En estos espacios R(X) = C(X) = | clopen de X }
(Lsto es, los subconjuntos de X que son a la vez abiertos y cerrados). Una lfamilia
{ Dj: iel } se dice localmente finita en un e.t. (X. T) si para cada xeX cxiste
Vg entorno de x y F Cl finito 1al que V4N = () para cada iel-F. Se verifica que
si { Dj: iel } esuna familia localmente finitzl,LiJl)i = %JDi. Es f4cil verificar que si
X es un e.t. extremadamente disconexo en el que C(X) es una familia localmente
finita. entonces la unidon numerable de abicertos regulares es un abierto regular.
Podemos ademds cnunciar:

Prop. 7.-- Sea (X, T) un c.t. cn el que C(X) es una familia localmente finita y hay
una base de la topologia formada por clopen. Entonces la union numerable de
abicrtos regulares de X es un abicrto regular y X es extremadamente disconexo.

Demost.: Puesto que una base de la topologia estd formada por clopen sigue que
cualquier abierto puede expresarse como una unidén numerable de clopen. De
aquf, al ser C(X) una familia localmente finita sigue que cualquier abierto del
espacio es un clopen. Por tanto T = C(X) = R(X) y obtengo que la unién nume-
rable de abicrtos regulares de X es un abicrto regular, puesto que todos los
abiertos son regulares. Ademads cl espacio es extremadamenic disconexo pues
todos los abiertos son clopen. #

Sobre espacios de este tipo vamos a definir ahora una medida, estudiar el
espacio de medida resultante y en que casos se trata de un espacio de medida-
categorta.

Sea (X, T) un e.t. segundo numerable con una base numcrable de clopen.
Defino sobre cl algebra C(X) de los clopen de X 1a siguiente medida:

Sca B = { GymeN} basedeT formada con el menor nimero de abiertos
posible. Sca p:B - (0,1] definida de forma que { p (Gp):neN } essumabley
nfp (Gp) = 1. Defino 7:C(X) - (0.1] tal que si G = Lr{(jn, 7(G)= % p (G,) donde

para expresar G de esta manera s¢ han tomado todos los clementos de la base
contenidos en G. Asi la expresion de G en funcion de los elementos de la base
cstd univocamente determinada. Puede probarse inmediatamente que 7 cs una
medida finita, numerablemente aditiva sobre el dlgebra C(X) dc los clopen de
X. Ademds Gnicamente se anula para el vacio. Ahora el tcorema de extension de
Hahn permite extender esta medida definida sobre C(X) al o-dlgebra generado
C(X)Y dec 1a siguiente forma:

Para cada BeC (X)¢ u(B)=inf { ¥ 7 (A,): Aye C(X), Be LnJ Ap ).
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Es conocido que u es una medida sobre C(X)? que sobre C(X) coincide con T y
que el espacio de medida (X, C(X)Y. ) cs completo. Ademis es inmediato
comprobar que C(X)¢ coincide con el o-dlgebra de los Borel de X B(X), y por
el procedimiento habitual puede darse una caracterizacion de los conjuntos
medibles de este espacio idéntica a la de los medibles Lebesgue en RK. Del
mismo modo cs inmediato comprobar que ¢l espacio de medida obtenido es
regular.

Veamos ahora alguna condicion para que el espacio (X, T, B(X), u) topolo-
gico y de medida construido sea un espacio de medida-categorfa. Para ello ten-
gamos en cuenta lo siguiente:

Prop. 8.— Si (X, T. M, m) ¢s un espacio de Baire y de medida finita que solo se
anula en R(X) para el vacio y tal que la unidon numerable de abiertos regulares
sea un abierto regular, entonces (X, T, M, m) es un espacio de medida-categoria.

Demost.: Como la expresion de cada conjunto con la propiedad de Baire en la
forma A = G + P, donde G es abierto regular y P es de primera categoria es
Gnica, basta definir la medida de A como la de G.2

Nota 5: De una manera miés general pucdo concluir que cualquier e.1. X para cl
que la unién numerable de abiertos regulares sea un abiertio regular admitird una
medida-categoria si es homecomorfo a un e.t. Y sobre el que hay definida una
medida finita, nula solo para el vacio en R(Y).

Aplicando la proposicion 8 a nuestro espacio 1opologico v de medida po-
demos enunciar:

Prop. 9.— Si (X. T) ¢s un e.t. de Baire, segundo numerable, en el que C(X) es una
base de la topologia y una familia localmente finita, entonces (X, T, B(X), u) es
un espacio de medida-categoria.

Veamos estos resultados a la luz de la tcorra de algebras de Boole. Observe-
mos ¢n primer lugar que la medida que sc definio sobre C(X) considerado como
un dlgebra de conjuntos, es también una medida sobre C(X) considerado como
un dlgebra de Boole. Por tanto C(X) ¢s un dlgebra de Boole que admite una medi-
da estrictamente positiva y nula solo para ¢l vacio.

Sca entonces (X, T) un e.i. cualquiera y R(X) el dlgebra de Boole completo
de todos los abicrtos regulares de X. Denotemos por SR(X) ¢l espacio de Stone
de R(X) que cs un e.t. extremadamente disconexo, Tz, compacto (y por tanto
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de Baire) y con una base de clopen. Siexigimos a SR(X) ser ademds segundo
numerable tendremos que sobre C(SR(X)) considerado como dlgebra de Boole
hay definida una medida, y como R(X) cs isomorfo a C(SR(X)) seguird que
R(X) es isomorfo a un dlgebra de Boole medible. Concluimos pues con la
siguicnte

Prop. 10.— Sea (X, T) c.t. Entonces si SR(X) es segundo numerable, R(X) es
isomorfo a un algebra de Boole medible.
Sobre los espacios de Stone podemos ademads afiadir:

Prop. 11.— Si (X, T) cs un cspacio de Stone segundo numerable en ¢l que C(X)
es una familia localmente finita, entonces X admite una medida-categorfa.

Por otro lado sabemos que una medida dlgebra es una medida normalizada,
nula solo para el vacio y positiva definida sobre un o-dlgebra de Boole. Podemos
pucs enunciar:

Prop. 12.— Llcspacio de Stone correspondiente a cualquier medida dlgebra s un
espacio de medida-categoria.

Demost.: Basta tencr en cuenta que el espacio de Stone correspondiénte a la me-
dida algebra (B, m) es un e.t. de Baire tal que C(SB) = R(SB) ~ B, y por tanto
sobre R(SB) hay definida una medida positiva, nula solo para el vacio, de donde
siguc que SB admite una medida-categoria.=

5. Medidas-categorias y categorias-base

En el afio 1977 J.C. Morgan II definié en (3) el concepto de categorfa-base y
fundamentéd una teorfa abstracta de categorfa de Baire la cual ha sido desarrolla-
da por ¢l mismo.

La consecuencia mds importante de este punto de vista abstracto es la unifi-
cacion de ciertas analogrias las cuales habian sido observadas entre los conjuntos
medibles y los que ticnen la propicdad de Baire.

Nosotros en esta scceidn vamos a mostrar como la teorfa de categorias-base
puede aportar resultados al estudio de los e.t. que admiten una medida-categoria.

Sca (X, £2) una categoria-base en la cual cada region contiene una regidn
minimal y sea (X, 2*) la topologfa bisica (4) correspondicnie. Lntonces
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Prop. 13.— (X, ©2*) admite una medida-categoria si y solo si € contiene Gnica-
mente una cantidad numerable de regiones minimales.

Demost: Se verifica que cualquier conjunto S con la propiedad de Baire para %
es representable en la forma

S=EUP

donde E es una unién de regiones minimales y P s un conjunto singular. Puesto
que las regiones minimales son disjuntas dos a dos y a su vez disjuntas con
cualquier conjunto singular, sc obtiene que la representacion debe ser Gnica.

Pretendemos dotar al g-dlgebra de los conjuntos con la propicdad de Baire
para £% de una medida-categorfa m. tla de ser, por tanto una medida positiva
para cada regidn minimal y nula para cada conjunto singular. Si llamo $ a la
(amilia de todas las regiones minimales, la familia { m(B): B ¢ $ | ha de ser su-
mable, y ademds cada uno de sus clementos ha de ser positivo. Listo solo es posi-
ble si B es numerable. Por tanto, si (X, 2*) admite una medida-categorfa, ha de
contener tnicamente una cantidad numerable de regiones minimales.

Reciprocamente, si £ contiene Gnicamente una cantidad numerable de re-
giones minimales, basta asignar a cada elemento de €2 una medida aleatoria de
modo que la familia  { m(B): B e¢® } sea numerable y m(B) > 0 para cada
Be B .

Sc define entonces para cada conjunto S con la propicdad de Baire para
Q% S = E U P, donde L es una union de regiones minimales y P es un conjunto
singular

m(S) = % m(B)
BCE
Be B

que cs una medida [inita, definida para todos los conjuntos que tienen la propic-
dad de Baire y nula sélo sobre los conjuntos singulares.

Nota 6: Un caso particular de una categorra-base subemos que es una topologia.
En este caso las regiones son los abiertos. Sca pues (X, T) un c.t. en el que cada
abierto contienc un abierto minimal, y sca (X, T*) la topologia bisica correspon-
diente. Por ¢l teorema de cquivalencia de (4) se verifica que los conjuntos magros
para T y T* coinciden, y del mismo modo coinciden los conjuntos que tienen la
propiedad de Baire para T y T#. Por lanto
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Prop. 14.— Si (X, T) es un c.t. en cl que cada abierto contiene un abierto mini-
mal, entonces (X, T) admite una medida-categoria si y s6lo si T contiene sélo
una cantidad numcrable de abiertos minimales.

Demost.: Como (X, T) es un caso particular de una categorfa-base, (X, T*) admi-
tird una medida-categoria si y sélo si T contiene Unicamente una cantidad nume-
rable de abicrios minimales,

Pero puesto que los conjuntos magros y los que tienen la propiedad de Baire
para T y T* coinciden, es inicamente en este caso y con la misma medida cuando
(X, T) admite una medida-categoria.

Nota 7: En particular si (X, T) es un e.t. en ¢l que cada abicrto contiene un
abierto minimal y verifica CCC (cada familia de abicrtos disjuntos es numerable)
admite una medida-categoria.
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