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ABSTRACT

In this article we give conditions on Cy(X) and L] for C(X, E) | 3,] to be
m-barreled (dual locally complete) and we oblain the m-barrelled topology
associated to g in terms of the m-barrelled topology associated to § when
C(X) is a barrelled space.

Si E es un espacio localmente convexo, se denota por E* ¢l dual algebraico
y porE’ ¢l dual topoldgico de F. LI dual de Ii provisto de la topologia débil
o(F', F) sc denota abreviadamente por L. Si X es un espacio topoldgico com-
pletamente regular y E[8] un espacio localmente convexo. C(X, L2) es ¢l espacio
de las funciones continuas de X en E[B]. Denotamos por § una topologia local-
mente convexa sobre Ii mds fina que T y por §, la 1opologria sobre C(X, E) de
la convergencia puntlual asociada a . Cy(X) es ¢l espacio de las funciones esca-
lares continuas en X con la topologia de la convergencia puntual. Ll dual de
C(X, ) 3] admite la siguiente represenlacion ([7], p. 123): si Tl ¢s una forma
lineal continua sobre C(X, 1) | %,] cxiste un subconjunto A finito de X y para
cada x de A una forma lincal no nula ejp, & -continua sobre I tales que para cada
oeC(X, k)

¢ = .\(%A <o (x),0pp4 >
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Esta represeniacion es nica y el conjunto A se llama el soporte de ta [uncio-
nal [1: sop I1. Si x ¢ sop Il pondremos ¢, = 0. Si B ¢s un subconjunto del dual
de C(X, E) [§,] cl soporte de B es por definicién ¢l conjunto sop B =
=Uisop 1l IleB}.

Decimos que un espacio focalmente convexo L1 es m-tonelado (ver |4, [5]
v |61 si todo subconjunto absolutamente convexo acotado y metrizable de 15,
es equicontinuo en L.

Si B es un subconjunto absolutamente convexo acotado de I3, denotamos
por Ly la envoltura lineal de B en F con la norma del calibrador de B. Se dice
que una sucesion (¢, n ¢ IN) de clementos de L es localmente Cauchy (local-
mente convergente) en E, sies de Cauchy en i3 (convergente) para algiin ahso-
lutamente convexo acotado B de L. Se dice que L es localmente completo si pa-
ra todo absolutamente convexo cerrado acotado B, Ey es un espacio de Banach.
Iisto equivale a que toda sucesion localimente Cauchy en £ sca convergente (|31,
p. 197). Un espacio localmente convexo es dual localmente completo si su dual
débil Ly es localmente completo. Todo espacio tonelado es obviamente m-tone-
lado v todo espacio m-tonelado es dual localmente completo. En [2] se prucba
que para Cy(X) estas nociones coinciden por ser sicmpre C(X) casi tonelado y
s¢ demuestra que Cy(X) es tonelado si y sdlo si todo acotado de X ¢s finito.

Proposicion 1: C(X, 1) [3,] es m-toneludo si y solo si C(X) y 1| 3] son
m-tonelados.

Demostracion: (<-) Llamamos C al espacio C(X, £) [3,]. Sca BB un subcon-
junto absolutamente convexo acotado y melrizable de Cy. Para ver que B es
cquiconlinuo basta probar que sop B es [inilo y que para cada x de sop B, ¢l con-
junto B, = { ¢;,. [Fe B es equicontinuo en E} 3 | (J7]. p. 127). Ll sop B es
acotado en X ([7]. p. 126). lucgo es finito pues C4(X) es tonelado por hipdresis.
Para concluir es suliciente probar que para cada x de sop B. B, es absolutamente
convexo acotado y metrizable en (15[  )g.

Sca Iy una funcion cscalar continua en X tal que fy(x) — 1 y [, (v) == 0 para
odo y esop B~{x} .y sca

u:klg| *»Cie >y Bec

La transpuesta ‘u : € > (L] 1)y s continua y tu(3) = By, luego By es acota-
do. Consideramos 'u : C¥ » 1% . La completacion B* = B”(7+5) de 1B cs un
compacto metrizable. Entonces (J1]. p. 159) fu(3*) es compacto y metrizable y
as{ By ¢ Tu(B) Clu(B*) resulta ser metrizable.

(=) El directo es inmedialo observando que C(X) y 15| F ] son imagen topo-
l6gicamente homomorfa de C y haciendo un razonamiento similar al del final del
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reeiproco. Se puede dar otra prucba utilizando cl teorema de grifica cerrada de
Kalton (J4]): sea I un cspacio de Banach scparable y u : E[ & ] - I' una aplica-
cion lineal de grdfica cerrada. La aplicacion Ty : C > E| 3]: ¢~ ¢ (x) cs lineal
y continua. luego la compuesta u, Ty : C - F es de grifica cerrada y continua
por ¢l teorema de grdfica cerrada de Kalton. Lintonces si V ¢s un entorno de cero
en I, U= (up Te)™ (V) = T, (u™(V)) es unentorno de cero en Cy T4 (L) es
un entorno de cero en k| ¥ ] por ser T, abicrla. Como u™ (V) contiene a T, (1)),
es entorno de céro en EJ F | y u es continua. Por tanto E] § | es m-tonelado. Con
C,(X) se razona andlogamente.

Sea k| B un espacio localmente convexo y sea & la familia de las topologias
localmente convexas B sobre I: mds finas que T vy tales que Li] '] es m-tone-
lado. Fsta familia es no vacfa ya que la topologia localmente convexa mis fina
B *# sobre E pertencce a & pues E[ B#] estonelado. Ll iimite inductivo 1] G ] =
= =(l,1,l,n{, F} B'] es un espacio m-tonelado. G,y 56 y B,y C B para loda
B’ ¢ & Fstas propicdades caracterizan a B . Se llama a B, la topologia
m-tonelada asociada u 1| B .

I'sta topologfa también se puede construir por induccién transfinila, Dado
II[ B consideramos sobre 1: la lopologia 6, de la convergencia uniforme sobre
los G -cquicontinuos y los absolutamente convexos acotados metrizables de
(B} T |)g- Lvidentemente T = 6 (C B, y todo absolutamente convexo acota-
do metrizable de (L] 6 |)y ¢s 81 -cquicontinuo. Definimos andlogamente B, 4
partir de By y precedemos asi para todo ordinal o que tenga predecesor. Si o
s un ordinal Wmite se define T, como la topologia localmente convexa genera-

da por ';<Ua- B - Para lodo ordinal a se ticne que B C B, v que todo absoluta-
k

mente convexo acotado metrizable en (1] 6 4 1);, cs B e -CQuicontinuo,

Lema:
(a) Lxiste ¢l primer ordinal & lal gue Tg = Cyag.
(b] Ty esla topologia m-tonclada asociada a 1] G |.

Demostracion:

{a) La prucba de la existencia del ordinal § es andloga a la de [7], p. 19, pe-
ro s¢ incluye por razones de completitud. Si para todo ordinal @, G fucra cs-
trictamente menos fina que B g, , existirfa un By, -entorno de cero absoluta-
mente convexo Vg que no seria Gy, -entorno de cero. Sca 7y ¢l cardinal de la fa-
milia I de los subconjuntos absolutamente convexos de 1i, y ¢ la aplicacion del
segmento de ordinales 10,27 en U wal que ¢(a) — V- Por hipdiesis ¢ es inyccti-
v, luego card [0,27[ = 27 < card I’ = v lo cual es absurdo.
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(b) Por las notas previas al lema es obvio que T C Gy y que L[ Ty ] o8
m-tonelado, luego By e &y B < Bg. Para la inclusion contraria veremos por
induccion transfinita que 6 4 C By para todo ordinal a. Si a liene predece-
sor, Bq es la topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos ab-
solutamenle convexos acotados metrizables de (E[ B )5 y sobre los Ta

equicontinuos. Por hipotesis de induccion B O Ba-) . lucgo tales conjuntos
serdn absolulamente convexos acotados metrizables de (E| Gpyl), 0 bien By
-cquicontinuos. Como E[ By ] es m-tonclado, en todo caso serin By -equi-
conlinuos, por tanto Ty 2 Bg-y.Siecsunordinal limite, B
do 8 < a, luego por definicion 'é;;,t D Tg. Lin definitiva ©
la igualdad.

mt = g para to-

mt 2 By yscticne

En el caso del espacio de [unciones vectoriales continuas tenemos

Proposicion 2: Si C{(X) es tonclado, la topologia m-tonelada asociadu a
CX.F) | sl es Gmus Siendo 3my la topologia m-tonelada asociada a I 3 |

Demostracion: Danos una prucba directa y otra que usa la construccion
transfinila de la topologia m-tonelada asociada.

(a) Sea J4m, la topologia m-tonelada asociada a C(X, 1i)] §,]. Veremos
que Feme = Fmes- Por la Proposicion 1, C(X, 1) | Fms] es m-tonelado. Co-
Mo &y, s mids fina que § , § ny s mds fina que F 4, luego per delinicion
Fmuis 2 &g me. Para ver la otra inclusion basta probar que 1a identidad

i CX, E)] 35,:11t] > C(X. )] Emt.s]

es continua.
Por deflinicion de &4 osto equivale a demostrar que para cada x ¢ X, la
aplicacion

T, CXF) [ 3 s,mt.‘ - k| 'a'n‘ll] o ((-") =0 (x)

es contlinua.

Sea ¥, la topologia localmente convexa mds fina sobre Ii que hace conti-
nua la aplicacion Ty @ C(X, E) [ §,m(] = L. &y cs mds {ina que § pues
T, : CX B) [ Fgme] -> E[F]es continua y K[ F4]es m-tonelado al ser ima-
gen homomorla de un espacio m-tonelado, luego §, ¢ & y por tanto F, cs
mads fina que Fme. Sca § ¢l Mnlimo de las topologlas & al variar x en X.

cs mis fina que F ¢ y para todoxe X

Tx : (I(X, l':)[ '35,"11] - I ISI
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es continua, luego a (ortiori
Ty C(X, 1) [ 'as,mll - 1] Smil

¢s conlinua para todo x ¢ X,y se tiene la conclusion,

(b) Para cada ordinal o scan 3,y JF o las topologias construidas a partir
de 3,y & como en las notas precedentes al Lema y sea 8 ¢l primer ordinal tal
que §5 = dmi. Basta ver que F5 5 — &y 5. Para ello demostraremos por in-
duccion transfinita que para todo ordinal o, F5q= 3. Sea o un ordinal con
predecesor. &,¢ es la topologia de la convergencia uniforme sobre los absoluta-
mente convexos acotados metrizables de (C(X, E)[ &,a-1 1), v sobre los & ¢
-cquicontinuos. Por hipdlesis de induccion &, o1 = Fa-1,5. Si B es un subcon-
junto absolutamente convexo acotado y metrizable de (C(X, E) [ & o1 D 0 un

&s,q-1 -cquicontinuo, razonando como en la Proposicion | se prueba que ¢l so-
porte de B es finito y que para cada x € sop B, By = {e),4, H ¢ B} es absoluta-
mente convexo acotado metrizable en (EL & y.; Dy 0 3g-1 -cquicontinuo, lue-
go por definicion de §¢ ¢s Jg-cquicontinuo. En consecuencia, B ¢s J o ¢ -cqui-
continuo. Por tanto  J44 ¢ Ya,,- Sca ahora un § ¢ ¢ -entorno de cero en
CX,I), U= {¢:¢(A)c VIconAfinito € Xy Ventorno de ceroen E[ gl
Podemos suponer que V es la interseecion de Jos polares de los miembros B de
una familia finita % de conjuntos de E [ 3.} ¥ cada B cs absolutamente con-
vexo acotado metrizable de (E | §g-41)o 0 equicontinuo en E[ § -1 I-Sca x un
clemento de A. La aplicacion

Ty :CXE)| oo sl B Taql:9 > o(x)

es continua, lucgo

tTx :(l':l "]Ot-l ])'(I - (C(X, l;-)l 3‘(.1-4,5])'«;

también o es. Si B es absolutamente convexo acotado melrizable de (K| dg. 1) ',
consideramos "1, : E¥, - C(X, E)£. La completacion B* de B es compaclo
metrizable en L# luego Y14 (13%) es compacto metrizable en C(X, 1)E T, (B) es
un subconjunto de "I, (B¥) fuego es metrizable. Por continuidad de "1, ‘T, (B)
es acotado en (C(X, )] :“a-l.s])t'r que ¢s igual por hipotesis de induccién a
(CX, B) Fga-1 D6 Tuego por definicion, 35, equicontinuo. Si Bes dg.q
-cquicontinuo es §, .1 -equicontinuo lucgo también Gy q -equicontinuo. Ass
pues "1, (B)° es en ambos casos enlorno de cero en C(X, 1) ¥s.a]- FEntonces

m M (. °P_ N N 1 y.. N oM B3Ry =
BB xcA ( l'\(B)) Be® xeA lx (B ) X¢A [x (B(.'u )

=N HTVEN e gx)evi=U

XCA
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es también  J, o -entorno de cero. Sia es un ordinal limite, Fg cs mds fina que
3 g para todo f < a luego 3 g cs mds fina que dgy = ds g para todo < e,
por tanto  Fge es nds {ina que 3, o- Reciprocamente si U ¢s un entorno de ce-
ro en C(X, L] Fqs) de laforma U ={ ¢ : ¢ (A)CV }con A finitoC Xy Vun
entorno de cero en Ef 4], podeinos suponer que V es entorno de cero en
K| dp] para algin f <a. Lintonces Ues dps = a5 -entorno de cero. Por tanto
Fsa— oy yonparticular, dgs = 55

Proposicion 3: C(X, L) | 3] es dual localmente completo si y s6lo si C5(X)
y £l @) son dual locatmente completos.

Demostracion: () Cy(X) y L son imagen homomorfa topoldgicamente de
C(X. )| 3] lucgo son dual localmente completos.
(<) Sea (I1,. n ¢ IN) una sucesion localmente Cauchy en (C(X, E) | Do =
C',. Su soporte $ es acotado luego finito por ser Cy(X) Lonelado. Para cada
x ¢ § determinamos f, ¢ C(X) tal que f (x) = 1y f(y)=0siyeS~{x}.Si
lemamos uy a la aplicacion @ [ & | = € tal que uy(e) = Iy ® ¢, su transpuesla
tu, 1 €y > (]3] cs continua, y para cada n e IN, fug(ll,) = ¢y, donde
ch", = 0'si x no estd en sop I, y six e sop Il ci,nx es la forma lincal que apa-
rece en la representacion de 1, :

z

xcsop Iy

I,0= <@ (x),eqp, x > para toda g e C(X, IY).

Por tanto, la sucesion (¢ 4x» 0 € IN) es localmente Cauchy en (L | § ])s- Por
o~ ! - sy .

ser L[ @] dual localmente completo, (¢, x, n ¢ IN) converge débilmente a un

cierto ¢f;x € (1:[ 3 |)'. Definimos ahora 1€ C'_ mediante

5o X : s
e = o <o (x).e;, >

Veamos que la sucesion (11, n e IN) converge a H en C'y. Dados ¢ ¢ C(X, L),
x ¢ Sy e>0. determinamos ny tal que sin = ny KO (1), efr x - 1y > 1< [% ,

siendo p — card S. Sea ng = max {n,, x € S| . entonces para todo n 2 1y,
. Y ’ [ ¢ _. ..
[y DBI< Z (<o), ciry enx>1<p- 5 =€
xe$ n p

n . i
luego 1, >1len €'y y se tiene la conclusion.
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