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ABSIRACT

Uniqueness of the equilibrium solution can be guaranteed for conservative
rods provided that the external loads are sulficiently close to those of some
initia) (i.e. reference) configuration. This implies that, wherever the loads belong
in such domain, branching phenomena will not take place.

1. INTRODLCCION

I'n nuestro desarrollo consideramos, en ¢l espacio tridimensional. piczas lon-
gitudinales cldsticas con leyes no lincales, bajo la accion de cargas que derivan de
un polencial. La pieza clistica estd definida por una curva alabeada. llamada di-
rectriz. no necesariamente la Iinea de centroides de las secciones transversales.
y accptamos la hipdtesis cldsica de que tales secciones se mantienen planas al de-
formarse la pieza, pero sin suponer que necesariamente permanczcan normales a
la directriz deformada.

S. S. Antman ha demostrado con hipdtesis mads generales (3) que la de sec-
ciones planas, la existencia de configuraciones de equilibrio, expresando Ta ener-
gia cldstica cn funcién (invariante por movimientos rigidos) de los desplazamien-
tos, todo cllo para tipos especiales de cargas exteriores conservativas. in nuestro
caso especial y cligiendo adecuadas ““deformaciones™ (4), se consigue un desarro-
llo matemdtico mds simplificado (6), (5) y cierta gencralidad en las cargas exte-
riores consideradas.
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Seguimos ahora la notacion de (5) para escribir el funcionamicnio de ener-
gia cldstica en la forma:

L) = 1 U (7 (3).9) ds o+ P Uol( 8 (DNS), QTN8) B(a). 9) ds 1]

en donde la primera integral corresponde a la energfa interna de la pieza, y la sc-
gunda a la cnergia externa; q s un parimetro real y ¥: |a, b} -> R® es una fun-
cion vectorial de “deformacion™. que depende del pardmetro longitud de arco s
(sobre la curva directriz indefortnada), cuyas Lres primeras componentes corres-
ponden a deformaciones angulares, y las otras tres a deformaciones fongitudi-
nales.

Iin (6) y (5) sc definen ciertos operadores no lincales &, Q, cuyo argumento,
genérico es la funcion 7 de deformacion y cuyo resultado son unas funciones

u(s), B(s) que lNamaremos de desplazamiento generalizado:

B (s) = (Q(7)) (5) U (s) = (F(7)) (s)

donde U(se) representa ¢l desplazamiento del punto de la dircetriz para el valor
$o de [a, b|, ¥ B(so) ¢s una matriz ortogonal directa 3 x 3, cuyas filas correspon-
den a las componentes de tres vectores, dos de ellos en el plano de la seccion de-
formada que corresponden al valor s, de arco de directriz, y ¢l lercero ortogonal
a los dos anteriores en ¢l sentido de valores crecientes del pardinetro s.

Cuando v () = 6 (picza sin deformar) se debe obtener (segin propicdades
obligadas de los operadores §'.Q) U(s) = _()> B(s) =8 (). donde B (s) ¢s una fun-
cion matricial (ortogonal) conocida a priori.

Se suponen ciertas condiciones de contorno:

i) fos extremos de la curva permanccen fijos: U (a) = U (b) = 0

ii) empotramientoen s —a : Ii(u'l)= B(a) B N

iii) articulacién en s = b : B(b) h =11 =g (b) h, donde h y Il son vectores
unitarios prefijados.

Se considera ahora el {uncional:

W)= 101y (), 9) ds + g 1 Ug (7)) (91,2(7) (5) B (a). 8) ds

5 - —
+2 IF(7)
J=1

que abreviamos en la forma:
o o o 5 . _
W) =E (M) +ale (V) + 2 v!55(7) 121

en donde los # son multiplicadores de Lagrange, y los 57 (v) ciertos funcionales
de contorno asociados a las condiciones i) i) iii) cuya descripcion detallada puc-
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de verse en (6) 6 (5). kI dominio de estos funcionales, asf como ¢l de |i; puede
tomarse coincidente con ¢l espacio de las funciones vectoriales (con seis compo-

nentes) continuas en ¢l intervalo [a, b}, espacio denotado C |a, b; 6].
Al exigir Ta llamada invertibilidad local de la deformacion de la picza, se en-

cuenta (6) que el dominio de definicion de E; debe restringirse al conjunto:

B={7ye €la,b:6]1Vsela,b].7y(s)e, |
siecndo §2, un cierlo conjunto abierto y convexo en R%. En (6) se demuestra gue
toda ““deformacion™ v que proporcione un minimo al funcional L pertencce al

conjunto R

2. UNICIDAD 1OCAL DI SOLUCION DE LQUILIBRIO
Notaciones:

T=(F 0 ) 1 D=Clab:6]x RS 5 D=Fx R 3]
2.1. Lema. l.a derivada Irechet W' :fﬁ -> L (D, R) del funcional [2] viene

dada por:

V(’&o=¢]o)‘—’5 'V BeD
3 _
2 0p (Yo0) () +

oS = % a; —
W (Bo.90:8) = 2 S {55 (o (0.9 a0 2,
bt Ta) 9 | 7 () 6+ % % Go) 4]

j
en donde los 30y, son operadores definidos en detalle en (6). (5). que se expre-
san en funcidn de los operadores & y Q, y del funcional L. De forma similar Jos
operadores €y y; son funcion de &, Q y de los 5.
No efectuaremos fa elemental (pero larga) prucba de este lema, la cual se li-
mita a comprobar los requerimientos que se exigen por definicion (7) a la deriva-

da Frechet.
2.2. Definiciéon, A partir de la anterior derivada, se define un operador W,

de DenD.

V(ﬁh qo)€ ;..T)
W, (ﬁo-, go) — (X1(5)s oy Xo(8), k11 ooes k)
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Siendo Vm = 1,..6 , Vj= 1,...5

LUy =~ 3
X ()= 32 (Vo (9:9) + a0 % T (Vo) () +
m

s 3 .
T2 Amipi(T0) ()

kj =35 (7o) [0]

2.3. Propiedades. Se comprucba ficilinente
)V (To.do)e D ; Ve D
' = _ 6 L
W (o, qo:B) = mL::l f}: (W1 (Bo:4o))m (8)Tm (s) ds +

11 R :
+ 2 (W) (T, 40))m Gm

b) Para cada (B, qo) cn ) es W, (To, qo) =0 i, y 5610 si, para cada indice
m =1, ... 6 (Co)m (8) verifican las ccuaciones de Liuler-L.agrange nccesarias de
tninimo, para ¢l funcional 15 + qolis, con las condiciones jsoperimétricas
Fi(Bo)=0.j=1,..5.

2.4. Teorema.
35>0, F!Te C(-8,6;D) , Yqe( 8.8) , Wi(l(g).q)=0

Iis decir, en palabras menos precisas. existe un entorno de ¢ = 0, en que la con-
(iguracion de equilibrio es unica.

Para demostrar este teorema nos basaremos en el Teorema de luncion impli-
cita (ver (7), pig. 219) aplicado al operador W, en ¢l punto (G = 0, 0), siendo
'(T;o =0 la configuracion inicial, o de referencia, que suponemos de equilibrio, es
aecir:

— —
W, (B —0,0)—0

A continuacion deberiamos justificar que se verifican todas las hipotesis de
validez del mencionado teorema. pero nos lin‘)_ilarcrn(.)s 4 la mds dificil de biyecti-
vidad del operador lincal acotado (dW,;06)(0, 0), dado ¢l cardcter rutinario del
resto de comprobaciones relativas a la existencia y continujdad de las derivadas
I'rechet involucradas.
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Para cl citado operador lineal, que aplica D en 9 (recordar las notaciones
{4]), se comprueba ficitmentle su acotacion, lo quc omiliremos y asimismo se

constata:

V&Ted, dW,/0T(0.0:6T) — (5 Xy (5), .8 Xo (5),8 1y, .8 15) [7]

donde se han adoptado las notaciones:

Yk=1,..6
6 U; > 503 >
g = ‘i s S DD j- i .
8 X = B 0, (0,3) 87:(s) + 55 0 M (0)(s)
Vi=1. .5
5 3 ‘ "
8y = 2 12 8% (5) T15(0) (5) ds (81
Introducimos ahora notaciones matriciales:
[6X,(s)] [1,] (571 (s)] [507]
8X(s) = 66— 1 . ; I's) =, . Lobp=
LX) 51 ] 1576 (s)] [60°
%L, >
M(s) = (mg,(s)) My p(s) = By a,; (0,s) (9]
Yk, r—1,..6 kI
‘ ‘ . 3 r
R(s) = (Ry;(s)) Rg;(s) = E__‘l k15 (0)(s)
Vk=1,..6
Vi=1,..5

Segan las hipotesis sobre la naturaleza {isica de la energia interna L;, expues-
tas en (4), o bien cn (2), la matriz M(s) cs, para cada valor de s ¢n [a. b} definida

positiva y, por tanto, asimismo invertible.
Con cstas notaciones, las expresiones |8] se pueden escribir de forma com-

pacta:
5X(s) = M(s) I" (s) 4 R(s) 6v

8f=fP RV (s) 1" (s) ds [10]
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2.5. Lema. La matriz. R(b) € My (6 x 5) liene rango mdximo. Dicha afir-
macidn se comprueba por escritura directa:

omwlooo

ol ooo
rH' | 000
| 001

0 0 1 B(b)
Lo o,

R(b) —

N
ya que al ser 3 (b) una matriz ortogonal, y 11 = (H", H2, 11*) un vector unitario,
basta tomar un sistema de referencia en el que 1% = 0.

2.6. Lema. la matnz G de My (5 x 5), definida por
G= 1P RT () M () R(s) ds

es una nmln/ definida positiva y, por tanto. invertible.
Sea v un vector cualquiera no nulo de R®, y con la notacion w (s) = R(s) v
escribamos:

TGy —_} VIR () M7 (s) R(s) v ds - f" Y(syM™7 (s) w (s) ds 1)

Por otra paric, ¢l lema 2.5 permite afirmar que w (b) + 0 ya que v () y
dado que w (s) es una (uncion vectorial continua, se deduce su no anulacion en
todo un semicntorno de la forma (b-y, b], con lo cual:

Y= (ruar SR T ey =
viGv= [ Ewl () M7 (s)w(s)ds -I-jh_u wi M (s)w(s)ds =
----- P wh (s)M ' (s) W (s) ds>0

h

A partir (]L los dos lemas anteriores, no ¢s ya dificil demostrar que ¢l opera-
dor AW, /0 (() 0) es biyectivo de Dsobre si mismo.
Reescribimos las expresiones |10] en la forma:

U (s) =M™ () (BX(s) R(s) 60)

by =G (P RT ()M (5)8 X(5) ds - &) [12]
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y de cllas deducimos que si §X(s) = 81 = 0, entonces y en primer lugar v =0, y
como consccuencia 1" (s) = O. Por otra parte, dados §X(s) y 81 arbitrarios cn
[12] obtenemos Gnica dv de la segunda de Tas [12] y tuego tnica I (s) de la pri-
mera de cllas. Se verifican ast todos los requisitos para poder aplicar el teorema
de fa funcion implicita, y garantizar, por tanto, la unicidad local de solucién.
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