SUBISPACIOS DIE UN ESPACIO ESCALONADO DE KOTIE
K-ISOMORI‘OS A UN LSPACIO DI: SUCLSIONES

por

T JUAN C. DIAZ ALCAIDE

ABSTRACT

In this paper we characterize the subspaces of an echelon Kéthe space wich
are K-isomorphic to a sequence space. From the above mentioned subspaces we
characterize those wich are K-complemented sublattices.

Iin este articulo consideramos anicamente espacios vectoriales sobre el cuerpo de
los nimeros reales R y espacios medida (15, 4 ) localizables y con la propiedad
de los subconjuntos finitos (ver 7] ). Dado el espacio medida (E. 4 ). se dice
que A ¢ A4 cesun atomo si @W(A) >0y para toda parte Be ot (BT A se tiene
w(B) =06 u(B) = u(A). Sicl conjunto A ¢ -t no contiene ninglin dtomo se llama
puramente no atémico. Si todo conjunto de medida [inita es una union de ato-
mos, el espacio se llama puramente atémico. Se denotard por €2 (E) ¢l conjunto
de las Tunciones reales <t -medibles definidas en E. Identificando dos funciones
que son iguales casi por todas partes respecto 4 la medida g (en adelante abrevia-
remos esta {rase poniendo p-ctp) se obticne el conjunto cociente 4 (E). En ge-
neral no s¢ hard distincion entre un clemento de €2 (F) y su clase en Q (1),
Dada f e © (T) se define ei soporte de { como el conjunto

s(h={tc¢E: f(1)#0}

L1 soporte de { ¢ £24 (L) se define como el soporte de un representante de [
Por tanto dada { ¢ £, (I{), S(f) estd bién detinido salvo un conjunto de medida
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nula. Fsta ambiguedad no influye en las demostraciones ni en los resultados que
sc obtendrdn. Dadas dos funciones medibles f y g, el cociente (f/g) (t) sc supon-
drd definido como 0 cuando t ¢ $(g). La funcion caracteristica de un conjunto
AU E se denotard por Xy .

Ln un reticulo vectorial F, ¢l supremo (respectivamente el infimo) de dos
clementos X,y ¢ I se denotard por x V y, (respectivamente x A y). Dado x € F se
definen

X*=xV0 , x"= (xA0) , |x|—x*+x"

Lna seminorma P sobre un reticulo vectorial F se Hamard seminorma de
reticulo si P(x) = P(] x |) para cada x € F. Dicha seminorma s¢ dird p-aditiva si
dados dos elementos x,y ¢ I tales que x Ay = 0 se verifica (P(x4-y) )P =P(x)P +
+P(y)P.

Denotaremos por N el conjunto de los niimeros naturales.

Dado un espacio medida (E, -t ,u), sca {gk} keN Una sucesion creciente en
Q (E), tal que gg(t)= 0 paratodot e E, ke N,y

u(n{tel/ p)=0})=0
keEN
Para cada p € R, p 2 1, se define el espacio escalonado de Kothe de orden p
como

AP = AP, 4 ug) =1 Te 2 (1) /111 = S Pyedu<oo, v keN}

Si dotamos a A P de la topologia definida por las seminormas || » Ik .k €N,
y del orden definido por £ < g siy solo si f(t) <g(t) uctpen E,( A P, B )esun
reticulo vectorial topoldgico de Frechet, orden completo, normal (para las
demostraciones ver [2] ), con seminormas de reticulo p-aditivas.

Si e fa medida definida en la g-dlgebra de todas las partes de N, tal que
u( { n } ) = 1. para cada n € N, obtenemos un espacio escalonado de Kéthe de
sucesiones en el que el conjunto de los escalones { gk} keN viene representado
por una matriz (unk)“ ken donde ‘

0 <apk <ak*l Vk.neN
Denotaremos tales espacios por AP o por )J’(a,,k).
Los espacios escalonados de Kothe A P(E, .t ugy) y I'P(T,B..hy) se dicen

K-isomorfos si existe una biyeccion lineal G: A P -> I'P 1al que

J'l. | G(f) iPhdw = fl 11 iPeydu Vie AP, keN
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Un subespacio M C AP se dice K-isomorfo a un espacio escalonado de
Kothe si existe un 1P(T, 30, ) y una biyeccion lincal G:M — I'P que cumple la
igualdad anterior para cadaf ¢ M y cada k e N.

Lema 1.— Sea ¢l espacio escalonado de Kothe A\ P(I, 4 ugg). Para cada
Be¢ .t de medida linita, y para todo & ¢ R, &> 0, existe un conjunio A ¢ ¢
talque Xy ¢ AP ACB, yu(B A)<E&.

Demostracion: Sea B, = B. Para cada n ¢ N sea By =-{ xeBi;g(x)<n } . Enton-

ces B= U By ¥ por ser w(B) <o podemos escoger un Bn, que llamaremos By
neN

tal que u(B -B,;) < &/2.
Supongamos construida una familia de conjuntos {B,-} {21 verificando para
cadai--!,.. m
Bi<Biy v p(Big- B) <&/ 1)
y tal que

gi(x) < nj VxeBi , njeN,i=l...m (2)

A partir de By construimos

Bm" ={XGBm;gmll(-‘\") <ﬂ} neN
Cotonces B = U By ™ y escogemos un By, "m+1 que Hamamos By, + tal que
neN

HBm Bmap) <g2M

Se puede construir por tanto una sucesion de conjuntos { By } neN verifi-
cando (1) ¥ (2) para cadu i ¢ N {0} ‘

SeaA= N By . Porser { B, } neN contractiva, se tiene

n=x(

B A)y=u(B Q Bn) = u( V@B Bp))-
0 n=(

nz=>

= limp(B Bn)= lim u( U (B By))-=
n—=>= k=l

n—»

11 n
—lim (T (u(Bg. -Bx))< lim 2 (&/2%) =&
k=1 n—>e k=1

n->w-
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Veamos que X € .\ P. Para ello, tenemos por (2), para cada k ¢ N

fX\ dp—J, S g+ ) <o
c.q.d.

Posteriormente se necesilard el siguiente resultado (¢f. [6] para la demostra-
¢ion). que enunciamos solamente.

Lema 2.— Sean a y b nameros reales. Se ticnen las siguientes desigualdades:

(2<p<») fatb P 4+ ta-b P22 a P4 b IP)
0<p<g) l atb P +a biP<2(la P4+ b P)

Ln cualquicra de los dos casos. si p#2, se da la igualdad solo sia =0 6 b =0.

También se usard la siguicnie observacion. La p-aditividad de las seminormas
en un espacio A P implica la siguiente condicion : si fg =0 entonces
| T+g ||}: —IER + g lIf | para cadak e N.

Para cllo, basta observar que si [*g — O entonces | Mg | =i+ gl
[ LA Tg1=0.Asi, porser || * [ una seminorma de reticulo p-aditiva se tlcnc., si
f[e=0

e il =1l IR =0 C-F I g LI = CisE 1 g =1 etk + g lf

Lema 3.— Sca el espacio escalonado de Ki')lhc AP, & ugg)yseanfge AT,
Si p#£2. entonces g —O siy solosilti+g || +ilr el p =2(IIf ||p 4 ¢ IIk) para
cada k ¢ N.Sip:-2.420yeg=0,seticne fa =0 siy solo sif] [ I| = I'|Ii 4+
+ilghi. paracadak e N .

Demostracion: Para una p cualquiera. la condicion necesaria se cumple por ser
p-uditivas las seminormas v por la observacion previa al presenta Lema.

Para la condicion suficiemte, sca en primer lugar p72, supongamos
M(S(M 71S() ) > 0. Existird un k e N al que u(S(N) r S(g) N S(,.k) ) > 0. Supon-
gamos ahora que 1 < p < 2 (la demostracion es andloga para 2 < p <o)y,
aplicando la scgunda parte del Lema 2, tendremos para cada x ¢ S(f) N S(g)

H(x) +a(x) T Hif(x) - ex) P <2(11x) P+ 1g(x) 1P)



Subespacios de un espacio escalonado de Kothe K-isomorfos
Siademds x ¢ S(gi) entonces
(=) +e(x) P4 1I(x) g(x) M (x) < 20 1(x) 1P+, 20x) 1) (%)
de donde

G i? 411 ¢ Py ".p.i_ 5 P
Sy vsiey 042 0+ 1T 2 Dl < [ 20T + 1 g g

Por tanio

el + 1T g% = f (2 P+ 11 g Pgedu=

p - ' .
{S“) S“_’(II+! g 1P)ey dp+fs() S(f) (|I+g_ +if g, )gkfu-l

o P o i
Iy s O Mg "+ g (Dgedu<

Al Mo P ]
< Tgiy s TV EA T Gy gy 28 Pidn+

1P P — wIf P P —

=2 f, 1T Peedu [t Pedi) = 200 P - g D)
obteniendose que existe un k ¢ N tal que
gl #10F g g <200FH0 + g 1))

en contra de la hipotesis, luego dehe ser u (S(l) N (S(g) ) -0 y por tanto {g = 0.

l’um p =2 i1g ':k f" | f4g 1* s,kdu = fl {2 g du + f g° gkdu +

+ 2 f grdu . Lsta expresion es igual por hipotesisa ! 1 “k +llg ||7 de donde

I fug du =0.keN. Porser (20, g2 0, se tiene fgg, — 0 para todo k e N,
I, 16k g = k

luego necesariamente (g =0,

c.q.d.

Se usard con [recuencia el siguiente resultado (rf. [2]).
Letma 4.— Sea AP un espacio escalonado de Kothe. Si {fn} neN converge a f

en la topologfa © de las seminormas. entonces existe una subsucesion { r"k} tal

que lim fp (x) = 1(x) p-ctp.
Nk
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Proposicion 5.— Sea  \P(E. + 4L.82K) un espacio escalonado de Kothe tal que
(E, «t 1) no es una union finita de atomos. Entonces existe un subreticulo
cerrado de A P k-isomorfo a un espacio de Kothe de sucesiones Ap(zlij).

Demostracion: Supongamos en primer lugar que el espacio medida contiene una
parte A ¢ +t puramente no atomica, que podemos suponer de medida finjta por
la propiedad de los subconjuntos finitos. Se construird ura sucesion {An } neN
de conjuntos disjuntos dos a dos tales que An C A, y u(Ap) > 0 para cadan ¢ N.

Para cllo, sca A, un subconjunto de A tal que u(Ag)>0yu(A Ay)>0,y
supongamos escogidos Ay Ay, . . Ap disjuntos dos a dos de medida no nula y
tales que (A - _L(J) Aj) > 0. Como A es puramenle no atdémico, entonces

T
A U Ajlo serd también, v podemos encontrar un conjunto, que flamamos
i 0

r r+1
Ar+1 verificando p(Ar+1) > 00 A €A U Ajv (A U AN >0, luego
i=( i=0
existe la sucesion anunciada. Podemos suponer ademds, por el Lema 1, que
A P
Xa, € Al , para cada n ¢ N,
. . > . : P
Consideremos el subespacio M = { 2 g X-\i logeR, V jeNIN AP,
i=0 '
Veamos que es cerrado. Dada una sucesion de funciones de M { fn } n e\ que
comverge a { ¢ AP, podemos escoger una subsucesion que seguimos represen-
. 2 . H
tando por { (n} neN v que converge puntualmente p-ctpa f. Sify, = % o Xy,
‘ L - . o . i0
entonces, para cada i € Ny para casi tlodo x € Ay se Lliene

f(x) = lim [ (x) = lim oz;] Xy;(x)= lim oai"
n n n

con lo que {q } nen converge a un valor que flamamos o; y se tiene
flx)= 2 05Xy ¢ M
i=0

Veamos que es un subreticulo. Dadasf.g e M. = 2 o5 Xa5,27 T Bi Xy,
Y § RV o e iz0 i20
se tiene, para cada i € N v para casi todo X € Aj

(FAR) (x) = 1(x) A g(x) = aj A Bi, de donde TAg— 2 (a5 ABi) X4 que

iz
pertencee a .\ P por ser normal, y por tantoa M. Scan u"k - f\
. p . . Lo
que exisien por ser X € AP n ¢ N. Consideramos cl espacio de Kothe de suce-
! . . .y -1 -
siones Ap(zl“'{) y sea T: AP - AP definido por T((an)n) = £ an Xy pe Fesun
nz20

gedu  nkeN,

operador lincal inyectivo, y si (an) € AP se tiene, por ser los A; disjuntos dos a
dos

1)t} = X an X, " ekdu - 2 [ Xapskdu= X jan Pan
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para todo k ¢ N, lo que demuestra que T es un K-isomorfisino sobre la imagen y
M=T(AP).

Supongamos ahora que (E, A ) ¢s un espacio puramente atomico. Como
consecuencia de las hipdtesis, podremos encontrar al menos una infinidad nume-
rable de dtomos {./\n } nen- Consideramos el subreticulo S = {fc AP
S(t) ¢ klEJN Ak } . S es cerrado pues, si { (I } nex converge a ¢ A P, exisle una

subsucesion que converge puntualmente a [ g-ctp y por ser $(fn) € U Ay para
cada n ¢ N, se tiene S(f) © U Ay. ke
kEN
Iis sabido (rf. |3]) que una funcidon médible en un espacio medida cualguicra
toma un valor constante sobre cada dtomo. salvo un conjunio de medida nula.
Considerando esla observacion. la demostracion a partir de ahora es andloga a la
de la primera parte, sin mds que notar que la definicion del subreticulo S coin-
cide en este caso con la del subreticulo M antes definido.
c.q.d.

Lema 6.-- Scan L un reticulo de Fréchet, IF un reficulo vectorial topologico
metrizable y T:IL = I' un operador positivo. Lin estas condiciones T ¢s continuo.

Demostracion: Si T no cs continuo. por ser E bornoldgico, existird un conjunto
acotado con imagen no acotada. Notemos por Pi(.) (respec. Qg (.) ) las seminor-
mas que definen la topologia de F (respec. TF). Podemos escoger una sucesion
{xn } ren de elementos positivos tales que el conjunto {Pk(x"); ne N} estd
acotado para Lf)do k ¢ N y tal que existe un k€ N verificando | Qko(T-‘(n) i>n3.

Scar= 3 xuin? que existe por ser E completo. Para cada ne N 2 2 xp/n?,
n 0

por tanto T(z) = T(xp/n?) = 0 con lo que Hegamos a la contradiccion
Qk (T(2) ) = Qk, (T(xn 'n?))>n.neN. Luego T ¢s un operador continuo.
c¢.q.d.

Ln el proximo teorema caracterizamos los subespacios de un espacio escalo-
nado de Kothe que son K-isomorfos a un espacio de Kothe de sucesiones, Usare-
mos la siguiente notacion: dado un subconjunto C de un espacio vectorial topo-
logico, representaremos por sp(C) la adherencia del subespacio generado por C.

Teorema 7.— Sea N P(E. . ugyg) un espacio escalonado de Kothe y AP(a;!) un
espacio de Kothe de sucesiones. Si T: AP > AP (I < p < oo, p#£2) s un
K-isomorlismo sobre la imagen, entonces existe un sucesion {l'n} gen AP
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verificando [}, i, =0, n#m, tal que T(AP) = sp( {fn }). Para p =2 se obticne el
mismo resultado siendo T un orden isomorfismo.

Demostracion: Sca cj€ AP la sucesién cuyo término j-ésimo vale 1 y los demas
son 10dos nulos, Se: m fn=T(en),ne¢N,

Para p#2, como cpem — 0, nn, se tiene por la p-aditividad de las semi-
normas,

dTeptem “E +llen e |||ll: =2(|l ep “'E + ey '|]1:) V k.nym e N, n4m
Por ser T un K-isomorflismo conserva las seminormas, luego se tiene
1T Cen)FT(em) I +1T(en) Tlem) I =201 TCen) I +il Tlem) 1F) ke N
v aplicando ¢l Lema 3 se obticne
Tey) Tleyy) =0 VnmeN n#m

Cualquier otro elemento de T(AP) seri de la forma I( lan, )=T( Z Gn“p) ~
24 anl(en) = \ 0‘nln ¢ 9]’( v fn l)

Por ulllmo dddd fe sn( \ i,,j ), t—hm hy,. siendo ihn} neN de Cauchy en
sp( { [} 1 ). Por ser 1" un K-isomorlismo s¢ tiene que ({ hp } n) es de Cauchy
en AP, Si llamamos u = lim T '1({ hn} nen) entonces £ =T(u) ¢ T(AP).

Para p — 2, unicamente hay que cambiar la demostracion de que
T(cn)T(em ) = 0. Por ser T un orden isomorfismo v en A ey =0, n##m, s¢ licne
T(ep) A T(ey) =0y de aqui T(en)T(em) = 0. Aplicando el Lema 6, T es isomor-
fismo topoldgico. A partir de aqui la demostracién se sigue como en el caso
anterior.

c.q.d.

Nota 1. Para p — 2 se puede obtener un resultado algo mas general. Lin efecto,
supongamos que T: A% > A 2 ¢sun isomorfismo Lopologico sobre la imagen, tul
que T(en)T(em) = 0, para cada num e N, n#m, v verifica en el S(T(ey) ). que
se(T(en) ) =( l)k("’ donde sg( ) representa la funcion signo v k(.) es una apli-
cacion del L()II_]LHI[() N ¢n 11 2; Entonces se puede encontrar un orden jsomor-
fismo To: A* => .\ 2 wal que To(A?) = T(A?) con la que se obtiene para T el
resultado del Teorema 7.

Para ello, considercse el operador P: A2 = A% definido por P( { ap 1) =
= ’( ‘)k(" ), } Lis claro que P es un K-isomorfismo. Asi pues, T, = T-Pesun
isomorfismo sohre la imagen tal que To(A?) = T(A?) y si {on } nex 2 0 se tiene
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To( 2 anen) =1(P(Z anen) = 2 ( DM 0 T(en) >0

con lo que T ¢s un orden isomorfismo.
Nota 2: Veamos con un cjemplo que no puede sustituirse, Ta hipotesis de orden
isomorfismo por la de K-isomorfismo, en el caso p = 2. Sea ¢l espacio de 1.cbes-
gue L? (J0,2]) con la norma || { || = (f: 12 din)! 2 donde m es la medida de
Lebesgue. Scan las funciones

f1 () = x X[o.1] (%) : () (3% 2) X[ 1](x)

() = X[+ 1G04+ 1 0)(%) i3

por ser _[,')1 %(3x 2)dm =: 0, s tiene para cada a,b ¢ R

[ afy+bfy 1% = [ (ax+b(3x 2))* dm = [ (ax)*dm + [ (b(3x 2))*dm +
o 0 0

2

+ 2ab _g x(3%- 2)dm — || afy [|* +i] bfy ||? n
Se definen para cada n e N, gy = /!l f I, y ¢l operador T: 12 - L? que aplica
{ Mn } nex €N 2 yngn. Por ser las funciones gj, i 2 3, disjuntas dos a dos y dis-
h & : )
juntas con gq.g,. v por la igualdad (1), se tiene

I en )P =% yogn 17 = 2 (2 yngn)® dm = (5181 vaga)? dm +

g2, Gig) din =2 (g dm + 7 (vag) dm + Z, [y (vigy)*dm =

_ 5 . 2. LR 2. ' )
= 2 lyatn P = 2 vy 2 =l {vn }I?
nEN néN '

lo que demuestra que 1 estd bien definido v es una isometria, luego sp( { £n } ) es
isométrico 4 un espacio de sucesiones, pero no existe una familia de funciones
{ hn } ne\ con soportes disjuntos dos a dos tal que sp( { .‘_-?,n} )"513({ hy } ). Si
existiese dicha lamilia, entonces .05 ¢ sﬁ({ hy, } ): por ser las hy disjuntasy por
la demostracion de la Proposicion 5 se deduce que Iy = % aphy . I — % buhy .
Existird un k € N tal que Ag = S(hy) M S(fy) N S(f,) tiene medida positiva; se
ticne, para casi todo x ¢ Ay,

x=Tp(x)=aghe(x) , 3x 2=-03(x) —bghg(x)

con lo que x = (ag.’by) (3x 2) en un conjunto de medida positiva lo cual es
absurdo.
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Definicion.— Sea N\ P(E, .« uge) un espacio escalonado de Kothe de orden
p. p = L. Se dice que un subespacio M CAP es K-complementado en AP si exis-
te una proyeccion P de A P sobre M tal que

5, VP [P, du < Uf Pg, du VkeN, fe AP

Es claro que todo subespacio K-complementado es complementado. Es
conocido que un espacio 1L.P(v) contiene subespacios isomorfos a 1P que son
complementados con proyeccion contractiva. Estudiaremos la generalizacion de
esta propiedad para los tipos de subespacios con los que estamos trabajando.
Necesitaremos usar ¢l concepto de esperanza condicional y un resultado sobre
K-complementacion de subreticulos de espacios escalonados de Kothe demos-
trado en {4].

Se sabe que si (B, ot ) es un espacio medida o-finito y e LI(E, + u)y 8
¢s una sub-g-dlgebra de £ | por el teorema de Radon-Nykodym existe una fun-
cion f-medible, Grica salvo un conjunto de p-medida nula, que notaremos
&(B.) () 1al que

f, fdu = f, &(@w) (Ddu VA B

La funcion &(8.u) (1) recibe el nombre de esperanza condicional de f res-
pecto ¢ la medida gy a la o-dlgebra 3.

Dada fe¢ A P(E. 4 uge)notaremos por A" la o-dlgebra + restringida al
S(M). Si M es un subreticulo vectorial cerrado que contiene a f, se representara
por B(M), (o solo por ff cuando no haya lugar a posible conflusion), la g-dlgebra
de los conjuntos A ¢ S(M) tales que existe una funcién h ¢ M con S(h) = A (ver
[3] para los detalles). Para cada k ¢ N se considerard la medida vy (A) = f;\ fpgkdu
Ac 7 20, asi como el espacio medida (S(I), «t°, ») y fa esperanza condi-
cional &‘;(,’J’f,l"pgk) (h/t) de la restriccion de la funcidon h/f a S(N), respecto a la
o-dlgebra 8; vy la medida . Se prolonga la definicion de esta funcion a E,
haciéndola nula en E - S(T).

Teorema 8.— Sca A\ P(E, .« M8 ),p 2 1, un espacio escalonado de Kothe. Un
subreticulo vectorial cerrado M de A P ¢s K-complementado en A P siy solo si
pata cada [ ¢ M. £ 20 y cada h ¢ .\ P tal que S(h) C S(f), se ticne que cada fun-
cion 8(Bp,17g, +1) (h/1) coincide p-ctp en S(g,) con &(Bp. gy ) (hiT), para cada
k e N.

Este Teorema se ha demostrado en [4].
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Lema 9.-- Sca (E, t ) un espacio medida puramente no atbmico y dos funcio-
nes medibles 17y g con u(S(f) N S(g) ) > 0 tales que para todo 1 ¢ R existe un
Are 0 A;p C S(N) U S(g), de medida no nula y verificando f(x) # rg(x) para
cada x € A(r). Entonces existen Co,.Cy CS(DUS(R), Co.Cp € 4 de medida no
nula, tales que

sup  (f/g) (x) < inf (f/g)(x)

x€Co ACCy

Demostracion: Sc suponce en primer lugar que u( (S(f) S(g) ) U(S(z) S(N)>0
y s¢ consideran, para cada n e N- { 0 }

An = { x: ffg(x) = l/n} Bn '—-{x; fle(x) < l/n}

Se tiene que S(N) N S(g) = U (Ap U By), luego existe un ng tal que
S ]

n=1
u(An)>006 #(Bp ) > 0. Supongamos que sca u(An,) > 0; se toma entonces
Ci = An,y Co = (S A S(g) ). En caso contrario, se toma C, = Bn, ¥
Ci ~(S(D) A S(g)) con lo que s llegaria al resultado ya que f/g(x) =0 para cada
x ¢ S(1) A S(g).

Supongamos pues que S(I) = $(g) y llamemos A, a este conjunto. Sean
Aot = { x: ffa(x) > 0} Ao {'x; flg(x) < ()} .Seticne que Ag =Agt UA, ™ ;
si Ag" y Ao tienen medida positiva tomamos Cy = Ay "y pira encontrar Cy se
considcrzﬂl, para cadan e N { 0 } (A = { x: ffg(x) = 1/n } . Se tiene que
Ay = "L__{l (Ao luego existe un conjunto (Ao)n, de medida positiva; toma-
mos este conjunto como €y y quedarfa demostrado el resultado.

Supongamos ahora que u(A, ") =0, asi pues, Ay = Ap* p-ctp.

Seun

A" ={xc—‘/\(, yn < ffg(x) < n+l } neN
y scd
no =inf{neN; uA,")> ()}
Si existiera un ny; € N, con ny =n, + 2y u(A,"1) > 0, se toma Co =A0"" y
C, - A(,n‘ lo que concluiria la demostracion. En caso contrario, u(A,") - 0,

i 2 ny + 2;si llamamos A, al conjunto A, oy Aon"H ,setendrda A; CA,
y m(Ay A1)=0.
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Se consideran cn csie caso

a; = inf ffg(x), by = sup f/g(x)
xCA XCA,

Ly = {xeAy: 11g(x) = (ar +b1)/2 }

1™ = {xeAr; f/g(x) < ((ar+by)/2)- 1/n} n>l
D" ={xeA;: /g(x) = ((a,+b,)/2) -1/n } n>1

Sctiene A; =F, U( Gl L™ U{( Gl Dy ™). Si fuese u(l:;) > 0, como no
n= n:

pucde ser p(A; E;) =0 ya que entoncees se tendria f(x) = ( (ay +by )/ 2)e(x) para
casi todo x en Ay, siendo A; =S(I) U S(g) p-ctp en contra de la hipdtesis, tendra
que existir n 2 1 tal que u(l, n) > 0y obtenerse el resultado tomando Co =1; ™,
C, = L.
Si fuese u(li;) =0 puceden darse lﬁl‘os casost
a) Existen no.np = 1 tales que u(I, ©) >0y p(Dy71)>0, conlo cual s¢ toma
Co=1"c,Cy=D" 1.
b) u(1;™) =0 para cada n =1 6 u(D,™) -= 0 para cada n > 1. En este caso se
puede suponer, sin pérdida de generalidad que u(1,™) =0, n > 1,y se definen

."\2 == Ol Dln . da '—(2]1+bl),i2 ,b-z '_bl

n=
teniendose
- Y = n -
(Ao A2) =m(Ap- A) (A A)=0+u(@,V( U 117))=0
nz=1

Vamos a seguir un proceso inductivo y veamos que se llegaria a una contra-
diceion si se repitiera indefinidamente el caso b).

Supongamos pues construida una familia de conjuntos. { A } jl-'(-'() decreciente

\.’
y 1al que para cada i < K se tenga

(Ao A =0 i=

V
~~
N

Aj '{\ o [ip(x) e [agbi) } izl (2)

[anbi) € [ajy.bia ], by aj=(biy aiq)2. i=>2 (3)
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Definamos entonces, repitiendo el proceso,
B ={xcA i fla(x)=((a+b)/2)}
B ={xeAg: flax)<((a+b)2) Un} n> |

D" ={xeA; flag(x)=((q+b 2D +1/n}  n>1

Por un razonamiento andlogo al anterior, la conclusion se sigue si u(E, ) >0
O si existen ny , np tales que u(lk“O) >0, u(l)knl) > 0. En caso contrario,
supongamos u(l, ") = u(E, ) = 0 para cada n > 1, y delinamos

'-\k+1 - nL_)] [)k“ . 'd.k+1 -—(Elk-l'l')k);'2 . hk+l =bk

Ls claro que u(Ay Ap4p) = 0 teniendo en cuenta (1). Ademds se verifican (2) y
(3) para i = k+1. Obtendriamos pues una sucesion decreciente de conjuntos
{ An } nen verificando (1),(2) si n 2 1.y (3) para n 2 2. Llamamos B al conjun-
Lo interseccion de los Ay, n ¢ N, v se ticne

u(Ao B) =u(A r;?l‘) An)=u( V(Ao -An) )= “1[:1 (A Ap)=0
fla(x)¢ N Jap.bn]l=peR ., xeB
neEN

con lo que {(x) = pp(x) para casi todo x en Ag (Ag = S(N) U S(g) p-ctp) en con-
tradiccion con la hipdtesis del Lema. luego no puede construirse tal sucesion y
hay un paso cn el que se detiene el proceso inductivo

¢.q.d.

Nota.— Si (E, .t ) ticne la propiedad de los subconjuntos finitos, entonces pue-
den tomarse C,,,C; de medida finita no nula. Para cllo, si hemos encontrado
Co’,Cy verificando la tesis del Lema, tomamos Co, C Cy", €y € €7 ambos de
medida finita no nula.

Entonces

sup Fa(x) < sup fg(x)< int flag(x)< inl [/g(x)
x€Co €C}, X EC) x€C

Podemos enunciar ahora nuestro principal resultado.
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Teoremaq 10.— Sca A P(E, +.p.8) un cspacio cscalonado de Koihe y sca
S=sp( { fn } n=y), con fuliy =0, n # m, un subreticulo cerrado de AP, Sea
An = S(fn) para cada n € N. Entonces S ¢s K-complementado si y solo si los
escalones gy son proporcionales dos a dos sobre cada Ap, salvo un conjunto de
medida nula.

Demostracion: Para la condicion necesaria, supongamos que no hay proporciona-
lidad sobre cada A,, luego cxistiria un ng ¢ Ny dos escalones, que podemos
suponer consecutivos gy .gk+1 tal que, para todo r € R se tienc
gkx..\n“ #+ rngX_,\"u en un conjunto de medida no nula. Sc verificara que
u(An, N S(gx) ) > 0 ya que en caso contrario podria ponerse gg(x) =
= 0gy,1(x) para casi todo x en Ap cn contradiccion con nucstra suposicion.
Por ser S un subreticulo y tener las {unciones fy los soportes disjuntos, sc tiene
que ¢l signo de fj es constante sobre cada Aj, j € N, luego sp( { l'j })-'s;')( {sg(fj)t'j });
ast pues, podemos suponer que fj = 0 para cada j ¢ N.

Para simplificar 1a notacion sean A = Ay . f= l'"() .

Obsérvese que By ¢s la o-dlgebra generada por A y por los conjuntos de
w-medida nula de 4, ya que dada una funcion g € S con S(g) ¢ A sc tiene nece-
sariamente S(g) — A p-ctp. Luego las tnicas funciones fp-medibles son de la
forma rX,, r € R, salvo un conjunto de medida nula. Se tiene, dada una funcion
he AP con S(h) ¢ S(N

&EBptTg) (W) = r(h)X g ek
&(Be.Pege1) (WO~ ray (h)Xa re+(h) € R

Verificindose, por definicion de esperanza condicional
Iy hfP Vg du-re(h) £y tPgdu 0

f.-\ hi? Y= e (M) [y fpgk_l_]d”

Por ser S K-complentado, aplicando ¢l Teorema 8, se tiene r (W)X, =, ()X,
en ¢l conjunto S(gg), luego e () = rg+1(h). Despejando de (1), se tiene, para
cadahe AP h=0,h#0,con S(h) C S(f)

(f, B gy [ (S, Peyde) = (F, b gy du) [ (J, Pgeay du)

y si llamamos 0 a Ta constante ( f, Po w1du) / ( Iy Py, du) >0, se tiene

N hiP-1 g o du =7 [ WP g du (2)

)
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Ahora, por g1 Xy no proporcional a ggX,, s¢ pueden encontrar, por ¢l Lema
9, conjuntos C,, C; de¢ medida finita no nula contenidos en
S(2 +1XA) Y S(8xxa) = S(2k+1 X4 ), verilicandose

sup gppfg =M <m=inf g ., /g
XCC X€EC)

Puede suponerse, por ¢l Lema 1, X¢, , X¢p €\ P Llamamos h; ,i=0,1 , alas
funciones X¢:, . X¢;, - Es claro que S(hy) C S(I), hj 2 0, h; # 0, luego se ticne,
por (2)

S it g du=n bl gedu i-0.,1

Por ser S(h;) © S(g,.1X4) se ticne que [, hilP g ., du>0,i=0,1; como
Ek+17A ! A k+1

1> 0. debe ser también J hil?~'g, du>0

Se consideran ahora las siguientes desigualdades

n f(“-“ 1.p_lgkdl‘l -n ,'-A h()fp_lgkd“__ f\‘ hol.p-lgkﬂdﬂ—'

[Pt

_ f(’_() I'p"lgk+|dl~1<M _f(:() grdu

n f(?| " du=n f.‘\ hy (P, du = f_\ hll'p"gk_._ldu—

= j;:l P1o  ydu=m fcl (P-1g du
de donde se llega a la contradiceion n <M < < n luego debe ser g, 4 propor-
cional a g sobre Ay .

2ara la condicion suficiente. podemos suponer, cambiando si fuese necesario
la definicion de las funciones g , k ¢ N, ¢n un conjunto de medida nula, que
para cada nk ¢ N existe r, ™ ¢ R tal que g X =", o Xap,

Sea una funcion [ e S, [ 2 0. Existird un subconjunto de la familia
{ Ap } neN Tinito o infinito numerable cuya unién constituye ¢l $(f). Supondre-
mos $(N = U An 1 la demostracion es andloga en cualquicr otro caso. 8y es la
u-dlgebra generada por los conjuntos de p-medida nula de A y porlos A, n e N.
Lucgo las funciones By-medibles, por ser los Ay disjuntos dos a dos, son de la
forma 2 opX,, salvo un conjunto de medida nula. Sea una funcién h e AP
con S$(h) € S(f); por la observacién anterior. s¢ tiene éﬁ(;’if.l'pgkﬂ) (hify =
-2 apXy,, O € R verificindose por definicion

[y b g du= [ 8BuPen) (WDPey 4 du =

- Z_“ G f X\ n ip!"‘k"‘l dIJ \!"/\ ¢ i’jr‘ (3)

nz0 A
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Tomamos un conjunto A ¢ 8y cualquiera; A serd, salvo un conjunto de medida
nula. una union finita o infinita numerable de clementos de la familia
{ An } nen - SUpongamos A = i Ag(n) donde ¢ es una aplicacion inyectiva de
N en N ; la demostracion es andloga en otro caso. Lsando (3) y la hipdtesis de

proporcionalidad de los escalones gy . se tiene.
P -1 -y P -1 ) . N _k P -1 -
f_\ ht* Vg du % J__\(_;(n) hi gy du % To(n) _f.‘m(n) g du

- K . - -y g Pk _
%1' Ty %o(n) f_-w(n)‘ By du = an %G (n) f.\u(n)‘ Fonyek+1du =
= ) iP = ) X rpﬂ duy =
Z %on) Loy T exdu fy Z o)X a0k du
= f T ogmXaom T 2 Xy Pydu =
fa ( . gm)*Ao(n) i(:'\-(}(l'l)l APt ek

= J 8GBnPegar) (WHPg du

Con lo que se tiene, para cada A € 3¢

J WP edu= 1 & B yee) (WD Pgdu

v por definicion y unicidad de esperanza condicional. debe ser, en cl soporte
de gy

E(31Pe+1) (W) = 8B P ) (WD) v he APS(h)< S

v aplicando ¢l Teorema 8 se obticne la K-complementacion de S.

c.q.d.

Corolario 11.— Dado un espacio escalonado de sucesiones AP(ai)) existe un
espacio escalonado de Kothe A PE. 4 .2 ) con (E. 4 ) puramente no
atdmico que contiene un subespacio K-complementado y K-isomorfo a AP,

B,

Demostracion: Se considera el espacio medida ([0.1], & .dx), donde M6 cs
la o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles v dx la medida usual de
Lehesgue.  Construimos  en  dicho  espacio  una  sucesion  de  conjuntos
{.-\,‘, Vaen € M de medida no nula y disjunios dos a dos. Sobre {0,1] deflini-
mos [os escalones

g X (f, dx) ! afXy, (x) VjeN
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Consideramos el espacio -\ P(]0,1], & Ax.g) v ose define fa aplicacion lineal
Tde AP en AP que aplica {a'"} nex enlafuncion 2 anXy
) n

T an I = Sy o Xap) Pedx s X Iy, fom | Pgdx =
N n

k
I

=2 ? f.-\n( I

n A ]

dx) 'aKdx= 2 @y Pa VkeN
n

Luego T es un K-isemorfismo. ls claro que es un orden isomorfismo; ast, T(AP)
es un subreticulo cerrado de A Py por Ja forma en que se han definido los esca-
lones, constantes sobre cada Ay, es inmediato comprobar las condiciones del
Teorema 10y por tanto la K-complementacion de T(AP).

c.q.d.

Como una segunda consecuencia se verd la existencia de un espacio escalo-
nado de Kothe que no contiene ningln subreticulo K-isomorfo a un espacio de
sucesiones gue sea K-complementiado.

Ljemplo.— Con la notacion del corolario 11, sea A\ p([(),l], H.dx hy) donde
hp(x) = x' kK No se puede encontrar un [0.1] un conjunto de medida positiva en
el que dos escalones sean proporcionales.

Nota: Actualnente, el autor del articulo ha demostrado, si p#2. que la hipotesis
de subretfculo es innccesaria en el Teorema 8, probando dicho Teorema para
subespacios en general. si p=2, ¢l Teorema 8 es cierto para subespacio gencrados
por funciones de soporles disjuntos dos a dos. Iisto permite probar (con algunas
modificaciones en la demostracion), que el Teorema 10 es cierto si se sustituye
la palubra subreticulo por subespacio. Todos estos resultados forman parte de
Tesis del autor (Tesis Doctorales de Granada. Granada. 1983).
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