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1. LATLEORLIA GRAVITAZIONALL D1 BRANS-DICKF:

E noto che in base al principio di Mach, Finerzia dei corpi dipende dalla
influenza della materia lontana. Ne segue allora che la relativitd generale di Lins-
tein deve essere perfezionata aggiungendo al campo gravitazionale tensoriale g; ,
un campo scalare ¢. Secondo C. Brans cd R, [l. Dicke [1], tale scalare & legato
alla costante della gravitazione di Newton g (che si considera variabile) dalla rela-
zione ¢ = 1/g, ed il campo ¢ ha le dimensioni (M 173172),

Per ottenere le nuove equazioni della gravitazione, ocorre partire dal princi-
pio variazionale

a.n SSIoR+(I67¢H) L -wo p2)d* xv/ g =0
dove Y, = 0,0 ¢ Y2 = YsW¥, mentre w ¢ una costante. Variando prima le com-

ponenti del tensore metrico ¢ le sue derivate, e poile ¢ ¢ le g, otleniamo le
equazioni del campo gravitazionale scalare-tensoriale di Brans-Dicke:

. ] _
Rix s R ¢ Y(Vivk gik¢)+

(1,2) (67 W1 e — g 91 = (B¢ ) Ty

* lavoro eseguito nelf’ambito del Gruppo Nazionale di I'isica Matematica del Consiglio Na-
zionale delle Ricerche ([talia).
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dove abbiamo posto

(1,3) L16= Vs ¢ = 28 (v' vV 1)
Molliplicando [a prima cquazione (1,2) per g“‘, si deduce che

(1.4) R+3¢ 0o +wd? Y2 =Brao' )T

¢ sommandola alla scconda equazione (1,2) otieniamo I'equazione del campo
scalare @, cioé

(1.5) Hg=|8n/(3+2w)e* |1

Nel caso di un fluido descritio dal tensore energetico
(1.0) Ty = (0 b pic?) uyug 4 p g

dove p ¢ la densjtd materiale ¢ p la pressione, si ha
(1.,7) T=3p uc?

¢ poiché la parte dovuta al campo elettromagnetico si annulla, nella cquazione
del campo scalare non vi ¢ contributo del campo clettromagnetico, Fsso intervie-
ne invece nella prima equazione.

l_a teoria di Brans-Dicke si presta perd a varie critiche, perché introduce un
campo scalare estranco alla geometria dello spazio-lempo. Inoltre. poiché essa &
dedotta da un principio variazionale, modificando la lagrangiana si possono for-
mulare nuove teoric del campo scalare-tensoriale [2]. Si ¢ cercato allora di geo-
metrizzare il campo scalare ¢, ampliando opportunamente la geometria dello spa-
zio-tempo. ma la via da seguire ¢ indeterminata. ¢ questo pud essere fatlo in vari
modi.

2, LEFTLORIL UNLIAREE DEWIYL B DLJORDAN-THIRY

La tcoria gravitazionale di Einstein pud essere gencralizzala collegandola a
quella clettromagnetica, cd allora si ottengono le ~“teoric unitarie™ della materia
e dell’clettricitd. Ma anche in questo caso la via da seguire ¢ indelerminata, ¢ si
possono costruire molti tipi di teorie tra loro assai diverse.

Per esempio. nella teoria unitaria di Weyl | 3] si introduce la connessione

(2. Fa={h} @@l e +8h g ~aa é)
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dove 4 ¢ il potenziale cletiromagnetico, ¢d w ¢ una costante. Partendo da un
principio variazionale, si ricavano le equazioni di Weyl

1 ‘ 1, .
Rik 5 Ry -0 W? | ¢ 503 ¢ Dl =
(2,.2) =x (g 7 J"Zl'rs F™ 2i)
Vb = (3 w?in) g con g* =, o*

dove 'y, = Rot @ ¢ il campo clettromagnetico. Dalla prima equazione, molti-
ik NS o
plicandola per g'®_si deduce che

~
I
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A

(2,3)

Nella teoria di Weyl, il campo elettromagnetico viene interpretato geomelri-
camenle come “‘curvatura di misura”, nel senso che nello spazio-tempo di Weyl
le lunghezze cronotopiche non sono piit invarianti, cosa che & poco soddisla-
cente.

Inveee, nella teoria unitaria di Kaluza-Klein, le equazioni gravitazionali di
Linstein vengono estese allo spazio a 5 dimensioni [4]. Poiché 1a 5. coordinata
non ha un chiaro significato [isico, cssa ¢ stata interpretata de Veblen in termini
di geomerria differenziale proicttiva |5]. Successivamente, la teoria di Kaluza-
Kiein ¢ stata gencralizzata da Jordan ¢ 'Lhiry | 0], i quali introducono una metrica

S-dimensionale y 4 13 (con AB = 1,2 .. 5), ¢ pongono
74 .= ¢ . ~ - 52
24 Yis = W @i : 155 Y

[l potenziale elettromagnetico & allora dato da
95 VI (2
(2,5) i Yis TYss = W00

In consceuenza s = 1, ¢ supponendo che 95 = 0, si ha

(2,0) Fik = Rotg; 1 L5 =0
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Le equazioni di linstein generalizzate si scrivono allora cosi, in forma 4-di-
mensionale

Rgiy (0 @22 rg + 7 Feg F™ gi) F
2.7 ¢ (Vi g6 =xTi
WV (9 FF)=2x¢" Tis

2RI3WE 12 =4xTss con I =F_ '™

dove Ry ¢ Vi sono calcolato rispetto alla metrica giy, ¢ si ha
(2,8) Tap—Muaup

che generalizza il tensore energelico “materia-pura™ della relativita ristretta.
Dalla prima cquazione (2,7) si deduce che

(2,9) R+3¢! Ug=x1
e soslituendo nella 3.2 equazione segue che

(2,10) 3N+ w2 )= 2xdp (2155 4 1)

In particolare, per ¢; — 0, otieniamo le equazioni del campo scalare-tenso-
riale

N 1. , .
Rik Rew ¢ "(Vivk ik O0¢)—x Tik
2.11) 2

Invece la (2.10) si riduce alla
(2,12) 3Lig—x9(2Tss +T)

Possiamo quindi concludere che 1a teoria di Brans-Dicke non é deducibile da
quella di Jordan-Thiry, ma la contiene solo nel caso in cui si ha w = 0, Perd an-
che la teoria di Jordan-Thiry é poco soddisfacente, sia perché non di una adegua-
ta interpretazione fisica della 5.2 coordinata, ¢ sia perché il tensore encrgetico
Tap viene costruito in modo arbitrario.



La relativita generale proicttiva ed il campo scalare-tensoriale 119

3. LI LQUAZIONL DI MAXWELL 1. DI EINSTEIN GLNLRALLZZATE

Abbiamo visto nei precedenti lavori [7] che 1a indeterminazione nelle teorie
unitaric pud essere Llolta perfezionando prima in modo univoco la relativitd ris-
tretta, ¢ cioé passando afl’(Universo di De Sitter a curvalura coslante, che viene
studialo con i melodi della geometria proietliva classica. Si otticne cosi la ‘‘rela-
livitd speciale proiettiva” (RSP), ¢ le cquazioni di Maxwell gencralizzate, inva-
rianti per il gruppo di FFantappié, ci descrivono il campo magnetoidrodinamico
11, a 10 componenti. Vienc in 1al modo stabilito un primo legame tra materia
cd clettricitd, rimanendo con una teoria gruppale.

Se poi supponiamo che la materia-clettricitd producono una curvatura e
torsione locali nel cronotopo di De Sitter, otteniamo la “relativitd generale
proiettiva™ (RGI), nella quale le equazioni di Finstein generalizzale sono scritte
in modo univoco

(3.1) R,y - 5 RYap=XTas

dove v, ¢ la metrica S-dimensionale, ¢ Ty, ¢ il tensore energelico del campo
magnetoidrodinamico

| .
> " . 8 RS .
(3.2) Tap =g 5, + 2 Hypg 177 704

Poiché tali equazioni, in coordinate armoniche ([J x ™ = 0), si scrivono cosi,
in prima approssimazionc

(3,3) Uvap=2xTay

ne deduciamo che le v 5y hanno il significato fisico di “‘potenziali gravitaziona-
li” ¢ sono strettamente connessi -alla struttura del tensore energetivo del campo
magnetoidrodinamico, Ne scgue che nella nostra teoria le s non sono pill i
potenziali elettromagnetici, mentre yss ¢ un potenziale scalare legato alla azione
del campo magnetoidrodinamico.

Nel precedente Tavoro [8] abbiamo scritio le cquazioni generalizzate di
Finstein nel caso del campo gravitazionale vettoriale-tensoriale, ed abbiamo otte-
nuto delle ecquazioni simili a quelle di Jordan-Thiry (per ¢ = 1) ed a quelle di Ve-
blen. Adesso ¢i proponiamo di studiare le equazioni (3,1) nel caso del campo gra-
vitazionale scalare-tensoriale (per il quale v;5 = 0). A questo scopo ¢é necessario
estendere le lormule della derivazione proicttiva al caso della RGP, nella quale le
coordinate proicttive sono date da

(3.4) xi=xi? : XS =rat!
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dove abbiamo posto

(3.,3) A% = yes + 2 715 KU1 F g xIXEE

Occorre allora utilizzare la formule [9]:

(3.6) 3¢ = AN AN ) 1 15 o= TN (N x*ANAN ¥)

dove N ¢ il grado di omogeneita della (X4 ) rispetto alle X 4 . Se tenjamo presen-
ie che

(37) i)i A= :E_l (Xl + Yl)

otleniamo le nuove formule

Div= e+ NAT (X1 Y)s
(3.8)
rds o=ctNg x3[NAT (X + Yo+ oty g

Nel caso della RSP, siha <= A, X; = x; : Y; = 0, ed allora ci riduciamo alle for-
mule pitr semplici

(39) p=Adw+(NAPK g 5 1050=(NA) ¢ AX sy
['atta questa premessa. facciamo I'ipotesi che xbr ~ 0, ¢ cioé supponiamo
che la distribuzione materia-clettricitd produca una perturbazione locale del cro-
notopo di De Sitter. Avremo allora
(3.10) t=¢ ; Xi=¢i 1 Y=oy
¢ quindi le (3.8) si riducono alle
(3.11) Die=0dg+ NG (B+ov)  r1dv=Noy
Se ¢ riferiamo alla teoria scalare-tensoriale (¢; = 0), abbiamo

(3.12) De=¢dv+tNyiy 1 05 e=(NPy

T . - . . . . .
Tali formule sono valide per X/r ~0 ¢ t/1g ~ 0, ¢ ci permettono di trascrivere la
{coria scalare-tensoriale in forma 4-dimensionale.
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4. STUDIO DLLLA CONNESSIONE PROLETTIVA

Nel caso del campo gravitazionale scalare-tensoriale, la metrica S-dimensio-
nale ha le seguenti componenti

4.0 Yik =ak 5 Yis—=0 i yss =&

Se allora teniamo presente la identita

(4.2) Mgy =84,

olteniamo il seguenie sistema di equazioni

v

(4.3) ®a, =8 Doy =0 Yot =0 ;5 Y=
. ks = Ok

¢ quindi si hanno le componenti controvarianli

(4.4) yR=ak . =0 ;=7

Per scrivere la (3,1) in forma 4-dimensionale, supponiamo che la metrica
Yap Sia una funzione omogenea digrado N nelle x®. Ne segue, in basc allc (4,2)
che " sard una funzione omogenea di grado -N nelle X ®, ed allora la connes-

sione proicltiva

< 2 A — A8 (T L3 o~ 5
(4.5) 2 =Y (0 Yeg T 00 Tys Og Vi)
sard omogenea di grado N -+ (N 1) — 1 nelle x®. FFatta questa premessa,

le coimponenti della connessione proiettiva risullano le seguenti

":u = ¢t :(l} +n (5ik v +5i1 Vi Ay v

'rr;5= M+ Dy mg = (n+ 1) ¥
(4,6)

Tes =)o’ 5 m = (nr) ¢ ag

ngs —=(n/r) ¢ con n=N/2

E_ ™ gy [ interessante osscrvare che la parte spazio-
temporale della connessione ¢ simile a quella (2,1) della tcoria unitaria di
Weyl. Questo ¢ spiegabile col fatto che nefla relativitd proicttiva le lunghezze
spazio-temporali non sono pil invarianti.

dove abbiamo posto y
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N, . . - « x
[ da osservarc che nel nostro caso, la metrica indotta 4-dimensionale ¢
simmetrica, ed ¢ data da

— 2 (a. L+ . "
4.7 gie =07 @ik Fdivk) 5 B =0
A

Se ne deduce che le componenti controvarianti sono
(4.8) gh=¢r ™ YNt V)

Poichd abbiamo visto che y™* = a'*, per tale motivo se adoperiamo la metri-
ca ajy, inveee di g, le equazioni del campo scalare-lensoriale assumono la loro
pilt semplice forma.

5. L1 EQUAZIONI DI'L CAMPO SCALARE-INSORIALE

Per calcolare e componenti del tensore contratto di curvatura e torsione di
Cartan

= C ¢ b _.C D
O Typ Ty T Tan™

< . -C
(5.1 Rap =04 m) Ac “TanTen

C

ricordiamo che la connessione ¢ una funzione omogenea di grado - | nelle x#, ¢
quindi le derivate proictlive si calcolano con le formule

N

(5.2) Div=0de -Yie  0s=(@Ny

~3

‘Tenendo conto delle (4,6) otteniamo le seguenli componenti del tensore
(5,1) in forma 4-dimensionale

Rix =¢% Rig +01Gu+ 1) Vi ¢ +nay (1] F
S3n(n+ D Yidk nag w2+ nGn Dag/e?
(5.2

Ris = (I'I 1 l)(] - 3!1)¢ l,-'/i,."‘l'2

Res =(n - 1)e* (O ¢ +3ny?)  4n*/r?

dove R;y ¢ V; sono coslruiti a partire da ay, . L’invariante scalare si trova con la
formula

(5.4) R —a® Ry +¢72 Rss
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ed ¢ dato da
(5,5) R=¢*R+2(4n+1)¢0¢+ 120> y? +4n(3n - 2)ir?

dove R = a'* R;,. Fatta questa remessa, le equazioni di Linstein gencralizzate
ik | P o
(3,1) si scrivono cosi, in forma 4-dimensionale

] gy
Rix 3 Ry = x T : Ris =x Tis
(5.6)

Rs - (,l)2 R = X .l.55
H

1
2
¢ tenendo conto delle (5,3) e (5,5) otteniamo le seguenti equazioni del campo
scalare-tensoriale, in cui compare un termine cosmologico:

. L
Rik E R Ay (3[] + l) qi)_l (Vl l,'lk Aik (] (')) +

3ng? [(n4 1) Y gy Fny? ay + (o Daji /12 | =
(5.7 =x¢ T

(1 DBn 1)0;¢> = 2xrT;s

R+o6nf¢ ! Oo+(n—~1)¢2 ¢ +(2n,r%) ¢2] ==

—= 246" Tss

Per otienere I'equazione del campo scalare, moltiplichiamo la prima cqua-
zione per a'® | ed avremo

R+3CBn+1)¢ " é+3n5n+1)¢2 v? +
(5.8)
+12n(n )¢ 2t~ .x ¢ con T —=alk Ty

Sottracndo dall'ultima delle (5,7), otteniamo P'equazione del campo scalare:

(3,9 3n+ D (@0O¢ F3n )+ 120 =x(2¢ % Tss 1)

La prima ¢ la terza cquazione (5.7) sono simili a quelle (1,2) della teoria di
Brans-Dicke, ma adesso appare un termine cosmologico. Invece, la (5,9) ¢ simile
alla (1.5) ¢ si pud semplificare se teniamo presente che vale la relazione

(5.10) 1" =@Bn+1)¢3" ™ (6106 4 3n y?)
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Infine, la scconda delle (5.7) ¢i dice a quale condizione deve soddisfare la
componente T;s del tensore energetico, perché il campo gravitazionale risulti
scalare-tensoriale. In particolare, se supponiamo che si ha 135 = 0, tale equazione
¢i permette di determinare i valori del parametro n. Infatti, se vogliamo che il
campo scalare non sia costante, si deve avere
(5,11) n= 1 OVVETIO n=1/3
Nel primo caso, dalle (5,7) ¢ (5,9) si deduce che
R lR- 207 (Vi a [10)+
i -5 Rag -267 (Vivk i [16)
‘219 2 (.02 LYY AW e T
(5.12) -3 (w7 + 3 yay = x T
¢? =2Tss/(T - 4ir* x)
Invecee. nel caso in cui n = 1/3, abbiamo le equazioni
. I 1 :
Rik ; R Ajk +2 ¢ (V, [VEN dik [ q)) +

|
(5.13) -3 Wit o W2 ap) + 225 /30% = x Ty

llg+y2 +1/9* =(x/N2 ¢ 2 Tss - 1)

l.e equazioni che abbiamo stabilito valgono solto Uipotesi che x'tr ~ 0, ¢ si
semplificano notevolmente nel caso in cui il tensore encrgetico si anaulla.

6. 1L CAMPO SCALARE-FENSORIALE AL LIMITE RELATIVISTICO

Se passiamo al limite relativistico per r — oo, dulla seconda equazione (5,7) si
deduce c;hc Tis = 0. Ora noi sappiamo che introdotto il campo eletiromagnetico
. =0 . " . . 1 g .
Fig = (12, ill) ed il campo idrodinamico C; = (C, iCy), le componenti del tensore
energetico (3,2) del campo magnetoidrodinamico, sono date da

Ty = (Fish® + 7 g ag) (GG - < CC ag)
, . —> B d - e —
((),]) ras = C() 1-EAC 5 .|.45 =iCxH

2Tss = @7 (12 11%) + (¢ - 2C? (2)
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dove a = 123, Ne segue che Tis = 0 se é presente solo materia ( T = I_I)= 0)o
solo elettricita { ¢ = ‘o = 0), ¢ quindi questa & la condizione perché il campo
gravilazionale sia scalarc-tensoriale.

atla questa premessa, le equazioni (5,7) del campo gravitazionale scalare-
tensoriale, per r = <9 si riducono alle

, I
Rik 3 Rag +@Bn+1) ¢ (Vydy -ag )+

(6,2 3ng 2 [n+ 1)y P+ P ag ] = xd? Ty

R4+6nlerO¢+(n 1¢? 2= 2x¢™ Iss

Contraendo la prima equazione si ha

(6.3) R+3Cn+1)¢"' Le+3nGn+1)¢g2 2= xo* T

¢ sostituendo nella scconda equazione (6,2) otteniamo 'equazione del campo
scalare

(6.4) A+ D (@O +3n ) =X T 1)
In particolare, per n — 173 ¢ ricordando la (5,10), essa si riduce alla
(6,5) 22— (2972 15 )
simile alla equazione (1.5) della tcoria di Brans-Dicke.
Nel caso in cui & presente solo materia, e ponendo C; = f u;, dove f & Iin-
dice del fluido, dalle (6,1) segue che
(6.,6) 2Tss =2 ¢ 12 ¢? : T= -f2¢?
ed allora 1a (6.5) diventa
(6.7) D¢ =x¢2 1?2
Invece, se abbiamo solo il campo clettromagnetico, dalla (6,1) si deduce che

(6.8) 2Tes = ¢* B2 -11%) 3 T=0
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ed allora la (6,5) si scrive cosi

6.9) 2 ¢2 = x (F2  11?)

Infine, & interessante osservarc che nel caso in cui 1A = 0, le cquazioni
(6.2) ¢ (6,4) si riducono alle
" LI
o® (Ry 3 Rag) +@Bn+1)¢ (Vi ayO¢)=

(6,10) =3n[(n+ 1) ;¥ +nd? ay]
¢* R= -onjoldo+(n-DY?] ; ¢0d+3nY? =0

Dalle ullime due cquazioni ricaviamo R e L] @, e sostituendo nella prima
cquazione otleniamo la

(6,11) Rixk +Bn+ 1)o7 Vi -3n(n+ Dg™ % Yy ¥y =0

mentre Multima equazione (6,10) si pud scrivere cosi
(6,12) Me¢3™ =0
In particolare, per n = 0, fa (6,11) si riduce alla
G 1° ) . =1
((),]3) Rik - @ Vi \!Ik
¢d il secondo membro & simile al “tensore di creazione” Cy = V; 9y C della cos-
mologia stazionaria di Hoyle |10}, Questo & legato al {atto che nella relativitd
speciale proicttiva la massa varia con il tempo.
7. TRASFORMAZIONE CONFORME DI.LL CAMPO SCALARE-LENSORIALLE
Per concludere, vogliamo stabilire una interessante proprietd delle equazioni
(6,2) del campo gravitazionale scalare-tensoriale (per v = ), la quale pud essere

utile per semplificare notevolmente la loro risoluzione. A questo scopo introdu-
ciamo la nuova metrica

(7,1) Yik = ¢2 n ajx ; ¥i5 =0 : Vss = ¢2(n+ 1)
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ottenuta dalla (4.1) moltiplicandola per ¢2® (trasformazione conforme della me-
trica). Se ne deduce che
(72) ,Yik — ¢— 2n 2lik . ,yiS =0 . 755 = q!)—Z(I'l+ 1)

Poiché A=¢"* 1, avremo per le (3,4)

(7,3) = xlgut! . RS =gt

In conseguenza, le derivate proicttive (3,8), per x'/r ~ 0, si calcolano con le
formule

(74)  Ge=¢" e+ N+1)¢" iy 1 D5 o= (Nt =0

dove N ¢ il grado di omogeneita della g, rispetto alle x *. Nel caso in cui N = 0,
le precedenti formule si riduscono alle

(7.5) e =¢""1dv : Fs59=0

B oY

Con questa ipotesi, ¢ per r - e, la connessione proiettiva (4,5) assume la
forma

M= 9" [ é{:u} +n @ vty a, Y]
(7.6)
m ms m- (DIl g = (k1) ¢ty
¢ le altre componenti sono nulle. Tale connessione coincide con la (4,6) moltipli-
cala per ¢".
Per calcolare le componenti di R A e Occorre tenere presente che la connes-
sione ¢ omogenea digrado | nelle Y"\, ¢ quindi si ha
.7 Div=0"" g -(n+1)¢"Yiy ; Dsp= ¢r=0
Fatti i caleoli troviamo le formule
Rk =0°" [¢* Ry +¢ 13n+ 1) Vi ¥y +nay Oo]+

(7,8 <3n{(n 4 1) w; Yy - nay v2)]

Ris =0 ; Rss=(n+1)¢?"*2(¢0¢+ 3n¢?)
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e tali componenti coincidono con le (5.3), per r -> =, moltiplicate per il fattore
¢ 2" Infine I'invariante scalare coincide con la (3,5) per r -> oo,

Fatia questa premessa, le equazioni di Linstein generalizzate (3,1), assumo-
no la scguente forma

I
Ry - 5 Rag +3n+ D™ (Viy agllg)+
(7.9) g [+ 1) YUk Fn gt ag - x et Ti

Tis =0 ;3 R+on|¢” Lig4+(n 1)o?2 y?= -2 X2 M+ 1) g

da cui si deduce Pequazione del campo scalare
(7.10) 3n+ 16 Tlo+3n ) =x¢?" (272 Tss —T)

Possiamo quindi concludere che le equazioni (6,2) e (0,3) della teoria gravi-
lazionale scalare-lensoriale, con n # 0, si possono ottencre da quelle pern =0,
con la trasformazione conlorme della metrica (7,1) ¢ con la sostituzione
' ) : A2 N - . T A2 0 . =20
(7.11) lik >0 lw + Ts5 >¢ I'ss i T ¢ |

Osserviamo infine che mentre nella teoria di Brans-Dicke, il parametro w ¢

introdotto arbitrariamenic, nella nostra teoria esso appare senza altre ipolesi,
dalle formule della derivazione proiettiva [ 11].
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