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INTRODUCTION

Dans ce travail nous avons étudié¢ des propriétés de la mécanique
ondulatoire non relativiste des systémes, qui correspondent & des pro-
priétés de la mécanique classique et nous avons examiné de quelle ma-
niére ces propriétés viennent imposer des conditions particulitres a
une théorie fondée sur les conditions générales des prévisions.

En admettant que le but d’une théorie physique était de permettre
de calculer des prévisions concernant des résultats de mesures ulté-
rieures & partir de données fournies par une mesure initiale, nous avons
développé une théorie dite « théorie génerale des prévisions » en utilisant
la méthode des éléments initiaux et des ¢léments de prévisions die a
M. J. L. Destouches. La condition de stabilité de ces prévisions con-
duit & définir des espaces abstraits et a associer aux grandeurs physi-
ques des opérateurs opérant dans ces espaces.

Moyennant certaines conventions 4 chaque grandeur de la cinéma-
tique classique on peut associer un opérateur et considérer des opéra-
teurs vectoricls et tensoricls. Ceci conduit & définir un calcul vectoriel
gauche et un calcul lensoriel gauche dont nous avons indiqué les régles
fondamentales au débul du chapitre II. Ce calcul fournit la structure
algorithmique sur laquelle la cinématique opératorielle est construite.
La plupart des différences qui s’introduisent entre la théorie classique
ct la théorie quantique des mouvements relalifs provient de ce qu’un
produit vectoriel n’a pas de variance définie; ce n’est ni un vecteur
ni un tenseur.

L’introduction de la notion de masse nous permet ensuite de déve-
lopper une cinétique opératorielle symbolique.
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La fin du sccond chapitre est consacrée & la définition de repéres
privilégiés pour un systéme de corpuscules; en particulier nous avons
pu, pour un systéme, déterminer un solide principal.

Le chapitre III traite de la théoric des changements de variables.
Nous admettons d’abord & titre de postulat que la forme des opérateurs
de position est fixée par la condition que l'opérateur coordonnée d’un
corpuscule par rapport au triédre fondamental défini au chapitre pré-
cédent, consiste en la multiplication par une variable indépendante et
I'opérateur composante de la quantité de mouvement est ih’ * fois la dé-
rivation partielle par rapport a cette variable, h” étant une constante uni-
verselle. C’est 14 un postulat extrémement fort qui entraine une grande
partie des lois de la mécanique ondulatoire. Ce postulat admis, la théo-
rie des changements de variables se développe sans difficulté pour les
opérateurs cinétiques du premier ordre (opérateurs fonctions des coor-
données et des quantités de mouvement des corpuscules). I.es résultats
sont exprimés au moyen du formalisme de l'équicorrespondance qui
permet d’obtenir des formules formellement semblables & celles de la
mécanique classique. Le cas des paramétres surabondants et de varia-
bles surabondantes & eté examiné.

La troisitme partie du chapitre est consacrée & des applications
d’importance practique pour la mécanique ondulatoire. Nous avons
étudié & quelles conditions un opérateur peut, par un changement de
variables convenable, se mettre sous la forme w, = i h’ aiq’ ou sous la
forme: a g + b @

Le chapitre IV est consacré a la théorie des intégrales premieres.
Comme en mécanique classique on doit distinguer des intégrales pre-
mitres distinctes et non distiricles, mais des circonstances nouvelles appa-
raissent par suite de la non-commutation des opérateurs; on est amené
a envisager des intégrales premieres simultanément ufilisables, des inté-
grales premiéres non simultanément ulilisables et enfin parmi celles-ci
des intégrales premicres exceplionnellement utilisables simultanément.

Le cinqui¢me chapitre a trait a la theorie des liaisons en mécanique
ondulatoire. Dans une premiére partie nous avons montré comment,
malgré I'indéterminisme, des liaisons apparaissent en mécanique ondu-
latoire. Les liaisons peuvent avoir différentes origines mais elles s’ex-
priment toujours par les mémes conditions : on exprime d’abord que le
point figuratif du systéme dans l’espace dc configuration demeure sur

* Par manque du simbole h brassée, comunment employé dans Mecanique Quan-
tique, nous écrivon h’.
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une certaine multiplicité, puis on exprime ensuite que les composantes
normales a cette multiplicité de 'opérateur vectoriel quantité de mou-
vement du systéme sont nulles :

N.-P=0
cela pour tout vecteur N normal a la multiplicité.

La fin du chapitre est consacrée a la théorie du corps solide rigide.
Les formules de la cinématique opératorielle permettent de calculer les
différents opérateurs cinétiques liés au mouvement d’un tel systéme.
Pour terminer, nous montrons que l'opérateur vectoriel moment ciné-
tique d’un systéme quelconque peut é&tre mis sous la forme du moment
cinétique d’'un corps rigide. Ce résultat a unc importance pratique car
il permet de calculer facilement les fonctions propres et valeurs propres
du moment cinétique d’un systéme quelconque.

I.’ordre d’exposition que nous avons suivi nous a paru le mieux
adapt¢ a I’ensemble des questions que nous avions & exposer; il a I'avan-
tage de mettre les principes de la mécanique ondulatoire sous une forme
extrémement condensée qui en fait bien ressortir les particularités.

En terminant je tiens & remercier M. Louis de Broglic et M. J. I..
Destouches pour lintérét bienveillant avec lequel ils ont bien voulu
suivre ces recherches et pour les conseils et directives qu’ils ont bien
voulu me donner.

CHAPITRE 1
LA TIHHEORIE GENERALE DES PREVISIONS

1. But d’une théorie physique. — I.c développement d’une disci-
pline scientifique que ou d’une théorie au sein d’unc telle discipline ne
sc réalise pas sans qu'une certaine orientation préalable soit intervenue
pour donner leur sens aux premitres démarches et déterminer les di-
rections essenticlles de la pensée. A tilre d’orientation préalable, nous
admettons que le probléeme fondamental qui se pose au sein d’une théo-
rie physique est le calcul de prévisions (en général incertaines et s’ex-
primant par des probabilités) concernant les résultats d’une mesure
ultérieure & partir d’une mesure initiale. Ainsi on cherche a établir
des enchainements entre différenls résultals expérimentaux ; ces enchai-
nements peuvent élre soit des implications s’exprimant par les mots
«si... alors », soit des énoncés de probabilités exprimant la chance pour
que si tel résultat est arrivé tel aulre résultat soit obtenu.

12 — Collectanea Mathematica.
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La condition qui domine toutes les Lhéorics physiques est cclle de
I'wdéquation, elle consisle en ceci: les prévisions calculées suivant la
théoric considérée ne sont pas démenties par I’expérience. Pour toutes
les théories physiques qui ont été jusquici édifiées, l'adéquation n'a
jamais ¢ét¢ total et dcéfinitive; il est toujours apparu des inadéquations
lorsqu’on a suffisamment élargi le domaine expérimental. Ainsi au mieux
une théorie n’est adéquate que dans un certain domaine expérimental
appelé domaine d’adéquation de la théoric. Ce domaine est determiné
par I'ensemble des résultats de mesures & partir desquels on peut cal-
culer des prévisions adéquates dans ce méme cnsemble pris comme
ensemble des résultats possibles. L’adéquation cesse d’étre garantic
pour des prévisions sortant de ce champ, ou pour des prévisions faites
a partir de résultats de mesures n’en faisant pas partie.

D’une facon précise nous formulerons de la facon suivante le but de
Loutte théorie physique :

«Un observateur Ob ayant effectué¢ sur un systéme S, a linstant
lya de son horloge, la mesure d’une grandeur A dont le résultat a été 8 4,
alculer des prévisions concernant le résultal ry de la mesure d’une gran-
deur B faite par un observateur Qb & 'instant (', de son horloge sur
le systeme S ».

2. Probléme préliminaire. —— Fn général une grandeur physique ne
peut pas prendre n’importe qu’elle valeur; par exemple déja en mécanique
classique, I'énergie cinétique T n’a pas pour [amille de résultals pos-
sibles tous les nombres, mais seulement les nombres non-négatifs ; en
relativité, la vitesse a sa valeur absolue inférieure a la vitesse de la lu-
micre ¢. Dans les Lhéories quantiques, on a cncore des restrictions sup-
plémentaires.

[.e probleme de la quantification, c¢’est a dire celui de la détermi-
nation de la famille de tous les résultals de mesures possibles & (0b,
A, S, ly4) pour la mesure d’une grandeur A [aite par un observateur
0b sur un systéme S 4 un instanl {4, cst un probléme fondamental pré-
liminaire au probléeme du calcul des prévisions. I.a famille & (0b, A,
S, Lya) est encore appelée spectre de la grandeur A. On peut toujours
alfirmer qu’une certaine famille §5, de résultals possibles sous des
conditions initiales données est contenue dans le spectre de la grandeur
I35 et il faut connaitre le spectre avant de pouvoir caleuler la proba-
bilité pour que le résultal de la mesure d’une grandeur I3 4 Dinstant
'y soil conlenu dans une sous-famille 85 de la famille & (0b, B, S, t'p).
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3. Décomposition du probléme des prévisions. — L.e probleme fon-
damental du calcul des prévisions, c’est 4 dire le calcul de la probabi-
lité pour que le résultat d’une mesure d’'une grandeur B soit contenu
dans une sous-famille &5 si un observateur Ob’ effectue la mesure de
B 4 1'p sachant que la grandeur A a eu 8,4 a {4, comme résultat pour
0b, se résout par la décomposition en plusieurs problemes successifs
au moyen de lintroduction d’éléments auxiliaires (). Dans le cadre
de la scule physique du Solitaire, on a & calculer :

Prob (Ré Mes B C &g a{ sachant que 6, = RéMes A a{))

I.es probabilités peuvent dépendre de tous les éléments qui inler-
viennent dans l’énoncé du probleme, soit :

Bs &B’ t; A; éAs to; S-

Ies probabilités seront donc des fonctions de ces arguments ; par suite,
on aura a écrire que la fonction de probabilité

8(]3; 8B’ t; A9 &A9 [[)A; S)

est égale & la fonction & calculer. it le probleme des prévisions revient
ainsi 4 la détermination des fonctions & acceptables ; les lois physiques
s’exprimeront alors par des régles sur la maniére de calculer les fonc-
tions 8. Mais pour chaque paire de grandeurs A, B, on se trouve devant
un probleme particulier & résoudre, et il faut chercher & transformer
chacun de ces problemes particuliers en un type unique de problémes.
Pour cela, on introduil des éléments auxiliaires purement mathémati-
ques indépendamment de toule hypothése physique : & chaque famille
&,, de résultats de mesures possibles pour la grandeur A, on fait corres-
pondre un ensemble €€, 4, 84, 1,4, S d’éléments abstraits X, ensemble
conlenant au moins un ¢élément. Cet ensemble est un sous-ensemble
de 'ensemble &, 5 de tous les éléments initiaux pour toutes les gran-
deurs et pour tous les instants.

I.c probleme fondamenlal se décompose alors en deux problemes :

I) Détlerminer, a partir du résultat &, de la mesure de la grandeur
A cffectuée a linstant £, sur le systéme S, 'ensemble 95 4, 64, £, S
des ¢léments initiaux associés & la mesure ;

IT) A partir de cel ensemble, caleuler des prévisions.

() J. L. Destorenrs. - Principes fondamentaux de Physique Théorique.
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Ce dernier probleme peut & sont tour étre décomposé en deux proble-
mes successifs, d’aprés le théoréme suivant :

THEOREME FONDAMENTAL DES PREVISIONS : On peul définir & I'ins-
tant t des éléments X apparlenant & un ensemble ©Cg dit « ensemble des
éléments de prépisions » de felle maniére que :

a) & chaque triple ¢, £, X, correspond un ‘élément X,

b) pour [ et #, fixés, X est une fonction biunivoque de X,,

¢) les prévisions se calculent pour linstant {, pour toute grandeur
B & partir de I'élément X par des lois indépendantes du temps, soit

8(B, 85,15 A, 84, 1,3 S) = F (B, 8z, X).

On démontre en outre que:

THEOREME : La fagon dont les éléments de prévision sont liés aux
éléments initiaux peut élre décrite par un opérateur 2% (i, 1,) dit «opéra-
teur d’évolution », soit :

X =A@ t) X,

Cet opérateur 2 est défini par la condition que la forme de la fonclion F
doit demeurer invariante par un changement de condilions iniliales X,, .
Cel opérateur admet un inverse U1 (1, 1,) qui transforme un X en X.
On voit de quelle mani¢re le second probléme se décompose :
1I,1) Un élément initial acceplable X, élanl donné, déterminer Iél¢-
ment de prévision X qui lui est associé, ou, délerminer Uopérateur £ (1, 1,).
11,2) L’élément X étan! fixé, délerminer les probabilités, ¢’est a dire
la fonction F (B, &g, X).
Les éléments X et X jouissent d’un certain arbitraire et on mon-
tre que I'on peut les choisir par convention tels que :

X, = A (ly 1) X,
C’est a dire:
Aty 1) = 1

La détermination de la fonction I des probabilités va nous conduire
tout naturellement & une décomposition plus poussée du probleme des
prévisions. Considérons une décomposition ® de ’ensemble d des va-
leurs possibles d’une grandeur B en sous-familles &,. Xn vertu du ca-
ractere additif des probabilités, si on se limite a4 la décomposition 9D,

o

il suffit de faire des prévisions pour chaque famille 8; car on a:

F(B, 2,6,X) =2, F (B, 8, X)
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On voit ainsi qu’il suffit de savoir calculer les probabilités pour cha-
que élément &, de la base associée & la décomposition D. Désignons
alors par X; un élément Lel qu’il fournisse une prévision certaine pour
la famille &,; et si X est un élément quelconque, posons :

fi = F (B, &; X).

Pour la grandeur B ct la décomposition 9 fixées, la donnée de I'en-
semble des f; équivaut a la donnée de la fonction I'; les éléments X;
considérés ci-dessus sont des ¢léments pris parmi les X qui fournissent
des prévisions certaines, sur ® pour la grandeur B a linstant L

A Tcnsemble € des éléments de prévision, convenons d’adjoindre
des ¢éléments de facon 4 former una classe linéaire f d’éléments Y telle
que P'addition et la multiplication soient définies entre deux ¢léments
de Y et que l'on ait:

10y aXe9f, pour lotut nombre complexe ¢, si Ne& et 1.X = X,

20) X, e9f et X,eX — (X; 4 Xo) Y

30) tout élément Y de ?f peut, au moins d’'unc fagon élre ¢éerit sous
la forme X, ¢; X;, les X; étant des ¢léments de C pouvant varier avec .

On démontre alors le théoréme suivant :

THEOREME DE LINEARITE DES ELEMENTS DE PREVISION. L’ensem-
ble des éléments de prévision ayant élé complelé par des élémenls abslraits
de fagon & constiluer une classe linéaire ?f, pour une grandeur B et unc
décomposition D, un élément de prévision X peut loujours élre regardé
comme équivalent modulo B, D ¢ une combinaison linéaire d’éléments X;
appartenant & 2€ qui fourniraient des prévisions certaines pour les fami-
lles de la décomposilion :

X=2;¢X; mod. B, D avec ¢; = o (f)
Des coefficients c; on lire les probabilités [; par une fonction f(c;):
F (B, 6&,X) =i =[(c) et (B &,X)=1
La fonction f (¢;) reste & déterminer et 'on a maintenant la décompo-
sition suivante du probleme (I1,2):

11,2, A) Délerminer U'ensemble des éléments X; pour la grandeur B
et la décomposition 9D fixées : les X; sont tels que:

F (B, &i’ X,) == 1

11,2, B) Déterminer U'ensemble des c; pour B el D fixées : les c¢; sont

tels que
X=21;C1;X,i mod. B,ED
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IL2, C) Délermincr la fonction f (<) telle que Uon ait
f()=f(c)

On peut se demander s’il esl possible de choisir la fonction f (z) in-
dépendante de la décomposition 9. Une telle fonction nc peut alors
étre quelconque et on montre que les seules fonctions f (z) indépendan-
tes de la décomposition 9D, continues, acceptables sous des conditions
supplémentaires, sont de la forme :

f@) =zt avec k> 0.

A ce slade, on peut chercher sil est possible de fixer la constante k de
fagon que la fonction f(z) soit universelle, c’est a dirc indépendante
a la fois de la décomposition D et de la grandeur I3 considerées.

On démontre alors :

THEOREME DE L’UNIVERSALITE DE LA FONcTION . Si foutes les
grandeurs sont simullanément mesurables (ce qui est le cas de la méca-
nique classique) loute valeur de k peut ére acceplée pour définir une fonc-
tion universelle. :

Au confraire, s’il existe des paires de grandeurs incomposables, il
n’existe qu'unc seule valeur de k lelle que Uon ail la méme fonction f (z)
pour loules les grandeurs : cetle fonction f(z) est dite universelle.

4. Stabilité des prévisions certaines. — I.a condition générale préa-
lable sclon laquelle une théorié physique a pour bul de permettre de
calculer des prévisions, doit étre complétée par une scconde condition,
dite de stabilité des prévisions. On sait en effet que le résultat d’unc
mesure ne peut étre connu avec certitude que dans Ie cas d’une grandeur
ayant un spectre discontinu, si I’erreur sur la mesure est inférieure a
la distance entre deux valeurs spectrales. Dans le cas d’un spectre con-
tinu, du fait de I’erreur accidentelle sur toute mesure, ce qu’on détermine
comme résultat de mesurc ce n’est pas une valeur précise mais un en-
semble de valeurs qui forme un cerlain intervalle défini par la préci-
sion de la mesure.

Il est neccessaire, pour que le calcul des prévisions ait une utilité
practique, que les prévisions soient peu modifiées si au lieu de les calcu-
ler & partir de unec famille &, on les calcule 4 partir d’une famille voisi-
nc &', et dans le cas particulier out on peut analyser, c¢’est & dire distin-
guer unc valeur r, dans 6,4 si au lieu de les calculer a partir d’une valeur
r4, on les calcule & partir d’une valeur r’, voisine. C’est ce qu’on peut
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appeler la slabililé des prévisions par rapport aux résullats des mesures
a partir desquelles clles sont calculces.

Iin particulier s’il s’agit de prévisions certaines qui demeurent cer-
taines, il faut que le résultat rp & [ calculé¢ & partir du résultat r, a ¢ soit
peur modifié si r,; est remplacé par un résultat r’4; sans cela la prévision
rp serait sans intérét pratique ; elle est la condition nécessaire a la vé-
rification de l'existence d’une loi fonctionnelle : une instabilité se tra-
duirait par une apparence de distribution au hasard.

Cette exigence de stabilité s’exprime par la continuité de la fonction
fu qui sert a calculer rpy a partir du résultat r, :

rg =fp@a;s g [;S)

De méme, par suite des erreurs accidentelles sur la mesure du temps,
il est nécessaire d’avoir la stabilité des prévisions par rapport au temps ;
finalement la fonction fg devra élre una fonclion conlinue des argu-
ments 1., Ly, [-

Cetle condilion de continuilé de la fonction [z n’est pas remplic d’elle-
meéme et nous devons l'admettre comme un postulat (%) :

PostuLat. Si & parlir d’un résullal de mesure r 4, apparlenant & un
ensemble continu de valeurs possibles d’une mesure effectuée & une époque
ly» on peul faire des prévisions certaines pour une grandeur I3, a un instan!
{ dont le résultat scra ry el appartiendra @ un ensemble continu de valeurs
posstbles,

rg =[5 ra;1;S)

et si la prévision demeure cerlaine sur un ersemble de valeurs des élémenls
L, 14, Ly, la fonction fp est une fonclion conlinue de 1, r 4, I, pour les valeurs
de ces élémenls pour lesquels la prévision demeure certaine. Sir4 appar-
tient & un ensemble disconlinu de valeurs possibles la fonclion [p est con-
linue seulement par rapporl a ! et {,.

5. Stabilit¢ des prévisions incertaines. Ulilisation d’espaces abs-
traits. — D’apres ce qui précéde il n’y a pas de difficullés dans la dé-
finitions de la stabilit¢ de prévisions certaines, car la notion de voisi-
nage de deux valeurs rp ct r'p est fixée par la proximité des nombres
qui expriment les résultats de mesurce; il n’en va plus de méme dans
le cas de prévisions incertaines. I<tant donné¢ 'ensemble § des fonctions
F qui servent & calculer les probabilités pour toutes les conditions in -

a @ J. ]1,2) l);‘:S'rmi'(lzm-:s.—-- Principes  fondamentaux de  Physique théorique.
flermann 1942). L. II, p. 550.
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tiales possibles, il faut, pour introduire la notion de stabilité, avoir dé-
fini ce que sont des fonctions voisines, c’est a dire avoir défini sur I’en-
semble des fonctions F une topologie; ceci conduit a considérer cet
ensemble comme un espace abstrait (§).

Définir la proximité d’un élément & un ensemble revient & fixer une
régle pour adjoindre aux éléments de cet ensemble les éléments conti-
gus ; opération par laquelle cette adjonction se fait est Uopération de
fermeture que I'on désigne par §. Si E désigne I'ensemble formé de E
et des points qui en sont contigus (ou infiniment voisins), on a;

E=%E (avec E D E)

Cetle opération de fermeture doit étre choisic de facon a s’accorder
avec la' notion intuitive de prévision voisine; celte opération ¥ étant
jusqu’ici complétement arbitraire, on montre qu’on peut la choisir de
telle facon que les fonctions soient continues par rapport aux trois ar-
guments rg4, £, 1,

On peut imposer, dans le cas de prévisions incertaines la condition
de stabilité des prévisions sans avoir besoin d'admettre un postulat
comme dans le cas de prévisions certaines en raison de ’arbitraire dont
jouit 'opération §.

Du fait que les fonctions de probabilité sont calculées par l'inter-
médiaire d’éléments de prévisions X, on a intérét & considérer I’ensem-
ble &C des éléments de prévisions comme un espace abstrait en y définis-
sant aussi unc topologie (c’est & dire, une régle pour connaitre les pro-
ximités). On montre qu’on peut sur &€ définir une opération de fermeture
telle que dans I'espace (€€) ainsi défini :

1°) La fonction F (B, éz,) = F (B, &3, X) soit continue par rap-
port & X.

2°) L’opérateur d’évolution @ (¢,#)) qui lie X a X,, soit continu
par rapporl a f et [, c’est & dire que l'on ait stabilité par rapport
au temps: pour des instants infiniment voisins les prévisions seront
infiniment voisines.

D’ou le théoréme suivant (%) :

THEOREME DE cONTINUITE. La condition de stabilité des prévisions
incerlaines exige que dans Uensemble § des fonctions de probabilité une
topologie soit définie de lelle maniére que les fonctions F (C’est a dire les
poinis de &) soient des fonctions continues de I’époque { pour laquelle on
calcule des prévisions de 'époque t, de la mesure initiale, et du résullat de

(*) J. L. Desroucnrs. — Principes fondamentaux. T. II, p. 551 - 560.
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celte mesure si ce résultat est contenu dans une famille continue &, de va-
leurs possibles de la grandeur A.

Une topologie convenable éfant fixée dans & on peut définir une topo-
logie dans Uensemble des éléments de prévisions C de telle maniére que la
fonction I (B, ép, X) soit continue par rapport a X et que X (1, ty, X,)
soinl une fonction confinue de 1 el {,.

Si la topologie dans Uensemble & est choisie de lelle fagon que
X (& 1, X) soil une fonction continue de t et 1y, les opéraieurs d’évolution
Qf (I, 1) pcuvent élre considérés comme des fonctions continues de [ ¢l [,
& condition de définir une fopologie convenable dans leur ensemble.

A Tensemble &€, des élémentes abstrails ont été adjoints de fagon a
former une classe lin¢aire @f. I.’ensemble € se trouve dans 2 et comme
une Lopologic y a ¢L¢ définie, il est naturel de la prolonguer dans I’en-
semble 9 de facon & former un espace abstrait ().

On a donc été conduit dans le cours de la théorie & introduire trois
types d’espaces abstraits :

19) Tespace des fonctions de probabililé () ;

20) Tespace (&) des éléments de prévisions ;

39 Tespace (%f) qui conlient (2X).

Cette introduction d’espaces abstraits n’est liée 4 aucune considéra-
tion physique particulicre, ce sont sculement des considérations de sta-
bilité qui conduisent & faire intervenir des espaces abstraits dans la
theorie des prévisions el par suite dans toute théorie physique (en par-
ticulier en mécanique ondulatoire) (%).

6. Association ’opérateurs aux grandeurs physiques. — Considérons
d’abord le cas d’une grandeur simple, ¢’est & dire, d’'une grandeur dont
un résultat de mesure imprécis s’exprime par une famille d’ensembles
d’un seul nombre . Pour une telle grandeur B et unc décomposition D
fixées, les valeurs de la fonction de probabilit¢ peuvent se calculer par
I'intermédiaire d’une décomposition des ¢léments de prévision en uti-
lisant la fonction f(2):

X=2X,¢;X; mod. B, D; F (B, ép, X) = [ (¢;)
Cetle décomposition nécessite la connaissance des éléments de base X, ;

() En mécanique ondulatoire (¢’esl a dire, quand on a admis pour principe fi-
xant Ja valeur de la constante k le principe de décomposilion spectrale qui pose k =2),
Ie principe des interférences a pour conséquences que I’espace () esl un espace de
Hirprrr (h) (1ié & I'espace des fonctions de carré sommable) ¢t que I’espace (X) est for-
mé par une partic de la surface sphérique de rayon unit¢ centrée a T’origine de Ves-

pace (V).
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et leur déterminalion est un peu analogue a la fixation d’un repére dans
un espace.

Or, une maniere par Llcuhercment commode de se fixer un répere
dans un espace consiste 4 définir ses axes comme les axes principaux
d’une quadrique ou comme les axes principaux d’une transformation
linéaire. I.’exemple de I'espace euclidien (R;) fait particulierement bien
comprendre cette analogie. Un point M d’une sphére étant donné par

0]\/_[ = 2,-:1:,- ei Zi fl'»iz = I{z
un point de l'ellipsoide sera déterminé par
=2;A, 2

On passera donc de la sphere a ellipsoide par une transformation auto-
mélrique et définissant le repeére. On peut %ymbohser ce passage par
unc transmatlion 7' ct écrire:

>=T-M

Les vecteurs de base e; déterminent les directions principales de la
transformation et définissent lc repere; on a:

Te,- =2i(?1;

une Lelle équalion est ce qu’on appelle une équation aux valeurs propres,
les e, sont les vecleurs propres et les A; les valeurs propres de la transfor-
mation 7. Les vecteurs propres sont donc des vecteurs particuliers
sur lesquels la transformation 7' n’opére pas un changement de direc-
tion, mais simplement une multiplication par un nombre qui est la va-
leur propre. A une transformation 7' est ainsi attaché un certain ensem-
ble de valeurs propes 4;, et ’équation

T_é‘= Ae

n’a de solution que si 4 est I'une des valeurs propres de T'; dans ce cas,
¢est un vecteur de base & un facteur multiplicalif prés. Les vecteurs
de base ¢; sont ainsi déterminés comme les vecteurs propres de la trans-
formation 7', convenablemenl choisic. Inversement, la donnée des vec-
teurs propres e; et des valeurs propres 1, détermine la transformation 7.

Nous pouvons étendre le méme procédé a4 un espace abstrait affine
du genre de I'espace (2f). Dans cet espace (2 unc certaine équivalence
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pres) les vecteurs de base sont les X; qui donnent des prévisions cerlai-

nes pour chaque famille &;; il s’ensuit qu'a chaque grandeur B et cha-

que décomposition 9D, on peut associer une transformation Bp linéaire

et qui a pour éléments propres les X; donnant des prévisions certaines

pour chaque famille &; déterminée par la décomposition D.
I.’¢équation aux wvaleurs propres est alors:

BpX, =2, X;

L.es valeurs propres A; sont arbitraires (pourvu que les X; ne soient pas
modifiés). On peut alors les choisir telles qu’elles soient égales a la va-
leur moyenne rp ;, de la famille &, :

Bp Xi =TIp; Xi avece ’.B,;'Sé"i

I’opérateur By ainsi défini (valeurs propres rp;, éléments propres
X,) sera appelé opéraleur associé & la grandeur B pour la décomposilion 9.

Nous appellerons opéraleur associé & la grandeur I3, et nous noterons
B, lopérateur associé¢ 4 la décomposition a laquelle on est conduit en
prenant lintersection de toutes les décompositions possibles.

Un tel opérateur est linéaire, a des valeurs propres réelles, ct tout
élément de prévision est décomposable suivant les éléments propres, mo-
dulo B, 9 soit :

X=2,¢X; mod. B, ®

par définition de l'opérateur Bp. Si on considére un opérateur limite
B ct quil y ait spectre continu, le signe X' est remplacé par unc inté-
grale abstraite el l'on a:

foﬁB c(d&p) X(d6z) mod B, D

Iinfin, toute valeur possible rz est définic & un facteur constant pres b,
Ie méme pour toutes les valeurs propres, permettant de laisser arbitraire
le choix de I'unité. C’est ainsi que pour les opérateurs associés aux gran-
deurs : énergic, quantité de mouvement, moment cinétique, on trouve
la constante de Pranck en facteur.

Dans le cas ou I'on peut effectuer la mesure simultanée de deux ou
plusicurs grandeurs, on peut considérer I'ensemble de ces grandeurs
comme une scule grandeur, dite grandeur composée.

Si la grandeur B de rang n est décomposable en n grandeurs sim-

s\

ples B;, on peut associer a chacune des grandeurs simples B; un opé-
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rateur suivant la méthode que nous venons d’indiquer; & la gran-
deur composée B, on associe alors ’ensemble de ces n opérateurs.

Si la grandeur B est décomposable en grandeurs simples on démon-
tre (1) le théoréme suivant :

THEOREME. On peut associer un opérateur a une grandeur de rang
n d’une maniére analogue a celle qui permet d’associer un opéraleur a une
grandeur simple. L’opérateur associé a une grandeur de rang n définit
une {ransformation dans Uespace (™) formé par le produil cartésien de
n espaces (%f). Cel opéraleur iransforme Uélémenl formé par le produit
carlésicn de Uélement de prévision X répété n fois, en un élément Y ; la
lransformation est linéuaire, 'ensemble des valeurs possibles est identique
au specire de Uopéraleur qui est réel, et loul élément de Uespace (™) est
décomposable suivant les élémenls propres de U'opérateur a une équivalence
pres.

Si la grandeur est décomposable en n grandeurs simples, Uopéraleur
uassocié est formé par 'ensemble de n opéraleurs de Uespace (%) ; son spec-
[re est formé par le produit cariésicn des n spectres.

1.’association d’opérateurs aux grandeurs physiques permet de pré-
ciser davantage la forme de certains problémes issus de la décompo-
sition du probléeme fondamental du calcul des prévisions.

C’est ainsi que l'or est conduit & décomposer le probléme I en qua-
tre problemes successifs :

1,1. déterminer Uopéraleur A associé & la grandeur A.

I,2. déterminer la famille &, des valeurs possibles de la grandeur A,
c’est a dire son spectre.

1,3. déterminer U'ensemble des éléments propres de I'opéraleur corres-
pondanl a la famille & 4 (determinée par la précision de la mesure).

I,4. parmi les éléments propres correspondani & &4, déterminer ceux
qui sont des élémenls initiaux acceptables.

En ce qui concerne le probleme I,3 remarquons que, en pratique,
pour un choix convenable des variables, il y a presque toujours décom-
position en grandeurs simples de la grandeur A mesurée.

Une fois les X, détermings, il faut encore parmi eux distinguer ceux
qui sont acceptables comme ¢léments initiaux ; le probléme 1,4 se pose
efectivement (cas d’eléments initiaux satisfaisant par exemple a des
conditions de symétrie ou d’antisymétrie).

I’introduction d’opératcurs ne modifie le probléme II,1 mais par
contre le probléeme II,2 se décompose de la facon suivante:

() J. L. Destoucngs. — Corpuscules ct systémes de corpuscules, p. 285.
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11,2, A, a) déterminer Uopérateur B associé a la grandeur B pour
laquelle on veut calculer des prévisions. C’est pour la grandeur B le méme
probléme que 1,1 pour la grandeur A.

IL,2, A, b) déiérminer les éléments propres X,p de Uopéraleur B.
C’est le méme probléme que 1,3 pour lopérateur A.

Enfin, les problémes I1,2,B et I1,2,C ne sont pas modifiés. Pour
résoudre chacun de ces problemes, il faut admetre des postulats expri-
mant les lois physiques fondamentales.

CHAPITRE II

THEORIE QUANTIQUE DES MOUVEMENTS RELATIFS

A. CALCUL VECTORIEL GAUCHE ET CALCUL
TENSORIEL GAUCHE

§ 1. OPERATEURS VECTORIELS

1. Opérateurs et grandeurs physiques. — Nous venons de voir en
théorie générale des prévisions qu’a toute grandeur effectivement me-
surable nous pouvons associer un opérateur linéaire de I'espace (%),
d’olt ce premier énoncé :

« Par rapport a un observaleur Ob qui rapporte ses observalions a un
lriédre T et &t une échelle de temps [{] a chaque grandeur effeclivement me-
surable correspond biunivoquement un opérateur linéaire de Uespace (%4)”.

Nous avons également vu au chapitre précédent qu’un opérateur
associé¢ 4 une grandeur physique possédait certaines propriétés. Inver-
sement on peut considérer qu'un opérateur qui posstde ces propriétés
définit une « grandeur en un sens élargi » car il est possible qu’a cet opé-
rateur on ne puisse faire correspondre un appareil de mesure, si bien
qu’'une grandeur définie de cette facon pourra ne pas étre effectivement
mesurable. Dans le cours du développement d’une théorie on peut
rencontrer un tel opérateur, le considérer comme constituant une gran-
deur en un sens élargi, puis démontrer dans la suite du développement
que l'on peut indiquer un procédé de mesure de cette grandeur. Lors-
qu’on a fait une telle démonstration, on a montré que la grandeur dé-
finie par l'opérateur est une grandeur effectivement mesurable, mais
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une telle démonstration n’est pas toujours possible (). Nous poserons
donc la convention suivante :

CoxveNTION 1: Un opérateur qui satisfait aux condilions suivanies

1. C’est un opérateur linéaire de l'cspace (2f);

2. Ses valeurs propres sont réelles ;

3. Tout élément de prévision X est décomposable suivanl ses
¢léments propres a une certaine équivalence pres;

1. Toutes ses valeurs propres sont définies & un facteur constant
pres, le méme pour toutes les valeurs propres (facleur
qui permet de laisser arbitraire le choix de I'unité).

sera dil définir une grandeur au sens élargi.

Des résultats du chapitre précédent il résulte que la classe des gran-
deurs au sens élargi comprend la classe des grandeurs cffectivement
mesurables .

Dans les théories classiques nous avons un certain nombre de gran-
deurs physiques, parmi ces grandeurs, certaines peuvent étre cffecti-
vement mesurables, ce sera le cas si I'on peut définir un dispositif de
mesure valable a la fois 4 I'approximation classique et & Papproxima-
tion quantique.

Comme l'approximation classique est plus grossitre que l'approxi-
mation quantique, toule grandeur effectivement mesurable en méca-
nique quantique la sera également en mécanique classique ; mais des
grandeurs différentes en mécanique quantique peuvent se confondre en
mécanique classique.

D’autre part certaines grandeurs des théories classiques peuvent
n’étre que des grandeurs au sens élargi 4 'approximation quantique.
On pourrait montrer d’une facon précise, une fois les principes des théo-
ries quantiques admis, que toute grandeur au sens ¢largi se réduit a
Papproximation classique soit & la grandeur nulle, c’est a dire & la gran-
deur ayant toujours O pour valeur, soit & une grandeur classique.

Enfin, il existe des grandeurs des théories classiques qui ne sont
pas mesurables a4 l'aproximation quantique et auxquelles on ne peut
faire correspondre aucun opérateur de I'espace (2f), ce sont des grandeurs
non mesurables, nous les appellerons grandeurs exclues (3). Aux grandeurs

(1) Par exemple la grandeur spin est introduite au moyven de 'opérateur spin
el on démontre (raisonnement de Bonr) que le spin n’est pas une grandeur effecti-
vement mesurable. C’est done seulement une grandeur au sens élargi el cependant
elle joue un role imporlant dans les considerations Lhéoriques.

(*) Par exemple une grandeur composée v & pp formée par la mesure simulla-
née d’une coordonnée et de la composante suivanl le méme axe de la quantité de
mouvemenl d’une corpuscule esl une grandeur exclue en méeanique quantique et
au conbraire une grandeur mesurable a Papproximalion elassique.
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exclues nous nc pouvons faire correspondre aucun résultat de mesure
ni aucun €lément de prévision. Comme I’élément 0 de I'espace (2f) n’ap-
partient pas & I'ensemble 2C nous pouvons.convenir de faire correspon-
dre T'élément O aux grandeurs exclues; l'opérateur correspondant 2
ces grandeurs sera par convention I'opérateur consistant en la multipli-
cation par 0, nous le désignerons par 0. Tout ¢lément de I'espace (%)
est alors élément propre de l'opérateur associé a4 une grandeur exclue.
Nous poscrons la convention suivante :

CoxveNTION I1: Les grandeurs intervenant dans les théories classi-
ques auzxquelles on ne peul pas faire correspondre en théorie quantique un
opérateur salisfaisant aux condilions des grandeurs au sens ¢élargi sonl
dites « grandeurs exclues», on convienl de leur faire correspondre I'opé-
rateur Q.

En résumé les grandeurs se divisent en théoric quantique en trois
catégories :

10 les grandeurs effectivement mesurables auxquelles correspondent
un opcrateur et un appareil de mesure ;

20 Les grandeurs au sens élargi auxquelles correspond un opératéur
mais pas d’appareil de mesure;

30 les grandeurs exclues auxquelles on associc par convention 1'o-
pérateur O, (elles ne sont pas mesurables).

Grace a ces conventions, 4 toute grandeur de la mécanique classi-
que correspond en théorie quantique un opérateur (pouvant eventuel-
lement se réduire a 'opérateur 0). Comme d’autre part la somme de
deux opérateurs, le produit de deux opérateurs, le produit d’un opé-
rateur par un nombre réel fournissent encore un opérateur de 'espace
(?f), a condition que le domaine opérable correspondant ne soit pas vide,
en peut donc considérer I'anneau des opérateurs de I'espace () engen-
dré par les opérateurs associés aux grandeurs au sens élargi.

Nous pouvons alors définir une cinématique opératorielle en consi-
dérant les opérateurs coordonnées par rapport a un triedre 7, les opé-
raleurs associés aux composantes des vitesses, les opérateurs associés
aux composantes des accélérations; les formes de ces opéraleurs ne
seront explicitées que plus tard.

2. Opérateurs veetoriels. — Considérons un observateur Ob qui étu-
dic un ensemble de corpuscules el rapporte ses observations & une échel-
le de temps [y] et & un triedre T lié & un systéme macroscopique (en abré-
gé référentiel). Désignons par T, J, K les vecteurs unitaires de cc trid-
dre supposé trirectangle. Si I'on mulliplie ces vecleurs unitaires par
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les opérateurs associés aux coordonnées des corpuscules (opérateurs sur
la forme analytique desquels aucune supposition n’a été faite jusqu’ici)
et si on les additionne comme des vecteurs, on définit ainsi des opéra-
teurs vectoriels de posilion des corpuscules. Ceci peut étre fait non seu-
lement pour les opérateurs de position mais aussi pour les opérateurs
associés aux composantes des vitesses et aux composantes des accélé-
rattions plus généralement pour toutes les grandeurs qui en théorie
classique ont un caractére vectoriel. De cette facon on définit des opé-
rateurs vectoriels qui correspondent & des grandeurs de rang trois.
D’une fagon semblable, on définirait des opérateurs tensoriels.

Si I'on considére des triedres dont les paramétres sont liés aux opé-
rateurs attachés aux grandeurs relatives aux corpuscules d’un systéme
(en abrégé triedre en mouvement quantique) rapportés au triédre fon-
damental introduit ci-dessus, on est améné & considérer pour les opé-
rateurs vectoriels des composantes droites et gauches introduites par
le fait que la multiplication entre opérateurs est en géneral non-com-
mutative. Le calcul vectoriel classique cst alors insuffisant et on doit
utiliser un calcul vectoriel le calcul vecloriel gauche, dont les principales
régles ont été énoncées par M. CaziN ().

On est ainsi conduit & diviser les repéres en mouvement par rapport
au repére fondamental en plusieurs classes:

10 les repéres commutatifs pour lesquels le passage du repeére fonda-
mental & un repeére de cette classe s’exprime au moyen des regles de
calcul vectoriel classique. C’est e cas d’un repére 7' dont le mouvement
par rapport au repere fondamental T est indépendant des opérateurs asso-
ciés aux différentes grandeurs attachées au systéme envisagé; ce cas est
réalisé si T' est en repos par rapport & T, ou si T' est en mouvement clas-
sique par rapport a Ty;

20 [es repéres non-commulalifs holonomes, ce sont ccux dont la po-
sition par rapport au repére fondamental est fonction des opérateurs
associés aux positions des corpuscules et indépendant des opérateurs
associés aux vitesses ; A

30 les repéres non-commutatifs non-holonomes, ce sont les repéres
dont la position par rapport au reptre fondamental peut dépendre a
la fois des opérateurs associés aux grandeurs position ct vitesse des cor-
puscules.

Pour les deux derniéres catégories de repéres en mouvement relatif
par rapport au repére fondamental, il est nécessaire d’employer le calcul

() M. CaziN.— Diplome d’Eltudes supéricures. Paris 1946.
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vectoriel gauche. Dans tous les développements qui suivent nous allons
envisager le cas général des repéres non-commutatifs non-holonomes
sans fixer la forme analytique des opérateurs associés aux différentes
grandeurs. )

3. Définition des composantes droite et gauche d’un opérateur vec-
toriel et regles de calecul. — Nous désignerons par I, J, K les vecteurs
unitaires du repere fondamental T; et par i, i, k ceux du repére en
mouvement quantique par rapport & T, Plus généralement nous dé-
signerons par des majuscules les quantités relatives & T; et par des mi-
nuscules les quantités correspondantes dans 7.

Considérons un opérateur vectoriel V défini suivant les procédés
du paragraphe précédent par les opérateurs A, B, C, associés aux com-
posantes A, B, C de la grandeur vectorielle classique V. Faisons encore
la convention de désigner par la méme lettre que I'opérateur considéré,
mais lettre grasse, ’opérateur associé & la grandeur X sans pour cela
en avoir précisé la forme analytique. Ces définitions étant posées nous
pouvons écrire

V_AT+BJ4+CK—=TA+JB+KC

les deux écritures sont ici indifférentes puisque les quantités I, J, K.
et A, B, C commutent, les composantes de T, :f, K étant constituées
par les nombres 0 et 1 qui commutent avec tous les opérateurs.
Considérons maintenant le passage du tri¢dre fondamental T; 4 un
triedre T en mouvement quantique par rapport & T;; le changement

de systéme de référence se traduira par des relations de la forme :

"{=°‘11T+ apd + oy K
| = oy L+ 0 J + 052315
=g [+ oggJ + a3 K

,
N~

(les a; commutant avec I, J, K).

Les relations inverses que 'on suppose exister puisque tout vecteur
a des composantes bien définies dans tout repére (par contre tout vec-
teur ne peut étre un vecteur de base d’un repére) s’écrivent:

T = Ban @+ Busa] + Baask =1 Bes + 1 Beaa + K Bes
~_] = /3,1,21_1' + ﬂd,zzj + ﬂdyzak = iﬂg,n + fﬂg,zz + kﬂg,23
K= Igd,alhi + Basa] 4 Bassk =i Bes + 7 Besa + kBess

13 — Collectanea Mathematica.
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les parameétres «,,, Ba,un> Pemn de la transformation dépendent dans
le cas général envisagé ici des opérateurs associés aux positions et aux
vitesses des différents corpuscules du systéme. Il s’ensuit que dans le
triedre T I'opérateur % pourra étre écrit sous 'une des deux formes sui-
vantes :

V=agi+bj+ ek
et

V= ?ag -+ fbg + I?cg

Les quantités opératorielles ag, b;, ¢; seront appelées les composantes
droites de 'opéraleur vectoriel V dans le triedre T, et ag, by, ¢, les com-
posanles gauches. Pour les repéres non-commutatifs les composantes
droites et gauches d’'un opérateur vectoriel sont différentes par suite
de leur non commutation avec les coefficients de la transformation,
donc avec les _l: ]_, k. Pour les repéres commutatifs au contraire on aura
commutation (d’ou leur nom) et les composantes droites et-gauches
seront égales pour un vecteur quelconque. Remarquons que le fait que
I'on ait égalité des composantes droites et gauches pour un vecteur
particulier n’entraine pas nécessairement que le triedre T soit commu-
tatif c’est & dire que l'on ait égalité pour tout vecteur.

Nous allons maintenant donner les principales régles du calcul vec-
toriel gauche en renyoyant au travail de M. CaziN pour les démonstra-
tions qui subsistent dans le cas général traité ici.

THEOREME I. SOMME DE DEUX VECTEURS: Les composantes gau-
ches par rapport a 1 un triédre T non commutalif, non-holoromed un ope-
rateur vectoriel W somme de deux opérateurs vectoriels V1 et V2 sont égales
@ la somme des composantes gauches des deux opérateurs vectoriels V1 el
V, par rapporl a ce (riédre.

Les composantes droites s par rapport @ un iriédre non- commutatlf non-
holonome d’un opérateur W somme de deux opéraleurs vectoriels V. et V
sont égales & la somme des composantes droiles des deux opéraieurs V1 et
V, par rapport & ce méme tricdre.

Si
‘—Tl = al,d_i + b]yd? + ch i{‘: ?al,g + Tbl,g + ]{ cl,g
Vo= g0 + Dy + Coak = Tag, + byt ke,
alors

W= (ay,q + a20) i+ (ya+ boa) |+ (€104 €5,0) k
W =—{(al,g + a5,5) + ]T-(bLg + bae) + I_{(cl,g + €5.0)
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La somme est donc commutative et 'on a:

—

i;1 + i’:2 = V2 + vl

TuorEME I1I. MULTIPLICATION D'UN OPERATEUR VECTORIEL PAR
UN SCALAIRE. L’opérateur vecloriel Wl — AV produit & gauche d’un
opérateur vecloriel v par un opérateur scalaire A, a pour composantes droi-
tes per rapport & un triédre non commutatif non holonome T les produils
des composantes droites de V & gauche par A

L’opérateur vectoriel Wz =V produit & droite d’un opérateur vec-
loriel V par un opéraleur scalaire A a pour composanles gauches par rap-
port & un triédre non-commutatif non-holonome T le pr.duit des compo-
sanles gauches de V a droite par 2.

Si

Ve—ai+bejtek=iag+jb,+ ke,
alors
W, =2V =(2)7+(Ab)]+ Re) k

W, — VA=1(a, 2 +7 0+ k(e

Tui:orEME 1II. PRODUIT SCALAIRE DE DEUX OPERATEURS VECTO-
rieLs.  Les produit scalaire de deux opérateurs vectoriels T’l et \—7-2 est égal
& la somme des produits des composanles droites du premier opérateur vec-
foriel par les composantes gauches correspondantes du second par rapport
& un triédre non-commutalif, non-holonome T pour un systéme de base

orthonormé.
Si

V= agai 4 bygf + e ak =iag,+ibig+ ke,
Vy = a1 + bo] + €a k=1, + Thag + K 0y,q
alors

(ifl : Vz) = 85,485, 1+ D1,abog + C1aCap

(Vo V1) = ag.a8; 1+ ba,abre 1 €3,C1

On voit sur ces expressions que le produit scalaire de deux opérateurs
vectoriels n’est pas en général une opération commutative.
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Le produit vectoriel peut étre défini dans le calcul vectoriel gauche
de la fagon suivante:
a) c’est une opération bilinéaire

G+ WAW=VAWL VAW
VAW, +W)=VAW+VA W,
AVAW=2F AW
VAW =FAWe

b) pour les vecteurs unitaires du repére fondamental orthonormé,
on a:
INT=0
INT=—JANI=K

Mais le produit vectoriel défini par ces conditions n’a pas la variance
d’un vecteur; en outre dans un triedre non-commutatif méme or-
thonormé on n’a pas en général :

— =

iNi=0 ni iAj=—jAi=k

de ce fait cette opération ne sera pas utile; on établit facilement que :

TaEOREME IV. PRODUIT VECTORIEL DE DEUX OPERATEURS VECTO-
RIELS. L’opérateur W produit vectoriel de deux opérateurs vecloriels _\71
et 172 dont les composantes sont données par rapport a un {riédre non-
commutatif non-holonome T a puor expression :

W= Vl A V-2 =.31,d—i‘ A _i‘az,g + am—{ A _]:bz,g + 31,d? A -1202,g
+ b1,d7 A -i‘az,g + 'bl,d_]: A 7b2,g + bia 7/\ Ecz.g
Fepak ATy, + ek A by, + ek A Ky,

§ 2. CALCUL TENSORIEL GAUCHE

4. Composantes covariantes et contravariantes droites et gauches
d’un veeteur. Cherchons maintenant comment va se transformer un
opérateur vectoriel lorsqu’au lieu de le rapporter 4 un tri¢dre ortho-
normal en mouvement quantique par rapport au repére fondamental,
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on le rapporte & un tritdre T nom orthonormal, non-commutatif, non-
holonome et quand on passe du tricdre T 4 un autre triedre T’ qui est
aussi un tritdre non-commutatif, non-holonome mais qui n’est pas ortho-
normé. Dans tout ce qui suit nous ferons la convention d’Einstein sui-
vant laquelle on devra sommer par rapport a tout indice répété unc
fois en haut ct une fois en bas; on écrira A, B’ pour X; A; B

Désignons par ¢; les vecteurs debase dans le triedre T' et par E les
vecteurs de base de 1”. On a les formules suivantes pour le changement
de base, lorsqu’on peut exprimer les e; sur les E‘,-:

[
b
> )

~.

i . >
ei=ocd,-E,-, e; E

)

s

oc,,, reprcsente la ] me composante droite du vecteur ?i dans le trie-
dre T ocgl représente la j° composante gauche du vecteur E- dans
le tritdre T’. On a de méme les formules de la transformation inverse
qui existe puisque T et T’ sont supposés constituer des systémes de
base et que dans un tel systtme tout vecteur a des composantes bien

définies :
i =€ ﬂg;' 2

Les formules (1) et (2) sont valables en vertu des hypothéses que
T et T’ peuvent &tre choisis comme repéres, donc tout vecteur a des
composantes bien définies sur les e; et les L‘ Mais il n’en résulte pas
qu'un vecteur quelconque vV puisse &étre pris comme vecteur de base
d’un certain repére. En exprimant les E dans la formule (1) en fonction
des 0 ou dans la formule (2) les e; en fonctlon des L‘ on obtient entre
les .« et les B les relations suivantes :

i k k ) k k
g’ Baj = 0i; Bsj i = O;
ipi_ s B k
g Ber = 0s; Bei wgj = 0
0% étant nul pour i # k et égal & 1 pour i = k.

Un vecteur X pourra s’exprimer par ses composantes droites ou gau-
ches dans chacun des deux triedres :

X=1z; €= e x dans T

X =X, E;—E; X,  dans T’
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Si I'on considére les formules de changement de base, on obtient entre
les composantes les relations :

7 ) i, 7 i ~T
Tq = X faj; Tg = Pei X, 3)
i RS I8 ] 7 a0
X = x5 aql; Xl = ot g
Les composantes droites et gauches d’un vecteur se transforment
donc dans un changement de base suivant les transformations inverses
de celles valables pour les vecteurs de base. Les x; et x, sont dites
composantes droites et gauches contravarianies du vecteur X par rapport
au triedre T.
Posons :

Ty =(Xoe), T = (e X)

et cherchons comment se transforment les quantités z;; et x,; dans
le changement de base précédemment défini par (1) et (2):

Ty = (XZ) = ()ZE;) aé’;: = Xuj agi:
Ty = (6 X) = aa} (B X) = o} Xy

Les x;; et x,; sont dites composantes droites et gauches covariantes du
vecteur X dans le triédre T, car dans un changement de base clles se trans-
forment comme les vecteurs de base.

Cherchons & établir les relations qui existent entre les composan-
tes covariantes et contravariantes d'un méme vecteur. On a:

24 = (X- 0) = 2 (¢ ) zh gy, @
Ty = (6-X) = (5-6) 7 = g5 %% @)

en posant :
9i; = (¢~ €;)
On remarquera qu’en général on a:
9i; 7 Yji

On a ainsi déterminé les composantes covariantes droites en fonction
des composantes contravariantes droites et les composantes covarian-
tes gauches en fonction des composantes contravariantes gauches. On a
un systéme de n équations linéaires & n inconnues dans laquelle les
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coefficients g;; sont des opérateurs; on ne pourra pas en général exprimer
les composantes contravariantes en fonction des composantes covariantes
parce que les g;; n’ont pas toujours des inverses.

_. Considérons en particulier comme vecteurs, des vecteurs de base
e; ou E:; on a pour (e;: -E}), en exprimant e en fonction des E

E, en fonction des e; et en vertu des relations (1) et (2):

9ii ﬂg;f = (_C:;-Ek) = ad; G»k
en posant
Gsk = (Esfk)

de méme on a pour (Ej-e;) les relations
; - ;
Bar 9 = (Er-€)) = Gyj 0

Au moyen des composantes covariantes et contravariantes des vec-
teurs le produit scalaire de deux vecteurs rapportés & une base quel-
conque s’exprime tres simplement ; considérons en effet deux vecteurs
T et y tels que:

PR —

=x5e; =¢; ”Lg

]

PR —

y=Yyie;=¢Y;
I.e produit scalaire est donné par:

— e N —

(x-y) = xa (¢;- €;) Yy = T3 95 .llfg
ce qui donne, si 'on tient comﬁte de la definition des g;;:

(.’L’ y) _xd yg1 = Xg;* yE
d’ou ce théoreme :

TukorEME V. Le produil scalaire de deux vecteurs exprimés dans
une base quelconque est égal a la somme des produits d’une composanie
contravariante droite du premier par la composante covariante gauche du
second. Ce produil scalaire est encore égal & la somme des produits d’une
composante covariante droite du premier vecteur par la composante con-
travariante gauche correspondante du second.

Si en particulier on considére une base orthonormée, les composantes
covariantes et contravariantes sont égales. On retrouve alors I'espres-
sion donnée précédemment pour le produit scalaire de deux vecteurs.



200 J. Viard

" 5. Produit tensoriel. — Considérons deux espaces (E,) et (F,) a n
et p dimensions. Désignons par e les  vecteurs de base de (E,) et par
f] les vecteurs de base de (I7,). Soit Z un vecteur de base de (E,) ety
un vecteur de (F,). A ces deux espaces (E,) et (F'») nous ferons corres-
pondre un espace a np dimensions que nous désignons par :

(GnP) = (En) ©) (Fp)

L’espace (G,,) sera dit obtenu par produit fensoriel ou produit krénec-
kerien de (E,) par (F,).
Au couple de vecteurs z, _z; on fait correspondre 1’élement z ©) tt}
dans (E,) O (F,) avec les propriétés suivantes :
a) distributivité par rapport a I’addition :

TOW+Y)=208+70 1,
b) si « est un scalaire -
oz O] ﬁ = o (:? ©) 1;5
TOYe =@ O Y«
c) les np vecteurs de P_ase 7_7,, de I'espace (G,;) sont obtenus a
partir des e; et f; par:

On généralise sans difficulté cette opération de produit tensoriel
pour un nombre quelconque d’espaces au moyen de produils successifs.

Nous nous bornerons dans ce qui suit & considérer le produit tenso-
riel d'un espace (E,) par lui-méme (carré tensoriel de (E))).

Nous aurons alors :

(Gw) = (E,)* = (E,) O (E,)

Les vecteurs de base e;; dans I'espace produit sont donnés par:

—

eii= ¢ O ¢

Un vecteur de l'espace produit (E,L)2 sera défini & partir de deux
~ vecteurs z et y de Iespace (E,) par: x O y.

6. Définition des tenseurs du second ordre covariants. — Considé-
rons un changement de base dans l'espace (E,) défini par (1) et les for-
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mules inverses (2) et cherchons comment vont &tre transformés les
vecteurs de base dans I'espace carré tensoriel (E,)?:

- - - kT ~ n E T n
e; =200 ¢ = E; O E, a0y = ag; Eyp, og; (5)

le changement de base pourra aussi s’exprimer par :

. - — -
e,-]- = ei O ej = Ek ag;' @ “d:?En (6)
et les formules inverses :

- P i = i -

Ekn = ﬂdk eii ,Bgn =e€; ﬂgk Q ﬂdn ej

La transformation d’un vecteur de base de l’espace produit dans
un changement de base peut donc s’exprimer dans deux écritures dif-
férentes suivant la facon dont on exprime les vecteurs de base de 1’espa-
ce composant. Ces modes d’écriture différents se retrouvent pour les
- tenseurs.

Cherchons suivant quelle régle va se transformer dans le changement
de base précédent, le produit des composantes covariantes de vecteurs
de l'espace composant. Examinons d’abord le cas du produit d’une
composante covariante gauche de 'un par une composante covariante
droite de I'autre, c’est & dire, un produit de la forme : z,; Ya;; on a alors:

Ty Yay = Gin Ve Ya Gnj = Gia Bes Xo- Yo Bar G

s t
Zgi Yaj = ogi Xgs Yy Olgj

_ Le produit x,; y,;; se transforme donc comme le vecteur de base
¢; dans le premier mode d’écriture. Nous dirons qu’il constitue un
tenseur vrai du second ordre deux fois covariani. Plus généralment nous
poserons la définition suivante :

DérmNniTioN 1. Un ensemble d’éléments t; a deux indices est dit
former un «tienseur vrai» du second ordre deux fois covariant si dans un
changement de vecteur de base défini par I’équation (5) ces éléments se trans-
forment d’aprés la régle :

k n
lij = ogi Thy otgj
Considérons maintenant le produit d’une composante droite cova-

riante du premier vecteur par une composante gauche covariante du
second ; c’est & dire une expression de la forme z,; y,; et examinons
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comment clle va se transformer dans un changement de base. Utilisons
les formules (1) ct (4'), elles nous donnent :

k " t k 4 s
TaiYgi = Xd Gri §in Yg = Xu le Xgi Kaj GPJ YA’
revenons aux variables covariantes, nous obtenons facilement :
Xapogr g’ Y
Za; Ygj = Kap Ogi %a; Y gp

Une quantité de la forme x;; y,; se transforme dans un changement
de base comme le font les vecteurs de base dans la seconde écriture (6) ;
nous dirons qu’elle forme une quantité tensorielle du second ordre deux
fois covariante. Cette définition ne s’applique qu’au cas d’un produit.
Nous poserons la définition suivante : _

DerintTioN II. Un ensemble de produits v; w; sera dit former «une
quantité tensorielle » du second ordre deux fois covariante si dans un
changement de vecteurs de base ces produits se transforment selon la régle :

k n
V;Ww; = Vy g 0tgj W,

Revenons a la formule (5) de transformation des vecteurs de base elle
pcut encore s’écrire en supposant effectués les commutations "

- B g+ — kn
Cii=0aii Ep, = Ep, 0gij

ou inversement :
— ij _: ]
E;, = ﬂdkn Cij = €4 /3gim

Nous poserons alors la définition suivante : ,

DgrinrrioN II1. Nous appellerons «tenseur vectoriel » deux fois co-
variant un vecteur de Uespace produit, c’est i dire un ensemble d’éléments
a deux indices qui dans le changement de base défini par (5') se iransfor-
ment suivant :

kn
laij = Tary ogij
kn
tgij = %aij Tgkn
Les différentes cxpressions tensorielles ainsi introduites se rameénent
lorsqu’il y a commutation aux tenseurs du second ordre deux fois cova-
riants de la théorie classique des tenseurs.

7. Définition des tensecurs du second ordre deux fois contravariants.
Icxaminons maintenant comment va se transformer, toujours dans le
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changement de base précédent, le produit des composantes contrava-
riantes de deux vecteurs.

Soit une expression de la forme ’L; y,’}, elle se transforme dans le chan-
gement de base suivant la formule :

i i ;i
VgYa = Bgr Xg Ya Pan

DerFiNiTioN IV, Un ensemble d’élémenls a deux indices t est dit
former un «fenseur vrai» du second ordre deux fois contravariant si
dans un changement de base ces éléments se {ransforment suivant la régle :

. Tap— i
M= ﬂgk rI]” dn

Soit maintenant un ensemble d’expressions de la forme z; ¥}, examinons
ce qu’il devient dans un changement de systtme de base; on a:

iq k 7 i o\n
Xg lg = Xd ﬂdk ﬂglb ! g

nous dirons que les a yl., forment une «quantilé lensorielle» deux fois
contravariante. I’lus généralement posons la définition suivante:
DErNiTioN V. Un ensemble de produifs v’ wi sera dit former une
«quantité tensorielle du second ordre deux fois coniravarianie» si dans un
changement de systéme de base ces produils se transforment selon la régle :

. . y 7 ]
Vi = VE By Ben W

De méme qu’on a défini des tenseurs vectoriels deux. fois covariants,
on définit des tenscurs vectoriels deux fois contravariants par:

DeriNttioN V1. Nous appellerons «lenseur vectoriel » deux fois con-
travariant, un ensemble d’élémenis & deux indices se fransformant dans
un changemen! de base comme les composantes droites ou gauches conira-
variantes d’un vecteur de Uespace produit :

B

7] ken ij
li = Tzl ﬁdl-:n
ij 1J ke
lg = Poin T,
8. Définition des {enseurs du second ordre mixtes. — Cherchons com-
ment va se transformer le produit d’une composante covariante d’un

vecteur par une composante contravariante de l'autre. Considérons
pour cela les quatre expressions suivantes :

. 7 0 . . i i
Lgi Yas Ty Yajs Ta; Yg, Tq Ygj
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ona:
xgi yZi = “d? ng ?Z ﬂd:z
Ty Yaj = Bek X Yay g

d’ou la définition :

DermviTioN VII. Un ensemble d’éléments & deux indices £ (ou {}
sera dit former un «tanseur vrai» du second ordre une fois covariant et
une fois contravariant (ou une fois contravariant et une fois covariant),
si ces éléments se transforment dans un changement de systéme de base selon
la régle : . .

ti7 = “d? Tkn ﬂdZ;

7 2 k n
tf=ﬂgk Tnocgf

II faut faire attention que par suite de la non-commutation on a f; # ;.

De méme :

i Eopi yn
Ty; Yg = Xap %gi Pgn Yy
i k i n
TalYg; = Xa Bar oaj Yo
d’ou la définition :

DerFiNtTioN VIII. Un ensemble de produits v; wi (ou v¢ w;) sera
dit former une « qanlité fensorielle » du second ordre une fois covariante
et une fois contravariante (ou une fois contravariante et une fois covariante)
st ces produits se {ransforment dans un changement de base selon la régle :

. k i
v; W = Vi agi fgn W"
ou

i s — VE B a
V' w; = VE Bar gy W,

On remarquera que:

i 7
VW FE W v;

9. Opérations sur les tenseurs.

a) Somme ou différence de deux tenseurs.

THEOREME VI. La somme (ou la différence) de deux tenseurs vrais
de méme variance est un tenseur vrai de méme variance.
Ceci se voit inmédiatement sur les formules suivantes :

£ s = Bgi (TH + S™) ﬂa;fz
L+ 8= “d? (Tsu + San) @37
ot s) = agt (T4 + 50) il
U+ 55 = Ber (T + 5% og]
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I.es mémes formules subsistent dans Te cas de la différence de deux

tenseurs avec des signes — 4 la place de signes .
Exprimons maintenant comment s’ajoutent deux quantités tenso-
rielles de méme variance.

k n k n
v;w;+tu; = Vi aaj Wy + Trogi 0 U,

i g i kKpipi Eopiop i
v'w 4t u =V Bk Ben W' T Bai Ben U”
i i ko kop i
vw + 40 = Vyagi Bgn W'+ Ty ogi fgn U”

7 7 k i n k i n
D w1+t ll,,- =V ﬂdk ®g 5 Wn _I_ T ﬂdk g j U‘h

On voit en géneral qu’une somme ou une différence de quantités tensorie-
lles n’a pas la variance d’une quantité tensorielle.

b) Multiplication d’un tenseur par un opéraleur scalaire. FEtudions
comment se comporte le produit d’une quantité tensorielle par un opé-
rateur scalaire K. Nous avons différents cas a4 considérer suivant la
nature du tenseur.

K'tij =K o‘d? Tkn “g;'l #* adf (K'qu) ag;'L
tij'K = %? Thn “g;} K = Oﬁdf (TIm'K) dg?
K17 = K B3 T Bub = Ber (K-T™) Bu
tﬂ'K — ﬂg;{ ,[\k}l ﬂd{, K i ‘Bg;; (Tk"-K) ‘del
K'tii =K Oﬁdf Tkn ﬂd-{t i “g? (K'Tkn) /3(1{;
1. K=o, Ty ﬂdfz K = Otaf (TV"-K) ,BdZ;
K-t =K Bk T 0g) o Bek (K-T") o}
i 2 n 7 k

15K = e T g K 2 Bgr (T'n-K) o5}

“de ces égalités on tire le théoréme suivant :

TuEorEME VII. Le produit a droite ou & gauche d’un fenseur vrai
par un opérateur scalaire n’est pas un tenseur. ‘
Etudions maintenant le produit d’une quantité tensorielle par un opé-
rateur scalaire.

K-@;w) = (K-v)-w; = (K- Vi) ags ad; W,
@irw)-K =v;-(w;-K) =V, gy oy (W, K)
K- w)) = (K-v)-w' = (K- V") Bak Bed W
@' w). K =0 K) = V*"Bai Bed (W' K)
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K-(0;-0) = (K-v)- 0/ = (K-V,) og' Bei W
;-0 - K = v;- (0 K) = Va5 Ber (W"-K)
K- w)) = (K-0)-w; = (K- V") Ba adi W,
' w)-K =v'-(w;-K) = V* Bai ad (W, K)

d’ou ce théortme :

TutorEme VIII. Le produil d’une quantité tensorielle du second
ordre, de variance quelconque, & droite ou & gauche par un opérateur scalai-
re est une quantité opératoriclle du second ordre de méme variance.

c) Opération de contraction. Soit un tenseur mixte £ ou t/; on
appelle contraction I'opération qui consiste 4 égaler les deux indices et
a4 sommer sur cet indice ; la quantité obtenue par contraction & partir

de !'; ou ¢t/ scra (; ou t;. Faisons un changement de base:

i k g 1
t;i = oqi Tk Ban
7 1 ok n
t; = ﬂg.’c T, Ugi

d’oli ce théoreme :

TutorkMmE IX. L’opération de conlraction appliquée aux composan-
tes d’un tenseur mixle, c’est d dire ti,- et tf ne fournissent pas des invariants
par un changement de base.

Considérons maintenant 1’opération de contraction appliquée & une
quantité tensorielle mixte du second ordre et faisons un changement
de base, il vient:

7 k ] : k 1 n

v, W =Vyagifeu W =V, 6, W =V, W
7 k A k n

Vw, =V Baroadi W, =V & W,=V" W,

TrkorEME X. Les quanlités oblenues en appliquant ['opération de
contraction & des quantités tensorielles mixtes soni des invariants.

Si une expression tensorielle est symétrique dans un certain sys-
teme de référence, on constate en effectuant un changement de base
quelconque que cette propriété no se maintient pas en général. La sy-
mélrie n’est donc pas ici une propriété inirinséque.
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B. LES MOUVEMENTS RELATIFES.

1. CINEMATIQUE OPLRATONIELLE EN THEORIE GENERALE
DES PREVISIONS

10. Dérivée opératorielle. — Pour pouvoir définir une cinématique
opératorielle il est nécessaire d’avoir introduit la notion de dérivée d’un
opérateur par rapport au temps. Nous allons introduire cet élément
nouveau dans la théorie des opérateurs développée au chapitre précé-
dent. Nous poscrons d’abord la définition générale suivante :

DeriNiTioN 1. Un opérateur est dil « dérivable symboliqguement » si a
cet opérateur A correspond univoquement par une certaine loi de correspon-
dance qui sera précisée ullérieurement, un opérateur A’ de (%) : celle loi
étant telle que :

1° & A correspond un A’ unique el si A =B alors \' =1/,
2> si deux opéraleurs A el B sont {ous deux dérivables par rap-
poria ceile loi de correspondance, alors :

(z‘ + B)’ - ;\/ + B’
(AB)’ = A’'B -+ AB’

3° si k est une constanle numérique complexe, sa dérivée est nulle :
(]\‘), == 0

On voit en particulicr en vertu de ces regles, que si B = A4k,
alors A’ = B’, ce qui montre qu'on n’a pas la réciproque de la condi-
tion 1c. Si A’ = B’,.il n’en résulte donc pas que A = B, mais en vertu
des conditions précédentes il en résulte que:

A =B+ Cte

Cle désignant un opérateur dont la dérivée symbolique est nulle (ce
n’est pas nécessairement un opérateur de la forme k).

Une loi de correspondance définissant une opération de dérivation
symbolique satisfaisant aux trois conditions précédentes peut €tre dé-
finie de bien des manitres. IPar exemple A’ pourra étre défini par:

AM=AL--LA

L étant un opérateur de (2f) ; la condition pour qu'un opérateur A soit
dérivable est alors que A L — L A soit un opérateur de (%) ayant un
domaine opérable non-vide.
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A’ peut étre encore défini, si A est une fonction A (f) dela variable
numérique ¢ par:

A = limdit [A(t+ A1) — A ()]

Enfin on peut encore poser pour A’ une combianison linéaire des deux
procédés précédents :

(d) A’=oclimzll-—l[A(t+At)—A(t)]+(AL—LA)

DeriNtTioN I1. Un opérateur A est dit «dérivable symboliquement
par rapport au temps » pour une échelle [t], s’il est dérivable au sens de la
définition I et si t désignant la variable temporelle, on a en outre :

4° O =1
Au lieu de A’ nous emploierons également la notation :

dA ,

Avec cette convention supplémentaire la constante (x) de la formule (d)
est égale a l'unité.

Pour que cette notion ait une signification cinématique il faut que
cette notion de dérivation subsiste lorsqu’on change d’échelle de temps.
Comme si on passe de I'échelle [t] & l'eschelle [7] la quantité :

dt ,

. d . - ;
se transforme, si { = f (%), en c_i_i = f’ (v) (dérivée numérique). Nous

poserons en outre :

, d ! . .
Si d—; est défini et si on change d’échelle de temps cinématique, pas-

sant de U'échelle [{] a Uéchelle [t] alors on a :

dA dA dr dr dA

5° - = — -
dt dv dt dt d=v

dr s
Le facteur a7 étant numérique et indépendant des opérateurs associés

aux corpuscules considérés, la commutation est assurée et la condition
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5° peut étre posée. Elle a pour conséquence d’imposer une condition
a Popérateur L dans lc cas ou la dérivée s’explicite par la formule (d).

L’univocité de l'opération de dérivation symbolique par rapport
au temps est fixée en posant la condition supplémentaire que la dérivée
numérique de la valeur moyenne sera égale & la valeur moyenne de la
dérivée symbolique, soit :

(R) — ©

Celte condition a pour conséquence que la dérivée symbholique est néces-
sairement de la forme (d) avec un opérateur L déterminé. Mais dans
ce chapitre nous n’aurons a utiliser que les condilions 1° a 4° indépen-
damment de la forme explicite des 1'opération symbolique.

Nous avons vu au paragraphe précédent que tout opérateur vecto-
riel V peut s’exprimer, par rapport a un triédre non-commutatif, non-
holonome T soit en fonction des composantes droites soit en fonction
des composanles gauches; on a en cffet :

V —a;i+hijtesk

vV’ =?a§ —]—}"b; —{—ic'

’ou le théoréme suivant :

TutorEme 1. On « deux expressions différenles égales entre elles de
la dérivée d’un opérateur vectoriel relalivement & un repére non-commula-
lif non-holonome, suivant que ce vecleur esl exprimé en fonction de ses com-
posantes droites ou gauches.

11. Dérivée des vecteurs de base d’un triddre. — Ixaminons main-
tenant quelle est la signification des opérateurs cz dérivées symboliques
par rapport au temps relativement au triédre fixe des opérateurs vec-
toriels E; vecteurs unitaires du tricdre T ; ces opérateurs vectoriels ont
élé définis par leurs composantes o, sur les axes du repére fondamen-
tal par des formules de la forme :

E‘1 = 7-117+ o’~12-~j‘|‘ o’v13I.‘;

et les analogues pour ¢, et e;.

=t

Par suite les I: J, K étant des constantes, on a:

i ’

-, R
ey = o1 I+ a0 J 4 a3 K

14 — Collectanea Mathematica.
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Ies opérateurs vectoriels_él' , -é;,—é;; dérivées relatives au triedre fondamen-
tal sont donc des opérateurs ayant pour composantes sur les axes fixes
les quantités a,,, dérivées symboliques des cosinus directeurs des axes
du repere T'.

En écrivant I, J, K en fonction de leurs composantes sur les axes
mobiles on aura pour les opérateurs vectoriels e;. €5, e; en projection
ces axes:

-, y - -
e = wa1 e + wa1e + wyyes
= 17 9~ 3~
ey =@y 61 + wiz s + waaeq
-,

g ~
ey =awhe + was e + wa} e

avec

% ’ ’ ’ ’
Mgy = &y ,Bd w1 7 Owe ﬂd u2 =+ O3 ﬂd u3

L oy =y oy .
de méme on peut exprimer e;, ez, e3 en fonction de leurs composantes
gauches, on a alors :

- - 1 - 2 - 3
€1 =01 W1 + € g1 4 €3 wg
- 1 - 2, = 3
€3 = €1 Wgy -+ € Wg o+ €3 Wgo

-y

-, - s  —~ 3
€3 = €1 Wg3 + € wgy + 03 M3
en posant:

’ ’ ’
: C‘)gz: = ﬂg ui %ot ﬂg 12 Oy ﬂg ug 0ly3

P’osons :

1 u V)

Adv = é (CL)dv_ wdu)

Adu — _1_ (0) v w 11)

v 5 g gu)

u 1 u v

de = Q‘ (wdv + wdu)

% 1 u v

Bgy = 2 (wgv + wgu)

11 vient alors pour les_é,f:

7 - 2, 3 - u
(51=82Ag1—|—(’3Ag1—|—Su€“Bg1
- - 1, = 3 e u
e2=(31A§2+63Ag2+5ueuBg)

-—y

> 1 - 2 - u
63 = e] Ag:‘; + egAg3+ ‘queu‘B[,’i
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ou en fonction des quantités droites :

- 9 3~ w=
et =Ag1 e+ Az e+ S By e,
1 A 1> A 3 SB w
€a=Azs 6+ Aze 3+ S Bys e,

—

7 1~ Q™ “ u
es =Agg e + Ay o+ S By ey

Si on pose:

3 9. 9 3
Pa=Ase=—A,3; Pg=Ags =—A;5
1 3. 3 1

Qo =A43 =—A;1; g =Ag1 = — Agy
2 1, 1 2
rd=Ad1=‘Ad2: rg=Ag2=—Agl

. d
les opérateurs vectoriels e; se mettent sous la forme :

- ~ N
€1 =Tze—qu €3+ S Biie,
- . w—
Cy = Pg 3— del+ det;eu
. . .
€3 = quel—p(le2+ de:] Cy

ou en fonction des quantités gauches :

- -~ "
€1 =e3qg—ey1, + e, B,y
-~ = -~ -~ .
ey =€, r,—e3p, + e, By

-

. -

ey =€ pg— ¢, ¢g + 0, By

Dans le cas particulier ou le tritdre T est orthonormé on a:
rg=—"rg; e =—4s5 Pa = — D¢

les composantes covariantes et conlravariantes d’un vecteur sont alors
égales; un w;, qui représente la u®* composante contravariante du
vecteur o’ est alors égael a (l;.'-ljl‘). On retrouve alors les expressions
données par M. Cazin.

Itudions maintenant les variances des différentes quantités que
nous avons été amenés a introduire. Les formules (1) peuvent se résu-
mer sous la forme :

- —

w 2 - u
(1 I) Cp =gy U = Mgy = €y My

—_
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Iiffectuons le changement de base précédemment défini:
- .

€y = ddy .ES

dérivons symboliquement cette expression, il vient :

-1 rs = s o7
€y = Oay Es + Oliy Es

or
—y —
E, =90, T E,
d’ot
™ = s r I~
Cy = Uiy Es + %dv Qtl-‘»‘ Er
1 ’s m s 7 my
(@) €y = (oas Bas + v a5 far)

identifions les deux expressions (1') et (2) de e, il vient :

(3) gy = gy 4 {lir‘_{_“{,lzs) s
Cette formule montre que les 045 ne se transforment pas dans un chan-
gement de base quelconque comme les composantes d’un tenseur mais
forment un tableau de 9 quantités n’ayant pas une variance définie
(cn raison du fait qu’clles sont liées & deux tritdres: passage d’un re-
ptre & un repere infiniment voisin). On montrerait par un raisonnement
analogue qu'il en est de méme pour les w,,-

La formule (3) permet de montrer que les A,, et les B,y ne sont
pas non plus les composantes d’'une quantité tensorielle ayant une va-
riance bicn définie; on a en effet:

u u v m i u n m o % rm u rmop v
2 Adv = Wiy — Wiy — %o Qdm ﬁ(ln- — g -Q,ln ﬂdm + Kigy Pam— %dy ,Bdm

et unc formule identique pour By en remplacant tout les signes —
par des signes .

Les A;, ne se transforment pas dans un changement de base comme
les composantes d’un vecteur; on peut cependant définir dans le sys-
téme de base 5,; consideré, un vecteur par ses composantes. I’ar défini-
tion nous poserons par analogie avec la théorie classique :

Oy =pai+ lId_]:-I- ek

'Qg =_i-pg+ .l—llg‘l_ l_{rg

et nous appellerons respectivement les vecteurs £, et £, vecteur rota-
tion droile et vecteur rotation gauche.
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12. Opérateurs vectoriels vitesses. — Considérons un triedre en mou-
vement quantique par rapport au tricdre fondamental 7 et désignons
par M, ..., M, les n corpuscules d’un systéme.

Soit 0 l'origine du triedre T; et soit 0, 'origine du triedre 7. D’apres
ce que nous avons vu pour un opérateur vectoriel quelconque I'opéra-
teur associé au vecteur classique OM délinissant la position d’'un point
M peut s’exprimer sous les formes suivantes :

OM = 00, + O.M
OM=XI+YJ+ZK=IX+JY+KZ

I.’opérateur 0,M représente I'opérateur associé & la position relative
du point M dans le triedre T. '

Suivant la méthode générale exposée pour un vecteur quelconque
nous sommes amenés 4 définir pour I'opérateur vectoriel O-l—M des com-
posantes droites et gauches relatives au repere T :

OM =4 + Yaf + 2k =iz, + ]y, + k2,

Rappelons que les notations telles que x,; et les analogues désignent les
opérateurs associés suivant la méthode genérale exposée plus haut aux
grandeurs classiques coordonnées du corpuscule sans qu’il soit fait aucune
hypothese sur la forme de ces opérateurs.

Nous allons maintenant introduire par des définitions les opérateurs
vectoriels associés aux composantes classiques des vitesses des diffé-
rents corpuscules.

DEriNtTioN III. Nous appellerons par définition «wvecteur vitesse
d’un corpuscule par rappor! au iriédre fondamental T;» la dérivée au
sens de la définition II de Uoperateur vecloriel OM.

Par dérivation on obtient :

(OM)" = (00y)" + (0,M)"

1.’opérateur vectoriel (00,)’ sera appelé la vitesse de Uorigine du trié-
dre T prise par rapport au rept¢re fondamental T, I<tudions le second
terme qui intervient dans l'expression de (0,M)’, on a suivant la
regle donnée pour un opérateur vectoriel : '

(0.M) = & @ie,+ase) = & (13 + &3

137 xyz
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DEriNtTION IV.  On appelle «vecteur vitesse relative droite» de M
par rapport au iriédre non-commutatif non-holonome T ['opérateur vec-
toriel :

—

;= , - , =
Via=2%ae,+ Yaes+ za

On appelle « vecteur vitesse relative gauche» de M par rapport au triédre
non-commutalif non-holonome T [l'opéraleur vecloriel:

., .,
Vie=¢,2s+ €Y 4 €5 2,

DErmNiTioN V. On appelle «vecteur vitesse d’enirainement droite »
de M dite au mouvement relatif du {riédre non-commutatif non-holonome
T par rapport au repére fondamental T, Uopérateur vectoriel

Vea = (00) + Tae: + Ya s + za €5

On appelle «vecteur vitesse d’entrainement gauche» de M dite au mouve-
ment du repére non-commutatif non-holonome T par rappori{ au repére
fondamental Ty, Uopérateur vectoriel :

Ve,g == (O—é])’ +—éi xg +_éé yg —I_—EE; Zg

Ces définitions étant posées on peut énoncer le théoréme suivant :

TuEorREME II. La vitesse absolue d’un corpuscule M par rapport
au repére fondamental T; peut éire exprimée de deux facons différentes :

1° La viltesse absolue est la somme de la vitesse relative droite de M
par rapport au {riédre T en mouvement quantique par rapport a T; et de
la vilesse d’entrainement droite de T dans son mouvement par rapport a T;.

2° La vitesse absolue de M est la somme de la vilesse relative gauche
de M par rapport au triédre T en mouvement quantique par rapport a T,
el de la vitesse gauche d’entrainement de T par rapport a T;.

Vu = ad (W)’ = Vr,d + Ve,d = ‘_;r,g + ‘_;e,g

13. Opérateurs vectoriels accélérations. — Nous allons maintenant
d’une maniére analogue a celle que nous avons utilisée pour introduire la
notion de vitesse en théorie générale des prévisions définir un nouvel opé-
rateur vectoriel que nous appellerons par analogie avec la mécanique
classique accéléralion. Nous poserons d’abord la définition suivante:

DeriniTioN VI. Par définilion, on appelle «accelération » d’un cor-
puscule par rapport au repére fondamental T;, Uopérateur vectoriel (0M)”
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obtenu en dérivant une seconde fois L'opérateur vecloriel vitesse de M ;
¢’est @ dire:

(OM)II — (OMI)I
Suivant les régles données pour 1'opération de dérivation, on peut écrire:

(0OM)" = (00" + (0,M)"

L’opérateur vectoriel (00,)" sera appelé accélération de Iorigine O,
du triedre T dans son mouvement par rapport & T,
Considérons maintenant 'opérateur vectoricl (O,M)”", on a:
—_— r = =1, /B r—>r =,
(O M) = (x4 e, +xie) = (Rae,+ 2256 + x4 €) =
Yz 1yz
- -7 > ” —>r ’ —-n
= L +er) = (x5 + 2¢€ T, + €1 xp)
xyz xyz
Nous poserons les définitions suivantes :
DErintTioN VII. On appelle par définition «accélération relative
droile » de M par rapport au itriédre T en mouvement quantique par rap-
port au repére fondamental Ty, Iopérateur vectoriel :

n - n - n —
P,,d =fl)d€1+yd62—{—2d83

On appelle par définition « accélération relative gauche» de M par rapport
au {iriedre T en mouvement quantique, Uopérateur vectoriel

kg - 4 - 4 - "
I'yy=e, %+ ey, + €32
DEerinttion VIII.  Par définition on appelle «accélération d’enirai-

nement droite » de M dile aqu mouvement du triédre T par rapport au repére
fondamental Ty, Uopérateur vecloriel :

g —>n ->n e/ —n
'y =001 +x6 +yses+ ze3

On appelle par définition «accélération d’enirainement gauche» de M
dile qu mouvement du triédre T par rappori a T, Uopéraileur vecloriel:

i S An - g4 —n
I, ;=0014e;z,4 ey, + €32,
Avec ces définitions nous avons interpreté deux des termes qui entrent
dans l'expression de l'opérateur vectoriel OM”. Considérons mainte-
== -7 ’
nant les termes de la forme z;e; et e; .
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. . . -
Si nous nous reportons aux expressions obtenues pour les e; on a
en remplacant ces opérateurs par leurs valeurs :

& iy = |00y + Sei it

xyz xyz =1

3
Fa) =S| Gr—aryai+ Sin i)
xyz xyz =1 .
Ainsi chacun des termes & (t;e;) et & (e vy se décompose en une
somme de deux termes. .
Derinrrion IX. On appelle « accélération de Coriolis droile» I'opé-
rateur vecloriel :

- , > —
Fc,rl =2 Lg/xtl (I,d Cz—(]d ({3)

xyz
On appelle «accélération de Coriolis gauche » Uopéraleur vecloriel :

hed - - ’
Iy =25 (caq,—ey1,) x4
)z

DeriNiTioN X, On appelle par définition «accélération quanlique de
Cazin droile » Uopérateur vectoriel :

—

Tyo=2 5 [x:(Z Byl e)]
xyz

On appelle par définition « accélération quantique de Cazin gauche » I'opeé-
rateur vectoriel :

I,=25[(Z e B,
xyz

Ces définitions étant posées, on peut ¢énoncer le théordtme de composi-
tion des accélérations pour un mouvement quanlique quelconque.

TukorEME III.  L’accélération absolue d’un corpuscule par rapport
au [riédre fondamental T est la somme de Uaccélération relative droite de
M par rapporl & un (triédre T en mouvement quantique quelconque par
rapport a Ty, de Uaccélération d’enfrainement droite de M dite au mouvc-
ment de ce méme {riédre T par rapport & T, de Uaccélération de Coriolis
droite et de accélération quantique de Cazin droile.

L’accélération absolue d’un corpuscule M par rapport au [riédre
fondamental T; est la somme de Uaccélération relative gauche de M par
rapport & un friédre T en mouvemenl quanlique quelconque par rapport
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& T, de Uaccélération d’entrainement gauche de M die au mouvement
de T par rapport & Ty de Uaccéléralion de Coriolis gauche el de Uaccéléra-
tion quantique de Cazin gauche.

.

Fa:ﬁ,’d—l—fc,d—}—]i,(l_l_]-’:]:d
]5(,—_—];,,g—|—]";,g—1—rc,g+rq,g

Dans le cas particulier d’'un tri¢dre commutatif 7" on retrouve le théo-
réeme classique de composition des accélérations; en effet dans ce cas
les opérateurs vectoriels accélération quantique de Cazin droite el gau-
che sont identiquement nuls.

§ 2. CINETIQUE OPERATORIELLE SYMBOLIQUE

14. Masse abstraite. — En mécanique classique on passe de la ci-
nématique a la cinétique en adjoignant aux notions cinématiques la
notion de massc; un passage semblable peut s’effectuer en théorie gé-
nérale des prévisions: on passera de la cinématique opératorielle a la
cinétique opératorielle en adjoignant aux notions cinématiques la no-
tion de masse. _

Mais aussi bien en mécanique classique qu’en théorie générale des
prévisions, la notion physique de masse d’inertie ne peut €tre introduite
(2 moins d’admettre un concept superflu) qu'une fois introduits les prin-
cipes de la dynamique ; si bien qu’en cinétique la masse n’apparait que
comme un cocficient numérique abstrait sans signification physique
associé 4 chaque point figuratif d’'un corpuscule ; pour marquer la di-
fférence avee la masse d’inertie (douée de signification physique) nous
conviendrons de lui donner le nom de masse abslraite.

Nous appellerons alors «grandeurs cinétiques», «opérateurs ciné-
tiques », « quantités cinétiques» des grandeurs, des opérateurs, des
quantités formées respectivement & partir de grandeurs, d’opérateurs,
de quantilés cinématiques et de masses abstraites. Dans ce qui suit
nous allons définir un certain nombre de tels éléments et étudier leurs
propriétés.

Par exemple nous appellerons opérateur énergie cinélique d’un cor-
(]
. .\ . 1
puscule relalivement au {riédre fjondamental Ty Yopérateur Esz, ou

m désigne la masse abstraite associée & ce corpuscule et V son opérateur
vitesse par rapport au triedre fondamental 7;. De méme nous appe-
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llerons cenlre de gravité G d’un systéme le point défini par la relation :

()—G>=2m,'0Mi
Zm;

ol m; est la masse abstraite associée au corpuscule M,. Si O—JIZ dé-
signe I'opéraleur position du i corpuscule du systéme, OG sera par
définition T'opérateur position du centre de gravité du systéme.

Quand on considére un repére constitué par un iriedre équipollent
au repere fondamental T; ayant son origine au point G (triédre qui est
comme T'; commutatif), on voit que ’on a, en vertu de la définition de G ;

P m; GM, =0
par suite en dérivant symboliquement par rapport au temps :
Zmi Vr,d,i = Zmi Vr,g,i = O

15. Opérateurs cinétiques du mouvement relatif. — Dans ce para-
graphe nous allons chercher & exprimer les opérateurs cinétiques lors-
que I'on fait intervenir un tri¢dre relatif non-commutatif non-holonome

a) Force vive. Par définition I'opérateur force vive absolue d’un
sysiéme est :

=y
Ta =4 Z'm, V,m'

DO =

ce qui peut s’écrire, si I'on tient compte du théoréme de composition
des vitesses :

1 — — — —
Ta == i Zmi (Vr,d,i + Ve,d,i) (Vr,g,i+ Ve,g,i)

ou
7‘4 = ézm; (Vl',d,i'.-‘.lﬂ:gvi + Ve,d,i 'Vr,g,i) + T’ + Te
en posant :
Ty = %Zm, (‘_;r,ll,i' ‘_;"»E:i)
al 1 vV V
7; = §2m1 (Ve,d,‘i 'Vg,g,i)

Les opérateurs scalaires T; et T, ainsi définis sont appelés : opérateurs
force vive relative et force vive d’entrainement du systéme.

;
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Si en particulier on considére comme triedre relatif 7' un tri¢dre
ayant son origine au centre de gravité et équipollent au repére fonda-
mental, on obtient immédiatement, en tenant compte de la condition:

Z'mi V,,d,i=0; Z’mi V,,g,«;=0

Ta = Tr,g _|' Te
d’ou le théoréme :

TurorEME IV. THEOREME DE KONIG POUR LA FORCE VIVE. La
force vive d’un systéme est égale a la somme de la force vive de ce sysiéme
dans son mouvement aufour de son cenire de gravité et de la force vive du
cenire de gravité doué de la masse totale dans son mouvement par rapport
au repére fondamental.

b) Energic d’accélération. Par définition 1’énergie d’accélération
absolue S,, est:

O
.Su=¢§2m,-1";,,-

Ce qui peut s’écrire, si I'on tient compte du théoréme de composition
des accélérations :

. 1 — N — . . .
S, = 5 M (Trai+ Teai+ Tegyi+ Tgai) (i -+ Tevgyi+ Ievgii + Lggd)
ou:
Sa=Sr+Se+Sq+Sc+ C

en posant :

1 . N
S, = szi (I'y,a,i- Iy, g,4)

1 .
S, = szi (Lo ai e gi)
Sc = é 2m1, (fc,d,i N -l:;c,g,i)

1 - —
Sy = D) 2m;(I'ga,i+ Iy ei)

1 o o o -
C =izmi(rrdiregi+ I'rdircgi + Ft’llirqgi + Pedi-l-,rgi"_ chircgi+

j:'cdifqgi_"I_;cdifrgi_l_fcdifcgi—l_ -Z_—;cdij:'qgi‘i“ ﬁqdifrgi—l' fqdifegi"['fqd-ifcgi)

S, est appelée opérateur d’énergie d’dccélération relative, S, opérateur
d’énergie d’accélération d’entrainement, S, opérateur d’énergie d’accéléra-
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tion de Coriolis, S, opérateur d’accélération quantique, cnfin C est Popé-
rateur formé avec les termes rectangles.

Si en parliculier nous considérons comme tri¢dre T, un triédre animé
d’un mouvement de translation par rapport au repere fondamental Ty, la
formule précédente se réduit a:

Sa :Sf+Se+ %Emi(ﬁr,i'li+fe'ﬁ;,i)

si de plus 'origine du triedre relatif est au point G centre de gravité du
systéme, on a, si on tient compte de la condition obtenue en dérivant
'Zmi "7,,1- =0:

Sn - Sr,G "I‘ S:’

d ou ce théoreme :

THEOREME V. THEOREME DE KONIG POUR L’ENERGIE D’ACCELE-
RATION. L’énergie d’accélération d'un systéme quelconque est la somme
de l'énergie d’accélération de ce systéme dans son mouvement aulor du cen-
tre de gravité et de I'énergie d’accélerdtion qu’aurait un point matériel doué
de la masse totale sifuée au cenlre de gravite.

¢) Moment einétique. I<n mécanique classique le moment cinétique
d’un corpuscule pris par rapport a l'origine se définit comme étant le mo-
ment de la quantité de mouvement par rapport & ce point. 11 s’exprime
donc par un produit vectoriel; le produit vectoriel méme en théoric classi-
que n’est pas un véritable vecteur, mais un bi-vecteur et c’est la forme
associée & ce bi-vecteur qui dans le cas particulier d’'un espace a trois
dimensions se trouve étre un vecteur. En étudiant 'opération de produit
vectoriel nous avons vu que l'opérateur obtenu en faisant le pro-
duit vectoriel de deux opérateurs vectoriels n’avait pas de variance
définie, (ce n’est ni un tenseur ni un vecteur). La grandeur classique
vecteur moment cinétique doit étre considérée commie un cas de gran-
deur exclue, c’est & dire de grandeur classique qui n’est pas mesurable
4 Tapproximation quantique (%). Suivant la convention que nous
avons adoptée 'opérateur que nous associérons a la grandeur classique
veeteur moment cinétique sera donc lopératcur O de I'espace ().

En théorie quantique nous pourrons considérer les opérateurs asso-
ciés aux grandeurs classiques composantes du moment cinétique; ces

.~ (1) Lorsque Ia forme analylique des opérateurs aura été fixée on verra qu’il
esl Iégitime de considérer la grandeur classique vecteur moment cinétique comme
uné grandeur exclue ; en effet la forme fixée aura pour conséquence qu’'un observa-
leur ne pourra pas en général connaitre simultanément les trois composantrs du
moment cinélique d’un corpuscule par rapporl a aucun systéme de référence.
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grandeurs seront nécessairement définies relativement & un systéme de
référence.

On définit des composantes droites et gauches du moment cinétique
d’un corpuscule relativament 4 un systéme de référence quelconque
par les formules suivantes :

6ix =a YaPgz— 2, Pyy; O x =P4z Yy;—Pyy Z,
iy =aZa Pg,X — Xy Pg,Z 5 o,y = Py x Zg — P,z Z,
04z =aXaPyy—YiP,x; 0pz2=DLyy X;—Pux Y,
LEnvisageons & titre d’exemple la facon dont va se transformer une com-
posante du moment cinétique dans le changement de base le plus gé-
néral défini précédemment. Les formules de transformation donnent
inmédiatament la relation :

i 2 3 3 2\
oax = i (o4 Qgj — gy “gi) Px, ¢

on vérifie que la composante o,,x ne se transforme pas comme une
composante contravariante d’'un vecteur.

A partir des composantes droites et gauches du moment cinétique
on peut définir un opérateur carré du moment cinétique défini par

0% = 04,x"0gx + Oa;y Oy + 04,2:0, 2

(‘et opérateur sera parfaitement défini et correspondra & une grandeur
mesurable. I<n effectuant toujours le méme changement de base on
vérifie que o® n’est pas un invariant, ce qui est évident & priori puisque
¢ n’est pas un vecteur. On obtient :

0 = [ (o g} — i g)) Do) [ (0ai otg} — ota? g ) ]

Par rapport au repére fondamental, on définit les trois opérateurs

G,x = YI)Z—ZPY
O'a,y=pr—XPZ
O'{I,Z=XPY_'17PX

qui serant appelées composanies sur les axes fives du moment cinélique
absolu.

Cherchons & exprimer ces quantités en fonction des positions et
quantités de mouvement relatives a un triedre en mouvement relatif
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par rapport au repére fondamental. Il vient pour une des composantes

75 4

2 3 3 2
Cux =m{ Z 2y (00 o) — o0 g ?) 3y, +
: 2 3 3 2 ’
+2md,i((zdi Rgj — Ogq Otg]')mg,j}

Una composante du moment cinélique absolu se décompose donc en
une somme de deux termes lorsque on l'exprime en fonction des quan-
tités relatives &4 un repére en mouvement relatif.

Posons :

3

2 : 3 79y
O, x =m2z,, (ad,- U-gf—“di“gi)-g,f
2

B ’

Ox =mZ g, (047 Xgj — o ‘xg]') Ty,

Par définition nous appellerons les opérateurs o, o,y et o,z les com-
posanles sur les axes fizes du moment cinéfique d’entrainement et les opé-
rateurs o, x, 0,y et o,; seront dits composanies sur les axes fixes du
momenl! cinéfique relatif.

Avee ces définitions on peut énoncer le théoréme suivant :

TutorEME VI. Chaque composante au moment cinétique absolu sur
les axes fives est égale a la somme des composanies correspondantes sur
les mémes axes du moment cinétique d’entrainement et du moment ciné-
tique relatif.

CHAPITRE 111

CINETIQUE OPERATORIELLE ANALYTIQUE ET THEORIE
DES CHANGEMENTS DE VARIABLES

§ 1. FORME DES OPERATEURS CINETIQUES

1. La cinétique opératorielle analytique. — Au chapitre II, (ciné-
matique et cinétique opératoriclle) nous avons obtenu toute une série
de proprietés cinématiques et cinétiques des systémes de corpuscules.
Mais pour aller plus loin il est nécessaire de connaitre la forme analyti-
que des opérateurs. Cette forme résulte des lois physiques générales,
notamment du principe de I'inertie. Ici nous nc discutons pas les rai-
sons physiques qui conduisent & adopter ces formes d’opérateurs, et
nous les introduirons au moyen d’un postulat. Ce postulat ajouté a la
cinétique opcratorielle permet de constituer une autre théorie partielle
de la mécanique ondulatoire que nous appellerons cinélique opératorielle
analylique, parce que elle portera sur la forme analytique des opérateurs.
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Par opposition la cinétique envisagée au chapitre 11 sera appelée ciné-
lique opéralorielle symbolique parce qu’elle est construite en n’utilisant
que la notion de dérivation symbolique indépendamment de la forme
analytique des opérateurs.

On peut encore distinguer une théorie partielle de la cinétique opé-
ratorielle analytique, c’est la théorie des changements de variables
dans les opérateurs, considérée comme une question de pure analyse.

Tous les résultats obtenus en cinétique opératorielle symbolique
vont subsister ici, mais en outre on aura le moyen de calculer la forme
analytique des opérateurs cinétiques.

2. Le postulat fondamental. — Il suffit de connaitre la forme des
opérateurs cinétiques attachés 4 un systéme de corpuscules quand on
rapporte le mouvement du systéme a un triedre T, dit {riédre fonda-
mental, pour que au moyen de la théoriec des mouvements relatifs, cette
forme soit fixée par rapport 4 tout autre triedre 7, en fonction des opé-
rateurs cinétiques rapportés a T;.

D’autre part tous les opérateurs cinétiques du premier ordre c’est
a dire tous ceux s’exprimant en fonction des positions et des vitesses
auront leur forme analytique définie sit6t que la forme analytique des
operateurs position par rapport & 7' et quantité de mouvement par
rapport a T; sera donnée, les masses étant supposées connues. I1 nous
suffit donc de connaitre la forme des opérateurs position et quantité
de mouvement des corpuscules dans leur mouvement par rapport 4 un
certain triedre 7 pour que la forme de tout opérateur cinétique
dans un mouvement rapport¢é a un triddre 7' quelconque soit dé-
terminée .

Un point de I'espace euclidien (Ry) est fixé par rapport au triédre
T; par 3 coordonnées. Un poinl considéré comme une variable libre
sera défini par 3 variables libres (ou variables indépendantes) qui seront
ses coordonnées par rapport & T;. Les coordonnées de ce point par rap-
port & un tritdre T quelconque s’exprimeront comme des fonctions
linéaires de ces trois variables libres.

Nous admetlrons alors ce postulat :

Postulat de la cinétique opératoriclle analytique. Il exisie au moins
un lriédre Irirectangle T; «dit repére fondamental » qui est un triédre com-
mudalif el une échelle de temps [t] fels que :

1) Les opéraleurs coordonnées X, Y, Z d’un corpuscule par rapport
au Iriédre Ty sont les opéraleurs multiplicalion par des variables libres
X, Y, Z soil :
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X=X, Y==Y. , Z=27.

20) Les opérateurs composanies de la quantité de mouvement de ce
corpuscule dans son mouvement par rapport au triédre T, sonl :

Px = i]l, , Py = l‘lI’ a—d"), . Pz = ih’

o 0
oX o7

le symbole ;—Y signifiant «derivation partielle par rapport & X» el I’ élanl

une constanle universelle.

Ces opérateurs X, Y, Z, px, py, pz du mouvement rapporté a T,
seront dits opérateurs cinétiques fondamentauz.

A partir de ce postulat on peut calculer tout opérateur cinétique
du premier ordre dans le mouvement par rapport 4 un triedre 7' quel-
conque commutatif ou non, holonome ou non. Iin particulier par rap-
port & T, on a: '

v ———1- —ih’l d
x=qpbx= moX

et des formules analogues pour vy et v;. Par contre ce postulat ne nous
donne pas le moyen de calculer la forme analytique des opérateurs du
second ordre, c’est & dire la forme des opérateurs liés aux accélérations.

3. Problémes fondamentaux de cinetique opératorielle analityque. —
Les problémes fondamentaux qui se posent en cinétique opératorielle
analytique sont :

19) Déterminer, en effectuant des changements de wvariables les
triedres .qui ont la méme propriété que T;, c’est 4 dire déterminer
les triedres T, pour lesquels dans le mouvement par rapport & 7., aprés
un changement de variable convenable, les opérateurs coordonnées d’un
corpuscule pourront étre mis sous la forme :

et

QO
(31
Q
(3
(3]



Recherches sur la mécanique ondulatoire 225

Les triedres définis par ces conditions seront dits : friédres cinétiques.
20) Déterminer la forme d’un opérateur cinétique A du premier ordre
du mouvement relatif 4 un tritcdre T en fonction des opérateurs fon-
damentaux d’un tricdre cinétique 7. '
Pour résoudre ces problémes, il faut d'abord examiner la théorie
des changements de variables.

§ 2. CHANGEMENTS DE VARIABLES

4. Egquicorrespondance de deux opérateurs. — Souvent la résolu-
tion d’un probleéme est facilitée par le choix d’un systéme de coordonnées
convenablement adapté (par exemple respectant des symétries). Cette
remarque valable en mécanique classique s’applique aussi bien dans
une mécanique plus générale, c’est pourquoi nous devons examiner de
quelle facon vont se transformer les opérateurs cinétiques lorsqu’on
fera un changement de variables. Ces relations vont résulter des lois
générales du changement de variables, mais pour que les énoncés des
théorémes aient une forme correspondante a celle des théorémes classi-
ques, nous allons d’abord définir une pseudo-égalité entre opérateurs.

On fait le changement de variables qui consiste & passer des n va-
riables x;, ¥y, ..., ¥, aux n variables y,, Uy, ..., Yy, défini par:

y; = f; (X3 -5 T,)

ce qu’'on peut noter sous forme condensée par Y = F (X) en désignant
par X 'ensemble de toutes les variables x; et par Y I’ensemble de tou-
tes les variables y;.

On suppose que le changement de variables est réversible, c’est a
dire que le déterminant fonctionnel de la transformation est différent
de zéro:

D (x]’ i xn)

— Lm0
D (yy, - Yy)

on peut alors exprimer les x; en fonction des y; par @; = g; (Y1, s Un)-
Considérons une fonction de point ¢ (X), elle est transformée par le
changement de variables en une fonction y (Y) et en des points corres-
pondants on a égalité des fonctions ¢ et .
Soit alors un opérateur A opérant sur ¢ (X)

1(X)=4A9(X)

15 — Collectanea Mathematica.
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le changement de variables précédemment défini transforme la fonction
% (X) en une fonction @ (Y) =% (X); on peut alors dire que @ (Y)
cst déduit de y (Y) par un certain opérateur B, on a donc:

ApX) =By (V)

Quand unc relation telle que A ¢ =B y est valable quelle que soit la
fonction ¢ considérée a la seule condition que ¢ soit son correspondant,
on convient de I'écrire sans faire figurer les fonctions opérées. II faut
cependant bien faite attention qu’il ne s’agit pas 14 d’une égalité entre
opérateurs ; en effet A = B signifie :

Ap@ =B g

quelle que soit la fonction ¢ (z) écrite pourvu que ce soit la méme dans
les deux membres. Pour distinguer la relation qui nous intéresse de
Iégalité, nous la désignerons par le signe =; nous écrirons donc A =B
et nous dirons alors que les deux opérateurs A ct B sont des opérateurs
équicorrespondanis. Donc

ATB=, (). Y=FX & p(V)=9¢(X) & Ap=By

On vérifie immédiatement que la relation == d’équicorrespondance est
une relation d’équivalence : en effet :
1o elle est réflexive, car x; = y; entraine A == A,
20 elle est syméirique, A ==B entraine B==A en vertu de l'in-
versabilité supposée du changement de variables
30 elle est (ransitive, A ==B & B ==D entraine A =D,
On montre de plus que celte équivalence est régulicre et simplifiable.

5. Passage de n variables & n vatiables indépendant du temps.—
Supposons que I'on passe des n variables z; aux n variables y;. Désig-
nons par X 'ensemble des variables z; et par Y 'enscmble des variables
y;- Une fonction quelconque ¢ (X) se transforme par le changement
de variables en une fonction y (Y) qui lui est égale en des points X et
Y correspondants, employant la méme notation que pour les opéra-
teurs, nous noterons cette égalité :

Py

en omettant de spécifier les arguments. Le changement étant toujours
supposé réversible on a, pour déterminer les x;, la relation inverse
*; = ¢; (Ui» > Y;) qu'on notera sous la forme abrégée X = G (V).
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Pour - pouvoir déterminer la forme des différents opérateurs apres
le changement de variables, il faut d’abord que nous cherchions la for-
me de l’opérateur transformé de l'opérateur quantité de mouvement

Pxi = i’

2T
Pour avoir la transformée d’une dérivée prenons successivement les
deux fonctions @ et y en deux points infiniment voisins; on a d’aprés
ce qui préctde les deux égalités :

¢ (X) =y (V)
pX+6X)=9p(Y+3Y)
On obtient en soustrayant :

Calculons alors d ¢ et dyp avec les deux choix de variables:

209
= L ix
:‘:a% k

Z
i

i‘?l@

Mais les 0 y; ne sont pas indépendants et s’eipriment en fonction des
8 x, par différentiation de la formule de transformation :

ay,._z”usr

0%y

en reportant cette valeur de 0 y; dans I'expression de 6 y et en égalant
les coefficients de chaque d x; dans chacun des deux membres il vient:

x,

9
‘8
*M
5[
()
<

QO
=

Cette égalité peut encore s’écrire avec nos conventions en supprimant
les functions opérées :

NP}
0 Xy i 0%z 0Yi
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en multipliant les deux membres par ik’ on peut encore écrire:

— v 9fi —
e X O Vi
Px 2y 9,
avec
Wyi=g4 lh’i
oY,

De cette derniére relation et de cclle donnant les z; en fonction de Yis
on déduit inmédiatement les transformés de la résultante cinétique,
des composantes du moment cinétique et du moment cinétique résul-
tant. Pour la force vive, il faut auparavant calculer I'opérateur équi-
correspondant & pik. Cet opérateur s’obtient en appliquant au cas par-
ticulier envisagé ici les proprietés du signe ==

;',, =§ j—ii [ 5—1% Wy

6.- Remarques sur la notion de temps.— IXn mécanique classique
on peut mesurer le temps par le mouvement choisi 4 I’avance d’un point
matériel ou d’un systtme de points matériels dépendant d’un parameé-
tre; ceci n’est plus possible dans une théorie indéterministe puisqu'’il n’y
a plus liaison fonctionnelle entre la position d’un corpuscule et le temps,
mais seulement liaison stochastique; c’est 4 dire que les lois de la mé-
canique permettent seulement de connaitre a4 un instant la probabilité
des diverses grandeurs attachées & un corpuscule et cn particulier de
sa position mais non de calculer une seule position bien déterminée et
fixée avec certitude. Réciproquement de la position observée d’un
corpuscule, méme en excluant l'erreur qui est attachée & tout résultat
dc mesure, on ne peut en déduire a quel instant cette mesure a été faite.
Mais la propriété qu'a le centre de gravité d’un systéme lourd de se
comporter trés approximativement comme un point matériel soumis
aux lois de la mécanique classique permet de pouvoir appliquer, dans
une théorie ol les corpuscules obéissent a des lois différentes de celles
de la mécanique classique certaines considerations issues de la mécani-
que classique comme les raisonnements qui emploient des horloges. 11
est cssentiel de remarquer que ces objets n’ont qu’une réalité statisti-
que et ne peuvent étre construits & 1’échelle atomique.

On pourrait suivant la voic proposée par Eddington définir la temps
a partir de 'entropie ; mais 'entropie n’est pas directement liée 4 la me-
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sure quantitative du temps car clle dépend en outre de nombreuses
conditions pour le systéme, seul le sens de variation est le méme. L’en-
tropie ne permet qu'une mesure qualitative du temps.

Il est un phénomene qui semble mieux adapté pour servir de dispo-
sitif chronométrique, c’est celui de la désintégration radioactive; la
probabilité de la désintégration d’un atome radioactif pendant un temps
trés court A¢ est indépendante de la présence d’autres atomes et ne
dépend que de la grandeur de cet intervalle. Une horloge radioactive
est un dispositif chronométrique meilleur qu'une horloge mécanique
puisqu’il permet de mesurer quantitdtivement le temps tout en mar-
quant la fleche du temps, ce que nc fait pas I'horloge mécanique. Mais
cette méthode comme celle baséc sur I'entropie n’a de sens que si 'on
se trouve en présence d’'un grand nombre de corpuscules ou plus pré-
cisément d'un grand nombre de noyaux radioactifs; on montre en
effet qu'une horloge radioactive est d’autant plus précise qu’elle est
plus lourde, la précision augmentant comme la racine carrée de la masse.

On peut prévoir en vertu des lois quantiques que n’importe quel
autre processus pour la mesurc du temps nécessitera aussi la considé-
ration d'un grand nombre de corpuscules, Ceci montre que la notion
de temps pour un corpuscule isolé ou pour un sysiéme formé d’un petit
nombre de corpuscules n’a aucun sens intrinséque. Seul le temps repéré
par un observateur au moyen de son horloge a une signification. Par
suite le mouvement d’un corpuscule qui fait intervenir la notion de
temps ne peut étre définie que par rapport & un certain systéme pris
comme systéme de référence comprenant un grand nombre de corpuscu-
les et pouvant par suite contenir un dispositif chronométrique'.

Un systéme de référence répondant a ces conditions est le repére
fondamental que nous avons introdnit en cinématique opératoriclle et
qui coincide en fait avec un repére fondamental de la cinématique clas-
sique.

7. Changement de paramétres dépendant du temps.-— La notion
de temps ainsi introduite va nous permettre d’étendre les regles de trans-
formation établies, au cas ou le temps figure dans la transformation.

Soit donc ;, ..., ¥, les n paramdtres fixant la position du systéme
consideré, soit y,, ..., y, les n paramétres nouveaux définis par:

yj = ff (xl cers T3 t)

A une fonction ¢ (X, {) opérable par un opérateur cinétique exprimé avec
le premier choix de variables, X désignant ’ensemble de celles ci, corres-
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pond une fonction y (Y, ?), la lettre Y désignant encore ’ensemble des
variables y;. En deux points correspondants, les deux fonctions ¢ et p
sont égales, ce que nous notons : :

(X)) =y (YV,1)

Considérons maintenant les points correspondants X + 6 X et Y + 5Y
a l'instant 7 + 6{. Nous aurons encore puisque les points sont corres-
pondants :

(X +8X,t+8) =y (Y +8Y,14 80

En soustrayant les deux égalités précédentes membre 2 membre, on
obtient 4 un infiniment petit du second ordre prés:

Explicitons cette derniére égalité, nous avons :

o

X ,+a'/’az

e o
Sy dmt ST o= 2
Mais les y; ne sont pas indépendents et s’expriment en fonction de z; par :

ofs ah
6y, oz 0
Yy = Zilm i+ =6t

Par suite de I'indépendance des variations, en employant le signe d’équi-
correspondance == on obtient :

ofi —
px,k . lev,i

Introduisons I'opérateur E défini par:

1Oy

x¢=—~lh 5 et E,p =—ih >i

t

L’opérateur E ainsi introduit correspond & la constante des forces vives
et n’est pas un opérateur cinétique, mais un opérateur que nous appe-
llerons opérateur temporel ; par suite de la dérivation par rapport & {
cet opérateur joue un role différent de celui des autres opérateurs déja
introduits dans la théorie. Des relations précédente il résulte immédia-
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tement qu’entre les opérateurs E, et E, on a la relation d’équicorrespon-
dance suivante :

. o/i —
B =—3% %5, +5

Pour rester dans le cas d'un changement de variables indépendant du
temps il suffirait de poser dans toutes les formules précédents que tou-
tes les dérivées partielles des fonctions f; par rapport a ¢ sont nulles.
11 n’y a pas alors lieu de faire intervenir 'opérateur E qui dans ce cas
demeure toujours inchangé.

Les relations précédentes permettent immédiatement d’avoir les opé-
rateurs équicorrespondants aux opérateurs résultante cinétique, com-
posantes du moment cinétique, résultante du moment cinétique.

8. Paramétres surabondanis. — Soient xy, ..., x, les n parameétres fi-
xant la position d’un systéme & n degrés de libérté, supposons que I'on
passe du systéme des z; 4 q,, ..., ¢, nouvelles variables en nombre sur-
abondant (p > n) définies par les formules de transformation:

qf — i7 (:L‘l, ey .'En) j — 1, ceey p.

Les relations précédentes sont équivalentes au systéme constitué par
n d’entre elles et p -n équations de liaisons de la forme :

hk (ql’ ey qp) =0 k= 1, ey —P

que l'on obtient en eliminant les x; entre les p équations précédentes.

Passer des n variables z;, ..., z, aux p variables ¢, ..., ¢, revient géo-
métriquement & considérer un point M d’un espace & n dimensions comme
un point d’une multiplicité 91T, 4 n dimensions plongée dans un espace
4 p dimensions. Il faut remarquer que dans ce changement, & une fonc-
tion quelconque des n variables anciennes correspond une fonction des
nouvelles variables qui n’est définie que sur la multiplicité 91T, et est
arbitraire en dehors de 9IC,.

Toutes les dérivées a-?w s’expriment linéairement en fonction des p

1
T, . s s . ’ .
dérivées &—g- mais la réciproque n’est pas vraie, on ne peut exprimer les
i
p dérivées ﬁ- de v en fonction des n dérivées de ¢ par rapport aux z;.
; .
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Le probléme qui se pose est le méme que dans le cas précédent de
changement de variables : trouver les opérateurs équicorrespondants
aux opérateurs p,; puisque la connaissance de cette équicorrespon-
dance suffit pour déterminer les opérateurs équicorrespondants aux
autres opérateurs cinétiques.

Pour résoudre le probléme précédent on procéde de la manitre sui-
vante :

Aux ancicnnes variables x;, ..., z, on adjoint p -n variables
Uy, .- Upy fonction des g, ..., g, et telles que les équations
u, =0 k=1,..,p-n

redonne l'espace des anciennes variables c’est & dire la multiplicité 91C,.
On passe ainsi au moyen de ces variables auxiliaires de p variables
p variables. On obtient alors par la méthode déja exposé d’égalisation
des différentielles d ¢ et 8y 'expression des opérateurs de dérivation

2] . . .
5, sans tenir compte des liaisons; on a

:Lt
2 -y o o
o0T; i 0X;0Y;

et
2 _ za_h_i_a__
o Uy ioUdl,

ceci si I'on définit le changement de variables inverse, que I'on suppose
toujours exister, par:

9 = hj (T, ooy T3 Uy, oy Up.y)

o9

Les dérivées s sont les composantes du vecteur grad ¢ défini sur la
Ly . -
multiplicité O, ; les %U sont les composantes de grad y exprimées
i

avec le nouveau choix de variables. Or les équations provenant de
I'équicorrespondance ne sont autres que celles qui identifient les pro-
jections sur la multiplicité 9%, de grad ¢ et de grad v; des relations
n’existent que sur cette multiplicité. La fonction 3 étant arbitraire en
dehors de 9, I'est sur toute direction prise 4 partir d’'un point M de
9, et contenue dans la multiplicité 91T, normale en M 4 9%,. Le gra-
dient pris en un point quelconque de 91, se décompose donc en deux vec-
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teurs I'un contenu dans 9K, bien déterminé et égal & grad ¢ etl'autre
orthogonal & 91, et arbitraire. Si nous faisons choix de valeurs pour ces
composantes normales les indéterminations disparaissent. Les relations
entre opérateurs que I'on déduit de cette réduction du nombre des para-
métres sont de deux sortes :

10 celles indépendantes du choix des valeurs des composantes nor-
males, ce sont les relations d’équicorrespondance déja définies elles ont
lieu entre opérateurs sur 91, ;

20 celles qui dépendent du choix des composantes normales qui
doivent étre distinguées des précédentes puis qu’en changeant le sys-
téme des valeurs arbitrairement choisi elles sont remplacées par d’au-
tres. Nous les représenterons par le signe T7-. Nous appellerons ces re-
lations des relations de semi-équicorrespondance.

9. Changement de variables. Cas général. — Nous avons envisagé
successivement le passage de n variables x; 4 n variables ly;, la trans-
formation pouvant ou non dépendre du temps, puis le passage de n
variables x; & p variables q; avec p > n, les variables ¢; étant définie
par des fonctions des z;, soit :

qi = fj (xls eeey xn) ] = 1, R >n

En éliminant les x; entre les p équations il reste p -n relations entre
-les g; qui sont des équations de liaisons : on a des paramétres surabon-
dants. Il nous faut maintenant étudier le passage de n variables x; a
p variables q; avec p > n quelconques, les x; pouvant s’exprimer en fonc-
tion des ¢; sans que l'inverse soit supposé avoir lieu.

Aux variables x; nous pouvons adjoindre p-n variables u; convenable-
ment choisies de telle facon que 'on puisse transformer les p variables
q; en les variables z;, u, et inversement (Jacobicn de la transformatiou
non identiquement nul) ; nous aurons alors :

) T Ixi = fi (q1 -+ G ©) i=1..,n>p
1uk = futk (qp s qps D) k=1,..,p-n

I.a donnée des fonctions f;, ..., f.; far1, ..., fp définit le changement de
variables (ces fonctions étant supposées continues et dérivables). Le
Jacobien étant supposé non identiquement nul nous pouvons par in-
version de la transformation T obtenir les ¢; en fonction des z; et u,
soit :

@ T—1 4 =09, (@1 o5 Uy, ey Up_yys 1)
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(Ies fonctions g; sont aussi supposées continues et dérivables). L’en-
semble des variables x; définit un espace (&,) a n dimensions et ’ensem-
ble des z;, { un espace (6,;) & n 4 1 dimensions; I'ensemble des u,
définit un espace (€,) & p -n dimensions et I’ensemble des u;, { un espa-
ce (6,:) & p—n + 1 dimensions ; I"ensemble des ¢; définit un espace
a p dimensions (&,) et I'ensemble des g;, { un espace 4 p 4 1 dimensions.
I’ensemble des z; et u, définit un espace (6,.,) produit direct de (&)
et (8,) qui est & p dimensions. Le passage des variables z;, u, aux q,
deéfinit une transformation ponctuelle inversable de (8., en (6, qui
est continue.

Une fonction de point ¥ dans (&,,,) est transformée en une fonc-
tion de point @ dans (€,,) et les dérivées de ¥ sont transformées en des
expressions linéaires des dérivées de @. Si nous désignons par P I’ensem-
ble des x;,1;,1 et par ( I'ensemble des ¢, {; on voit que P est un point de
(6+4.) et Q un point de (&,,) L.e point Q est transformé en le point P par
la transformation définie par les formules (1) et le point P est transformé
en le point @ par la transformation définie par les formules (2). Les
points P et Q seront dits correspondants. Une fonction de point ¥ (P)
exprimée avec les variables z, u, { sera transformée cn une fonction @ (Q)
avec égalité en des points correspondants :

P=TQ — ¥ @) =0

(pour toute paire de points correspondants).
Si on considére deux paires de points P, Q et P+ 6 P, Q+460Q
de points correspondants infiniment voisins, on aura :

0¥ (P) =6 (Q)

en calculant les différentielles totales de 6 ¥ et 6 @, en ¢égalant les termes
facteurs des mémes différentielles indépendantes, on obtient les rela-
tions cntre opérateurs de dérivation. On a comme expression des dif-
férentielles totales :

r_52% 5. oY oy
oW =% 0w+ 25t ou S ou

i 0%,
0D oD
=>—0¢q,+—0ot
oD ;aqiatb—{— Y, C

quant aux différentielles d x;, 0 u; et dg; elles sont liées par
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(gxt=2 a/%a _*_afi
)

C)f”+k C)]‘n+k

69, = 3 58 8z, + £ 00 uy + 20 81

En égalant terme & terme dans les différentielles totales et en omettant
d’écrire la fonction opérée, on obtient les relations suivantes entre opé-
rateurs de dérivation :

1,
- ‘i—z &fﬁﬁ_{_m_?_
{

3) 94 i 0, 0%; 9q, Uy
) ofi o Ofntk O
Lat . + Lz;‘e ot ax,~+ ot ouy

et les relations inverses :

ox; " Tiox; oq;

0 _< 99 9

ou, . iauk aq7 . (4)
9O 599 2 4 2

ol 7 Z, o aq,+ at

Les formules précédentes nous permettent d’exprimer les dérivées de
la fonction ¥ (P) en fonction des dérivées de @ (Q) et inversement. Mais
cex ne sont pas des fonctions ¥ (P) que nous devons considérer mais
des fonctions y (X) définies dans I'espace (8, . I.’espace (.4, sur
lequel se déplace P est le produit direct de (6.,) et de (6,). L’espace
(8,) est une multiplicité 4 n 4 1 dimensions plongée dans l’espace
(8:42) 2 p - 1 dimensions. Ille se trouve définie dans l'espace (8,.,)
par les équations :

uk=0 k:l,Z,...,p-n

Par la transformation 7' Despace (8.., est transformé en l’espace
(€,4), la multiplicité (€., sera transformée en une multiplicité 91, &
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n 4 1 dimensions dont les équations se déduisent immédiatament des
expressions des u;, soit :

[t (@ s qps ©) =0 k=1,2,..,p-n

En dehors de (&,.,) la fonction y (X) n’est pas définie; il lui corres-
pond dans (&,,) une fonction de point ¢ (M) définie sur O,, et I'on
a en deux points correspondants la relation:

Xe@u) &M =T'X — p(X)=¢pM). & MK,

en des points correspondants infiniment voisins on aura :

81X e (B & OMeO,, — Sy (X)=0p (M)

cn désignant par 6 rX (variation tangentielle) et par 6 M des varia-
tions de points X et M qui satisfont & la condition précédente, c’est
a dire qui font passer de points de (€,,;) ou de 9IT,; & des points de
la méme multiplicité. Désignons au contraire par é yX des variations
de l'espace (8,,,) ne faisant varier que les u; qui passent de 0 & du,a
partir de points de la multiplicité 9IC,,. Les variations correspon-
dantes du point M seront notées Oy M (variations normales). Unec
variation quelconque é X dans l'espace (8,.,) est la somme des varia-
tions 0 ;X etd yX et de méme pour une variation 6 N dans l’espace
(&,,), soit:

6X=(5NX+(STX 5 6M=(5NM+61M

En dehors de la multiplicité (6., la fonction y (X) n’est pas définie ;
on peut la prolonger arbitrairement sur tout I'espace (&,.,) par une
fonction ¥ (P) qui prend des valeurs arbitraires hors de (8. et qui
sur (5,,) est égale & y (X), soit

Pe@z) — YP)=y &)
cette condition entraine que:
or¥ =20y
et par suite:

o oy i=1,2..,n
'T'i a.’l?,-

[\
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Par contre 6 y ¥ est arbitraire et les dérivées j—u peuvent prendre des
k

valeurs arbitraires; les dérivées g%psont nulles puisque o (X) est une

7

C . o T
fonction indépendante des u,. Puisque lesd—u— sont arbitraires on est
k

libre de fixer leur valeur et nous conviendrons de les égaler toujours

aux valeurs de j—uw c’est & dire zéro. Suivant la notation opératorielle
) Up,

définie plus haut une telle condition au lieu d’étre écrite :
ﬁ—l=0 k=1,2,...,p-n
ouy :

sera notée en omettant d’écrire la fonction opérée (puisque les relations
auront lieu pour toute fonction opérée) et en utilisant le signe = soit:

iT()
o Uy

De telles relations annulent les opérateurs dérivation par rapport aux
variables qui ne figurent pas dans y (X). Elles expriment une condi-
tion sur le prolongement de y (X) par ¥ (P) au voisinage de la multipli-
cité (8,,) . Nous les appellerons conditions d’élimination car elles ont
pour effet d’éliminer les variables u, qui ne figurent pas dans y (X).

Dans la transformation résultant du passage des variables x;, u,,
t aux variables g;, £, la multiplicité &, est transformée en la multipli-
cité 9, ,; 4 la fonction y (X) il correspond la fonction y (M) définie
sur 9, ,. Cette fonction ¢ (M) peut étre prolongée arbitrairement dans
tout &,, par une fonction ¥ (Q) assujettie seulement & étre égale & ¢ (M)
sur 9,;, soit:

MeOR,, — & M) = ¢ (M)

mais hors de 91, la fonction @ (Q) est arbitraire, et la variation é y@
est arbitraire, on a seulement la condition :

07D (M) =90¢ M)

La fonction @ (M) est arbitraire hors de 91, et n’est pas assujettie a
correspondre & la fonction ¥ (I’) qui prolongue y (X) dans (8,,,) hors
de (8.,), on n’est donc pas obligé de poser qu’a

Sy ¥ (X)=0
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résultant des conditions d’élimination, correspond d y @ (M) = 0 on
peut au contraire donner telle valeur que I'on veut aux expressions co-

rrespondant aux opérateurs aiu (systéme 4). On aura d’une part des
i :

relations indépendantes de la valeur fixée & ces expressions (notées avec
le signe =), d’autre part des relations résultant du choix fait pour ces
expressio ==). On voit que lors d’un tel change-
ment de variables on ne pose pas la conservation des conditions d’éli-

mination.

Les variables x;, u; ou ¢; ont été jusqu'ici supposées indépendantes
et c’est ainsi que nous avons obtenu les systémes (3) et (4). Envisageons
maintenant le cas ot une variable u, est liée aux variables x,, et & £ (ce
cas comprend en particulier celui ou une variable ¢, serait liée aux z,
et a ¢; il suffirait de prendre comme variable t la variable g, elle-méme,
puisque les u;, ont été choisies arbitrairement pour compléter le nombre
des variables). Une variation & u, est alors liée aux variations d z,, et

6t. On aura:
dup =2y 07, + Ape 01

Si la liaison peut «etre exprimée en termes finis (liaisons holonomes)
les A sont des dérivées partielles d'une fonction ; dans le cas contraire
on a une liaison non-holonome : les A;; sont appelés coefficienls de liai-
son. Si on a une telle liaison ’équation en u;, du systéme (4) disparait,
et, multipliée par les A, ses termes viennent s’ajouter dans les équa-
tions en z; du systéme (4). En effet on a, en n’introduisant que les dif-
férentielles de variables indépendantes :

aaf/=zm 2+ 25 "”a + <zzk,ax+zmat>

et

d’ou on a les relations:

2%, ou 2 ol og;
— 29; ©
— = — m=1,..,p-n;msz=k
s, 2 Su, a4, S
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S’il y avait plusieurs équations de liaisons, des équations s’élimine-
raint et les autres équations contiendraient des termes complémentai-
res. La liaison entre u; et les x;, ¢, si elle s’exprime en termes finis, dé-
finit une multiplicité 9%, dans I'espace (8..,). L.a fonction ¥ (P) se
trouve alors définie sur la multiplicité 9, on peut la prolonguer hors
de 9, d’une manitre arbitraire par une [onction ¥ (P).

Si on passe de l'espace (%,.,) & I'espace (8,,), la multiplicité 91,
est transformée en une multiplicité 9%;. Si nous avons comme équa-
tion de liaison en termes finis :

u, =hy (xy, ..., %, £)
qui définit la multiplicité O, la multiplicité 9%, aura pour équation :
Fusn @1 Qoo -0 453 D) =i [f1 (G155 953 D5 woos o (G5 o0 43 )]

Si la liaison est non holonome, la liaison dans l'espace (8, s’ex-
primera par :

t')/n+k C)fn+k d/’i
gintk sa. — Sl =AY = bq+ A, Ot
3 20, dq; + 51 2 A 2 54, q; it

Les variables ¢;, ..., g, ne sont pas indépendantes; si les liaisons
-sont holonomes, & la fonction ¥ (P) définie sur 91T, correspond @ (Q)
définie sur O;. La fonction @ (Q) peut étre prolongée hors de 91, par
une fonction @ ' (Q); sa valeur hors de 9%, est arbitraire, par suite une
variation dy @’ correspondant & un déplacement  yQ normal 4 9% est
arbitraire, d’out des relations supplémentaires exprimées par le sig-
ne =% entre les opérateurs de dérivation si I'on fixe la valeur de 6 y@'.
Si I'on considére une fonction p (X) fonction des x; et de { definie
sur (8x,), on peut la prolonger sur 9i; par ¥ (P) et sur (8,,,) par v’ (P).
Comme dans le cas de I'élimination des variables u; examiné plus haut.
si on se limite & des fonctions y (X) on aura des conditions d’élimination
comme s’il n'y avait pas de liaison pour les u,:

— =20 ik&j=12, .. pn

a la fonction y (X) il correspond ¢ (M) sur 9., dans l'espace (8,) .
On peut prolonger ¢ (M) arbitrairement sur 9 ou sur (842 par @ (Q)
ou @’ (Q).
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Les relations entre les aix et iq seront de deux types celles expri-
i 1

mées avec le signe = qui seront indépendantes des choix faits pour les
valeurs des variations normales J y et celles exprimées avec le signe ==
qui dépendent du choix fait.

Si I'on annule les C)i on a ala place du systéme (5) les relations:

2 29; 249\ o
— 3 (29 ,1,._-7)__
o zf:(arr,-+ " ouy) oq;
291\ 2 | 2
"’auk>aq,~+az

(6)

A partir des résultats précédents on peut énoncer la théoréme suivant :

TukorEME 1. Toule infroduction de liaison supprime une relation
liant les opérateurs de dérivation et iniroduit un terme supplémentaire
dans chaque membre des équations restantes qui n’est autre qu'un membre
de I’équation supprimée mulliplié par le coefficient de liaison correspondant.

TuEorEME II. Toufe élimination de variable supprime les opérateurs
de dérivation par rapport aux variables correspondantes dans le membre
de gauche de chaque équicorrespondance.

TutorEME III. Chaque introduction de liaison et chaque élimination
introduisent una relation arbitraire avec le signe == enire les opérateurs
de dérivation par rapport aux nouvelles variables.

CITAPITRE IV

INTEGRALES PREMIERES

§I. LA NOTION D’INTEGRALE PREMIERE

1. Intégrales premidres en mécanique classique. — En mécanique
classique on appelle intégrale premiére, au sens mathématique, toute
fonction uniforme ou multiforme [(g;, pi, 1), des coordonnées g;, des
moments conjugués p; et du temps qui reste constante au cours du temps
en vertu des équations du mouvement:

(i i ) = a.

C’est 14 una définition mathématique qui ne peut étre adoptée telle
quelle en mécanique ondulatoire, car par suite des relations d’incerti-
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tude, les parameétres de position ¢; et les moments conjugués p; n'ont
pas & chaque instanlt des valeurs déterminées d’une facon précise, et
de ce fait, une fonction de ces arguments ne peut avoir en général de
valeur bien déterminée. On pourrait songer & former l'opérateur cor-
respondant & la fonction / en remplacant les q; et p; par les opérateurs
correspondantls, mais pour cela il faut que la fonction f(q;, p;, [) donne
un opérateur bien défini, ce qui n’a lieu que pour certaines formes de
fonctions ; de plus il faut avoir défini la constance d’un opérateur. Ce
n’est donc pas d’une maniere formelle que 'on peut parvenir & une dé-
finilion satisfaisante des intégrales premiéres; il faut se placer sur le
plan physique et non sur le plan mz’lthématique.

Iin mécanique classique, parmi les intégrales premiéres au sens ma-
thémalique, on peut distinguer une classc particulitre : ce sont celles
correspondant a des grandeurs physiques pour lesquelles on peut dé-
finir des appareils de mesure ; pour les caractériser, nous les appellerons
inlégrales premiéres au sens physique. Une intégrale premiére au sens
physique est donc en mécanique classique, une grandeur s’exprimant
par une fonction f(g;, p;;[), dont la valeur est constante au cours du
temps en vertu des équations du mouvement ; (on remarquera qu'unc
intégrale premitre au sens physique est nécessairement uniforme ou
uniformisable, car si on effeclue une mesure on trouve un résultat unique
bien déterminé ; par suite les intégrales premicres essentiellement mul-
tiformes ne peuvent élre des intégrales premieres au sens physique).

Cette définition de la mécanique classique se laisse transposer en
mécanique ondulatoire et y prend une forme précise. Ies intégrales
premitres qu’on définit jouissent alors de propriétés analogues a celles
de la mécanique classique. On a vu plus haut qu’a toute grandeur phy-
sique est associ¢ un opéraleur, d’aprés ce qui précéde c’est done finale-
ment & parlir des propriétés des opérateurs que I'on définira les inté-
grales premiéres en mécanique ondulatoire.

2. Opérateurs intégrales premidres.— Si l'on appelle opérateur
«auto-prévisible » tout opérateur associé & une grandeur physique A (¢)
tel que si a un instant [, on connnait la valeur r4 ({,) de la grandeur A,
la valeur de cette grandeur est connue exaclement pour tout instant {
ultérieur, (1) on voit qu’'une intégrale premiére en mécanique classique
peut étre définie comme une grandeur auto-prévisible & valeurs pos-
sibles indépendantes du temps. On montre que ces deux caractéres sont

() J. L. Destoucuss. - - Principes fondamentaux de  Physique  Uhéorique;
L. T11. p. 6UG6.

16 — Collectanea Mathematica.
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compatibles et peuvent étre conservés en mécanique ondulatoire; nous
poserons donc la définition suivante :

DEFINtTION.  Un opérateur sera dit «intégrale premiére» si: 19) il
esl associé a une grandeur physique au sens élargi , 29) il est & valeurs
propres indépendantes du lemps ; 3°) il est auto-prévisible.

La grandeur associée & un opéraleur intégrale premiére sera dile « gran-
deur intégrale premiére ».

La condition & laquelle doit satisfaire I'opérateur associé 4 une gran-
deur A ({) pour qu'il soit a la fois auto-prévisible et a valcurs propres
indépendantes du temps se traduit par la relation :

A AW L) X,, (tg) =AU 1) A (L) X,, ()

Les grandeurs intégrales premiéres que nous venons de définir co-
rrespondent bien aux intégrales premitres au sens physique de la mécani-
que classique; clles en ont en effet les propriétés caractéristiques : 19) les
valeurs possibles d’une intégrale premiére sont les mémes a tous les ins-
tants, ce qui se traduit ici par les valeurs propres indépendantes
du temps; 20) si & I'instant initial £, on connait la valeur d’une inté-
grale premiére, on connait de ce fait sa valeur a tous les instants ulté-
rieurs, il y-a autoprévisibilité.

§ 2. AIDE FOURNIE PAR LES INTHGRALES PREMIERES DANS LE
CALCUL DES PREVISIONS

3. [Utilisation d’intégrales premidres. — I.e probleme des prévisions
qui se décompose en problémes successifs, comprend un probléme d’évo-
lution qui est le seul dans lequel le temps intervient: le probleme de la
détermination des éléments de prévision & partir des éléments initiaux,
c’est & dire trouver les X (f) qui sont les transformés par % ({, 1,) des
X, associés au résultat de la mesure initiale. Si X ({) s’exprime symbo-
liquement sous la forme :

X () =2 (4, ;) X,

ceci ne détermine la forme explicite de X (f) que pour autant que la
forme de 2 est explicitée et qu'on a su effectucr la transformation de
X, d’une manitre effective.

Or la connaissance d’une intégrale premitre fournit dans certains
cas des conditions auxquelles X (/) doit satisfaire, ce qui apporte une
aide dans la détermination effective de X (f).
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En effet si I'on sait que la mesure initiale a pour conséquence que la
‘valeur & /, d’'une grandeur physique au sens élargi de rang [ et intégrale
premiére correspondant & un opérateur p, (f) est contenu dans un en-
semble &, dec valeurs, on peut affirmer que tout X ({) acceptable sous
celte condition initiale appartient & la multiplicité determinée par
les ¢léments propres X, , (¢) tels que :

PaO)X,, () =raX,, (1) avec ryeé 1)

Ceci fournit une condition & laquelle les X,, ({) doivent satisfaire. 11
faut en outre qu'ils appartiennent & I'ensemble &€ des éléments de pré-
visions. Si la mesure initiale équivaut a4 la mesure de la grandeur asso-
ciée & p4 (fy) avec la précision &, tout élément de &, satisfaisant & I'é-
quation précédente pour { ={, et r, €8 est acceptable comme élément
initial. Si au contraire la mesure initiale est telle que seuls certains des
X, (¢) soient acceptables comme éléments initiaux, seuls certains X, , (Z,)
seront acceptables. Mais en général, dans I'un et I'autre cas, I'équation
(1) nc suffit pas & déterminer complétement les X, , ({) ; par exemple
si p4(f) est indépendant du temps, I'évolution des X,, (/) au cours
du temps n’est pas déterminée par 1'¢quation (1).

D’ou ce théortme : :

THEOREME. Si & lUinstant initial la valeur d’une inlégrale premiére
définie par un opérateur p, ({) est fixée avec une cerlaine aproximation
&, tout €élément de preévision X (f) acceptable sous les conditions initiales
appartient a la multiplicité 9¢, engendrée par les éléments X,,(l) qui

10) sont des éléments de prévision c’est a dire des eléments de o€,

20) sonl des solutions de I’équalion aux valeurs propres :

Pa (l) X,A (l) =Ty X»,A (l)

pour Uensemble des valeurs ry qui appartiennent & la famille & caracté-
risant la valeur initiale de p, (f) .

Si en outre 'opérateur d’évolution est linéaire (cas de la mécanique
ondulatoire), d'une part a toute mesure initiale on peut associer une
intégrale premitre , d’autre part si la mesure initiale permet d’affir-
mer que tout élément initial est de la forme :

Xo=2¢;Xio avec pa(ty) Xio=rqX;0 ct ryeé;
alors tout élément de prévision sera de la forme:

X ([) = C; Xi (l) avec pgy (t) X,’ (1) =Ty Xi (l) et 'y eb,

%
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avec des valeurs ¢; indépendantes du temps et les mémes qu’a l'instant
initial.

Donc dans le cas d’un opérateur d’évolution @f linéaire, une inté-
grale premiére fournit une aide encore plus importante que dans le cas
général.

4. Limitation i I'évolufion introduite par une intégrale premidre. —
Si le systéme physique étudié admet une intégrale premiére A (f) et si
sa valeur initiale est fixée avec une certaine approximation &, I'élé-
ment X (/) figuratlif du systéme dans 'espace des éléments de prévisions
ne peut étre quelconque ; nécessairement il est dans un certain ensem-
ble d’éléments de prévisions. Iin effet X (f) est dans’espace (2C) d’une
part, d’autre part il est dans la multiplicité ¢, définie ci-dessus. 11 est
donc nécessairement dans l'ensemble S défini par:

S =9, Nec

On voit que comme en mécanique classique, une intégrale premiére en-
traine une limitation & I'é¢talement du domaine dans lequel se Lrouve
le point figuratif du systéme.

Iin mécanique classique, si la valeur d’une intégrale premieére uni-
forme f(q;, p;, 1) est fixée, le point figuralif M du systéme étudié est
assujetti dans l'extension en phase (22) a se trouver sur la multiplicité
M,, d’équation :

[(@Qis pis ) =a

Si d’autre part on sait que le point figuratif M est dans un domaine D
de (2), il sera nécessairement sur la partie commune a D et & M, ; soit
sur l'intersection D N M,,.

Ein théorie générale des prévisions on retrouve des circonstances
analogues : le systéme est figuré par un ¢lément de prévision X (1) qui
est assujetti & se trouver sur I'espace (&C) des éléments de prévisions
[(¥C) joue un peu un rdle semblable & celui de l'extension en phasel.

Si la valeur d’une intégrale premiére cst fixée avec précision le point
hguratlf X sera sur la multiplicité 91T, , associée a la valeur de cette
intégrale premiére et par suite sur lintersection (5€) N 9%, ,. La mul-
tiplicité non-linéaire joue le role de la multiplicité 9N, , de la mécanique
classique.

5. Reégle pratique. — On peut énoncer la rigle pratique suivante :
Pre;uitri rEGLE praviQu.  Siles conditions initiales d’un probléme de
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prévisions sont lelles que la valeur d’une intégrale premiére dont on connait
Uexpression de Uopérateur p, (I) associé, se [rouve fixée soil avec préci-
sion soit avec imprécision pour déterminer les éléments de prévisions, on
cherche d’abord les fonctions qui satisfont & U'équation aux valeurs propres
de Uopérateur p4 () pour la valeur fizée r,, ou pour U'ensemble & de va-
leurs défini par la mesure iniliale, soit :

Pa) X, () =14X,, (1) avec r,eé

DEUXIEME REGLE PRATIQUE. Si U'opérateur d’évolution 2 est linéaire
et si Uon connail une intégrdle premiére p, (f) ¢l si enfin on sail qu’un
élément initial X, acceplable sous les conditions initiales est de la forme :

Xo=10;X; avee pa()X;o=raX; et rypcé;

alors cel X, donne lieu @ un élément de prévision X (t) qu’on délerminera
de la fagon suivarle : 1°) on calculera les solulions de I'équation :

Pa()) Xy @ =14 Xy O
qui appartiennent a Uensemble € ef qui sonl lelles que :
X4 (lo) = Xip
el cela pour chaque valeur de Uindice i.
29) & un X;, correspondrail plusieurs solutions dislincles X, ({) appar-

Y

lenant a €C; on posera:
X)) =205 Xoaii () avee X = X, = Xy
les a; étant laissés arbitraires sous la seule condition que X; (f) appartienne
a .
30) Les X; (t) élant ainsi déterminés on aura :

X)) =2ic; X; ()

les ¢; élant les mémes que ceux qui figurent dans X.
40) Les probabililés de la grandeur p,({) se déterminent immédiate-
ment : on aura :

pi=1f()= |¢'i|k

6. Utilisation de plusieurs intégrales premidres. — Examinons d’a-
bord le cas ou I'on connait deux opérateurs intégrales premieres A (f)
et B ({) ; plusieurs cas sont & distinguer suivant que les grandeurs co-
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rrespondantes A et B seront composables (c’est & dire simultanémeént
mesurables) ou non.

Si les deux grandeurs A et B sont composables, il n’y a pas de dif-
ficultés : comme en mécanique classique on pourra connaitre simul-
tanément les valeurs des deux grandeurs au moyen de mesures; par
suite on peut donner des valeurs &, et & , de ces grandeurs fixées avec
une certaine imprécision comme conditions initiales d’un probléme
(soit que I'on ait mesur¢ 4 la fois A et B, soit que I'on ait mesuré une
grandeur C dont elles dérivent). Dans un tel cas les éléments de pré-
vision acceptables devront satisfaire aux deux équations aux valeurs
propres :

AN X, () =aX, () avec aeg 6,

B ([) Xb (t) =b Xb (t) . avec be &IZ

oii &, ct &/ sont les valeurs données des intégrales premicres A et I.

La détermination des éléments de prévision acceptables sous les
conditions initiales données sera plus précise que dans le cas d’une seule
intégrale premitre, puisque nous avons deux équations 4 satisfaire si-
multanément au lieu d’une. Nous dirons alors que A ct B sont des in-
tégrales premiéres « simultanément utilisables ». .

Si nous reprenons la représentation géométrique dans I'espace &)
on voit de suite que les deux multiplicités linéaires 9M¢_, et Mg, , dé-
finics respectivement par 'cnsemble des X, (1) et X, ({) auront des vec-
teurs communs et par suite leur intersection forme une multiplicité
Me,, &, non réduite & zéro. Le point figuratif du systéme X () se trou-
vera sur lintersection de la multiplicité Me ¢, + avec I'ensemble o€,
Ce raisonnement se généralise immédiatement au cas d’un nombre
quelconque d’opérateurs intégrales premiéres correspondant a des gran-
deurs toutes composables entre elles deux & deux. On voit sur le schéma
géométrique que si 'on connait un nombre suffisant d’intégrales pre-
miéres avec des valeurs suffisamment précises pour chacune d’elles, la
position du point X peut étre entitrement déterminée lorsque I'inter-
section des multiplicités associées & toutes las intégrales premieres est
4 une dimension.

Dans ce cas particulier le probléme posé se trouve complétement
resolu, chaque intégrale premiére venant réduire I'ensemble des posi-
lions possibles du point X (f) sur I'ensemble & de I'espace ().

7. Intégrales premidres incomposables. — Cependant ce cas toujours
réalisé en mécanique classique de grandeurs toutes composables entre
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elles est exceptionnel dans une théorie générale des prévisions et en
particulier en théorie quantique. kn géneral, parmi les intégrales pre-
miéres que 'on a déterminées il existe des paires incomposables.

Supposons d’abord que l'on ait deux opérateurs intégrales premic-
res A ({) et B ({) correspondant & des grandeurs incomposables A et B ;
ceci signifie que I'on ne peut connaitre simultanément des valeurs &,
et 8, des grandeurs. Si 'on connait la valeur 8, de la grandeur A, les
éléments de prévision acceptables devront vérifier I’équation aux va-
leurs propres de A (t) pour les valeurs de &, :

AWOX, () =aX, (@) avec acé,

La multiplicité Mg, , est parfaitement déterminée et le point X (1)
sera situé dessus; mais n’ayant pas la valeur de la grandeur B, au
méme instant (par suite de l'incomposabilité), on n’aura aucune rela-
tion permettant de préciser X ({) davantage, de sorte que les deux in-
tégrales premieres A (/) et B ({) n’apportent pas une limitation sup-
plémentaire & celle qu'apportait I'intégrale premitre A seule.

En général le choix de l'intégrale premiére a utiliser pour faciliter
la détermination des éléments de prévision est fixé par la donnée des
conditions initiales et, s’il reste une certaine liberté, par des raisons
de commodité.

La condition peur que deux grandeurs A et B soient mesurables
simultanément est que tout élément propre de 'une soit élément propre
de l'autre, c’est a dire que tout X, soit un X, et inversement. Nous
avons vu au chapitre précédent que des fonctions propres communes
peuvent n’exister que pour des valeurs propres particuliéres; les deux
intégrales premitres A et B nc seront alors simultanément utilisables
que pour ce systéme de valeurs.

8. Intégrales premiéres distinetes. — On notera que si A (f) est un
opérateur intégrale premiére, il en est de méme de A” (f) (quel que soit
n) et de polynomes en A (f); mais A" () et ces polynomes ont mémes
éléments propres que A (f), et par suite ne fournissent aucune aide sup-
plémentaire a celle apportée par A a la détermination des éléments
de prévision.

Nous dirons d’'une facon générale que deux intégrales premieres ne
sont pas distincles si elles admettent les mémes éléments propres.

Si A et B sont les opérateurs associés, ces intégrales premicres sont
telles que tout X, est un X, et réciproquement.
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Dans le cas conlraire, si A et B sont simultanément mesurables,
A et B scront dits inlégrales premiéres distinctes, il y aura des ¢léments
propres X, , (I) communs aux deux opérateurs, mais tout élément
propre de I'un n’est pas un élément propre de 'autre. Ce sont de telles
intégrales premiéres qui fournissent simultanément une aide effective
a la déterminalion des éléments de prévision.

§ 3. APPLICATIONS

9. Application du changement de variables & la résolution de I'é-
quation aux valeurs propres d’un opérateur. — Nous avons vu que la
connaissance d’intégrales premitres fournit une aide théorique a Iin-
tégration d’un probléme ; mais pour que cette aide soil effective il faut
savoir délerminer les valeurs propres et les fonctions propres des opé-
rateurs associées aux grandeurs inlégrales premieres. Cette détermina-
lion sera dans de trés nombreux cas facilitée ou méme renduc possible
par un changement de variables permettant de mettre Iopérateur con-
sidéré sous une forme analytique convenable.

Nous allons chercher ici la forme la plus générale d’un op¢rateur
quelconque pouvant se ramener par un changement de variables & unc
forme telle que I'équation aux valeurs propres sc résolve facilement.

a) Cherchons 4 quelles conditions doit satisfaire un opérateur J
pour pouvoir se ramener par un changement de variables convenable
a la forme particulierement simple :

_ — . o
J ==, ; Mgk =5, ih" —
B . .k s Ok e d

qu

Soit donc wy, ..., @, les anciennes variables et q,, ..., ¢, les nouvelles. Con-
sidérons le changement de variable qui fait passer des x; aux q;:

= 0;(q) 9 )
. q/ = fi (‘,vl’ ey Tyl t)

D’apres les résultats généraux obtenus au paragraphe précédent 1'opcé-
rateur w,: a pour équicorrespondant :

_ y 0;
wq,k'.=lh ZML
i 0Gr9G;

Par suite la forme la plus générale d’un opérateur J qui se met apres



Recherches sur la méeanique ondulatoire 249

le changementl de variable sous la forme envisagée avail pour expres-
sion en fonction des variables primitives :

J = Z%pn ~ Z Ai Px,i
i Oqpg 7

29
oqy

Si les coefficients A; sonl des fonctions continues et dérivables on
a un systéme différenticl qui détermine les fonctions g; du changement
de variables. On remarque que le changement de variables ne se trou-
ve pas entierement déterminé, il subsiste en effet un certain arbitraire
du fait que la fagon dont les ; dépendent des ¢; n’est pas fixée pour j # k.

Tuiorfme 1. La forme la plus générale d’un opéraleur J (v;, p.,:)
qui par un changement de variable convenable se laisse metire sous la forme
J = wyrest:

cn posanl A; =

J= X A; P
1
De plus le changement de variable est parliellement délerminé par:

A, =2
Ok

LExempLEs. Nous allons donner deux exemples ol ce cas est réa-
lis¢ effectivement. )

19) On sait que la composante M, du moment cinélique d’un cor-
puscule a pour expression :

]‘/Iz=- xPy—!] Dx

I opérateur M, est donc bien de la forme envisagée pour l'opérateur
J. On doit donc, par un changement de variable convenable pouvoir
le mettre sous la forme M, = wy,.

Avec les notations précédentes le changement de variables est dé-
terminé par :

oz _
o1 o¢f
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D’ol en reportant dans la premiere :

o2
y + a_qé =0

Cette équation s’integre immeédiatament et donne :
y=C(qy) sin ¢,

T = C(q,) cos ¢,

On peut donc en particulier prendre des coordonnées polaires dans le
plan comme on le fait habituellement dans ce cas et poser :

C@)=C()=r et ¢, =10

mais ceci n’est pas nécessaire car la fonction C (q,) est entierement ar-
bitraire.

20) TUne autre application concerne une composante du moment
cinélique d’un sysléme constifué de n corpuscules. On a pour la compo-
sante z du moment cinétique :

0, =2M,; =3, w0,

L’opérateur o, est encore de la forme générale définie dans le théoréme I.
On peut donc trouver un changement de variables faisant passer des
n variables 0; aux n nouvelles variables «, telles que

O, = Wk

Ce changement est déterminé avec les notations précédentes par:

Ai=1 i=1,2,...,n
d’olt

20, _, i=1,2 .0

dak

On doit donc faire le changement de variables défini par :
O0; = otp+ By (s ey @pop Gpgps -ens 01)

ou les fonctions B; sont indéterminées.
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b) Une autre forme simple pour un opérateur permet encore de
résoudre facilement 1'équation aux valeurs propres ; c’est celle qui con-
duit & une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients,
constants, ¢’est & dire un opérateur de la forme:

—9 —
K =awg + b oy

olt a et b sont des constantes.

Ce que nous voulons chercher c’est la forme la plus générale d’un
opérateur qui par changement de variables se laisse mettre sous la for-
me ci-dessus. Soit encorex , ..., ¥, les anciennes variables etgq, ..., g, les
nouvclles ; désignons par :

T, =9 (ql’ s Qs l)
q; = [; (@5 s T,5 1)
le changement de variables.

On a d’apres les résultats généraux obtenus dans la théorie des chan-
gements de variables :

— 09;
Wgk = X P
7 ,qup
09;90: 0 O | 99; 0% a)

py] p e — 11/2 ( St
ok G \OQrdqr 0Z; 0%; 0qr 04r0T; 0%,

Si apres le changement de variables considéré, K se réduit & la forme
ci-dessus ¢’est qu'il s’exprimait dans le premier choix de variables par :

(1) K = Z Bi,i Pu,j Pai + 2 Bm Pxm
ij m
avec :
0999
2 B',‘ =q — ==
@ " 0q: 04
< mn N 0 gr azgm
®) B, =b 29 g TG
04y + sz)qk 04, 0%,

Ces deux derniéres égalités déterminent le changement de variables
d’ou ce théoréme :

TutorEME. La condilion nécessaire et suffisante pour qu’'un opéra-
teur se laisse metire sous la forme a w%, -+ b @y, est qu’il soit de la forme
(1) les coefficients B;; et B,, satisfaisant aux équalions (2) et (3) ci-dessus.
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10. Exemple de deux grandeurs non commutables qui peuvent &tre
utilisées simultanément. — Nous avons vu (Chap. I) que la condition
pour que deux grandeurs puissent toujours étre mesurées simultané-
ment est que toute fonction propre de I'une soit fonction propre de I'au-
tre dans ce cas quels que soient a et b, on a une fonction @as Solution &
la fois des deux équations :

A @ab = A Qup
B Pab = b Pab

On voit que dans ce.cas pour tout ¢, on a (AB- BA) @ =0.

I peut arriver que la fonction ¢, solution commune des deux équa-
tions aux valeurs propres n’existe que pour certaines valeurs des valeurs
propres a ct b soit a; ct b;. Dans ce cas A et B seront utilisables simul-
tanément si, et sculement si, on a obtenu pour résultat de mesures les
valeurs a; et b, pour lesquelles

Pa,i = Qb,j = QPab

Mais ce cas est exceptionnel.

Nous allons cependant donner un exemple o il est réalisé. Considérons
deux composantes du moment cinétique d’un corpuscule, par exemple
M, et M,; on a entre ces composantes la relation de non-commuta-
tion suivante : ' ’

M,M,— M,M, =iM,

Les deux opérateurs ne commutent pas, il sera donc impossible en gé-
néral de mesurer deux composantes du moment cinétique simultané-
ment. Cependant M, et M, pourront exceptionnellement étre connues
simultanément s’il existe une fonclion ¢, telle qu’elle soit solution & la
fois des deux équations aux valeurs propres :

Mx @1 =m; ¢ (1)
M, ¢, =m, g, ()

Montrons qu’une telle solution ¢, existe effectivement.
Multiplions (1) & gauche par M, et (2) & gauche par M, et soustra-
yant membre & membre, il vient :

M, M, ’Pl—MzMy% =Mymz¢1—Mxmy<P1
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m, et m, étant des nombres c’est & dirc commutant avec tout opéra-
teur, on a:

MyM,— M, M,) ¢, = (m, my—m,m,) ¢,

ce qui s’écrit, si I'on tient compte de la relation de non-commutation
entre les opérateurs M, et M,

M, g, =0 3)

Passons en coordonnées cylindriques r, 6, = autour de 0z; M, a pour
expression avec le nouveau choix de variables :

9

M, = —ih'
M, ih 50

Par suite (3) s’écrit :
901 _
o0 =0
Si elle existe la fonction ¢, doit donc étre indépendante de 'azimuth

0 autour de Oz. Les opérateurs M, et M, ont pour expression avec
les nouvelles variables :

M,=sin0 @ p,—zw,) -+ j— cos 0 wy
_ — Z .
M,=—cos0(rp,—zw,)+ — sin 0 we

Remplacons dans les équations aux valeurs propres (1) et (2), M, et
M, par leurs cxpressions en coordonnées cylindriques; en tenant com-
te du fait que @, est indépendante de 0 il vient:

sin 0 (rp;—zo,) ¢, =m, ¢,

—cos 0 (rp,—zw,) g, = My p;

I.es premiers membres de ces équations étant fonction de 0 et les se-

3

conds indépendants ils sont par suite chacun égaux a zéro. Par suite
puisque ¢; # 0 comme fonction propre; on doit donc avoir:

m,=m, =0

La fonction g, correspondant & ces valeurs propres est déterminée par
Péquation différentielle :

(r Pe—z ) @y =0
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d’ol1 on tire:

@ =k().[ @2+ ) + Cte.

Considérons maintenant le cas des grandeurs incomposables x et p, ct
cherchons si exceptionnellement elles pourront étre déterminées simul-
tanément. Pour que ceci puisse étre réalisé, il faut d’aprés ce que nous
avons vu, que l'on puisse lrouver une fonction ¢ telle que:

Or d’apres la relation de non-commutation qui existe entre x et p, on
est ramen¢ a chercher une fonction ¢ qui vérifie :

i]l'.(p:O

excepté @ = 0, physiquement inacceptable il n’y a pas de fonction sa-
tisfaisant & cette équation. Par suite les grandeurs x el p, ne pourront
jamais, méme dans un cas exceptionnel, éfre connues simultanément.

CHAPITRE V

THEORIE DES LIAISONS. APLICATION AU CORPS SOLIDE
RIGIDE

§ 1. NOTION DE LIAISON

1. Liaisons en mécanique ondulatoire. — I.a notion de liaison ne
peut pas étre introduite en mécanique ondulatoire de la meme facon
qu’en mécanique classique 4 cause de I'indéterminisme quantique qui
ne permet pas de connaitre simultanément position et vitesse: on ne
peut pas sans considérations préalables fixer qu'une coordonnée est
constante et que la composante correspondante de la quantité de mou-
vement est nulle, or c’est ce que I'on fait en mécanique classique pour
exprimer une liaison. Cependant cette notion de liaison apparait en
mécanique ondulatoire de plusieurs maniéres.

Nous distinguerons d’une part les liaisons au sens large qui ont pour
effet d'imposer aux corpuscules d’un systéme de demeurer a l'intérieur
d’'une enceinte ; géométriquement le point figuratif du systtme dans
I'espace de configuration devra se trouver a I'intérieur d’un domaine D.
I.a probabilité de présence devra étre nulle au dehors de D, la condition
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de liaison large s’exprimera en posant que les fonctions d’ondes sont
nulles en dehors de D et par suite nulles sur la frontitre de D.

D’autre part les liaisons strictes. Ce sont celles qui assujetissent le
point figuratif & demeurer sur une certaine multiplicité 9 de I'espace
de configuration. Ce sont seulement de cecs liaisons qu’il sera question
ici. Les liaisons au sens strict apparaissent de différentes manitres que
nous allons examiner maintenant.

2, Liaisons et séparation de variabler. — Soit un systéme mécani-
que ayant H pour hamiltonien. Si par un choix convenable des va-
riables ¢y, ..., g, fixant la position du systéme, I’hamiltonien se met
sous la forme d'une somme de deux termes dont chacun dépend d’un
groupe de variables et des moments correspondants, soit :

H =M, (G s Qs Ogs e 0g5 O+ Hy (4155 45 Mgy s woes g, 5 1)

alors il existe des solutions de I’équation d’ondes

!
Hv ——in 2L
ol
qui sont de la forme
V=¢wvp
avec
—_ipo? Hoyp——in2¥
Hyp =—1ih 5 oW =—1h S

Dans ce cas le systéme S est séparable en deux systémes S, ct S,. En
effet on a: )

0Py _ oY o9
ol _(pat+wai

Hoypy=9H y+ypHyp

@ ne dépendant que des variables intervenant dans H, et y que des va-
riables intervenant dans H,.

Quand les conditions initiales imposées au systéme S sont telles
que l'on peut poser :

Y=gy
ou telles que 'on peut poser :

Ve=2cpp
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les @, et yp; étant des solutions des équations (2) et (3), I'étude du sys-
téme est ramenée a celle de deux systémes S, et S, qui auraient pour
hamiltoniens I, et H,.

Or S, a un point figuratif dans U'espace de confliguration (C) qui ne
parcourt que le domaine de variation-des variables ¢, ..., g, ; ce point
est donc situé¢ sur une multiplicité (C,;) plongée dans (C). De méme S,
a un point figuratif dans I'espace (C) qui ne parcourt que le domaine
de variation des variables g4, ..., q,; ce point est donc situé sur une
multiplicité (C,) plongée dans (C). On voit alors que:

(€) = (C) X (Cp)

Considérons le systeme S; commec ayant son point figuratif dans
(C); il faut alors exprimer que ce point demeure dans (C;), donc pour
S, on a les conditions de liaison :

U+1=0,qr30=0,..,9,=0 D

I.’hamiltonien I, sc déduit de IT en annulant ces variables et leurs
moments conjugués ; pour passer de H a H, il faut encore poser:

Bgeri =0, g, =0, ery By, = 0 (1)

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que: 1°) le point fi-
guratif de S; demeure dans (C;); et 2°) I’hamiltonien H se réduise & H;.

La condition (II) s’obticndrait encore en dérivant symboliquement
la condition (I) et en remplacant les vitesses par leurs expressions en
fonction des w, (cxpression linéaire) puis en résolvant le systéme par
rapport aux moments.

FExprimons géométriquement ces conditions. I.a condition (I) ex-
prime que le point figuratif M, appartient a (C,), d’ou :

M, e (Cy) (I
c’est & dire que M, satisfait aux équations définissant (C,), soit
P,(M) =0 j=k+1, k+2,..,n I

L.a condition (IT) exprime que les composantes normales & (C,) de l'o-
pérateur dérivation sont nulles. Désignons par ﬁl un vecteur unitaire
normal & (C;), les conditions (IT) expriment que le produit scalaire
ﬁ,-ﬁ; est nul pour tout ﬁl normal a (C,), soit :

N, | () — N,.P,=0 (117
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On doit bien remarquer que le produit scalaire est pris dans le sens
N,-P, et non pas P,-N, qui lui n’est en géneral pas nul.

Les conditions (I”) et (II') expriment les conditions (I) et (II) in-
dépendament du choix des variables g, ..., q,.

On établit le résultat correspondant pour S,. 1D’oti ce théoréme :

TrEorEME. Si pour un choix convenable de variables un systéme S
se sépare en deux systémes S, et S,, les systémes S, et S, peuvent éire con-
sidérés comme des sysiémes du type de S soumis a des liaisons, avec comme
condition de liaisons, d’une part celles qui expriment que le point figura-
tif appartient & une certaine muliiplicité (C,) ou (C,) de Uespace de con-
figuration de S : d’autre part celles qui expriment que les composantes
normales a (C,) ou a (Cy) du vecteur quantité de mouvement sont nulles.

On comprend de cette fagon comment on peut annuler 4 la fois une
coordonnée g, et le moment conjugué o, sans que cela soit contraire
aux conditions d’indétermination ; ceci vient de ce que S, et S, appa-
raissent comme des systémes partiels.

3. Liaisons et integrales premieres. — Soit un systéme S d’hamil-
tonien H, qui admet une intégrale premitre quadratique indépendan-
te du temps, A. Cette intégrale premiere peut étre considérée comme
un hamiltonien d’un systéme fictif S,. Si @ est une fonction d’ondes
de ce systéme on aura:

Lo
Ap—_ino®
4 Ry

Si la valeur de A est fixée, on aura:

Ag.=ag,
et

i
¢ = Pe 1P (h' al— to>>

et la fonction d’ondes du systéme devra satisfaire & I’équation aux va-
leurs propres de A si sa valeur est initialement fixée. Alors on aura &
porter la valeur de ¢ ou de g, dans I’hamiltonien en posant:

¥ = p. exp. (zia_<zl~_to>

/ dépendant de ¢ et des variables dont ne dépend pas A.

Le systéme fictif S, peut étre considéré comme un systéme assu-
jetti & des liaisons, les conditions (I’) et (II') étant remplies pour les
variables qui ne figurent pas dans A.

17 — Collectanea Mathematica.
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Si on part d’un hamiltonien H,, en exprimant que le point figura-
tif du systéme S, appartient & la multiplicité 9%, et que les composan-
tes normales de la quantité de mouvement P sont nulles on n’obtient
pas le méme opérateur que si on annule d'abord ces composantes puis
que l'on calcule I'hamiltonien lié qui sera A, ou bien si on annule
seulement aprés le calcul de I'hamiltonien les composantes normales de
P, car on aura des termes supplémentaires dis aux non-commutations.
Pour retrouver exactement I'opérateur A, on doit annuler avant calcul
de H 4 les composantes normales des quantités de mouvement. On arrive
ainsi au théoréme sujvant:

TraEoREME. Si un sysiéme S admel une inlégrale premiére quadra-
ligue A, cefte intégrale peut éire déduite d’un opérateur hamiltonien H ,
quand on a tenu comple de liaisons convenables qu'on a imposées au sys-
téme fictif d’ hamiltonien H ,, liaisons exprimées par les conditions (1)
ef (II') du paragraphe précédent, H 4 lié se calculani une fois tenu compte
des conditions de liaison.

Voici donc un second type de systéme & liaisons introduit par la
considération d’intégrales premiéres, et les conditions sont les mémes
que dans le cas précédent.

Un exemple du cas envisagé ici est celui d'un corpuscule admettant
pour intégrale premiére le carré du moment cinétique. A cette inté-
grale premiére correspond le mouvement d’un corpuscule assujetti &
demecurer sur une sphére (rotateur sphérique).

4. Liaisons physiques. — Des liaisons peuvent apparaitre d’'une ma-
niére physique quand on considére des champs de force F extrémement
intenses dés qu'un corpuscule s’écarte d’une ligne ou d une surface. Soit
H, 'hamiltonien du systéme s’il n’y avait pas de tels champs et soit I7
I’hamiltonien compte tenu de ces champs, on aura :

o=H,+K

Faisons choix d’un systéme de coordonnées ¢y, qo, «oes Qoo Th 415 wes Ty
dans 'espace de configuration tel que les ¢; paramétrisent la multipli-
cité O sur laquelle un point peut se déplacer librement et les r; des di-
rections orthogonales & cette multiplicité. Si un point M est déplacé
de 0 M de telle fagon que tous les dr; soient nuls, les forces P_‘i ne tra-
vaillent pas, au contraire si des dr; sont non nuls les forces F travai-
llent. Le terme K de I'hamiltonien dfi & ces forces ne dépend pas des
4> - 3 et dépend au contraire des r; ..y, ..., r,. I.’hamiltonien H peut
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&lre décomposé en une somme de termes dépendant des divers groupes
de variables :

II = II] (ql, --'sqk; (/_)q|s cevy ank; l) + Hg (rk 4- 19 se0 I’n; a;’kﬂ’ ceey E;r,,; t) +
+ Hy (s 15 g @15 1)

et H, peut lui-méme étre décomposé en deux termes:
Hy = Hy (Iyy ooy Ty @pys voes @5 1) 4 Haw Py o0y 1)

le terme IT,, dépendant effeclivement des w,, et ayant la forme d'un
terme d’énergie potentielle.

Si le terme H, est nul alors systéme d’hamiltonien H est séparable
en deux systémes S, et S, S, apparaissant comme un systéme lié. Le
systéme S, a alors pour hamiltonien H, + K; comme les forces cor-
respondant 4 K sont supposées trés grandes, si 1’énergie du systéme
S n’est pas trés grande, le systéme S, se trouvera dans les bas niveaux
d’énergie.

Si un systéme est séparable, soit :

H=H,+H,

alors il y a des fonctions d’ondes de la forme ¢, y,; la fonction ¢, cor-
respondant au systéme S;, la fonction g, correspondant au systéme
S,, mais en outre il y a des solutions de la forme a ¢, et b y, ou la fonc-
tion correspondant & l'un des sous-systémes est une constante.

Si I'énergie du systéme n’a pas une valeur suffisamment grande pour
que P'on atteigne le niveau fondamental de S,, alors nécessairement la
fonction d’ondes du systéme S est de la forme b ¢, donc correspond
au mouvement lié du systéme S,. Ainsi, si un corpuscule d’un systéme,
ou plus généralement le point figuratif d'un systéme dans l’espace de
configuration, est soumis & des forces extrémement grandes dés que
le point figuratif quitte une multiplicité 9 sur laquelle ces forces sont
nulles, dans le cas de séparation, le mouvement du systéme (si I’éner-
gie n’atteint pas le niveau fondamental pour le sous-systtme soumis
a ces forces), se réduit au mouvement lié ou le point figuratif est assu-
jetti & demeurer sur la multiplicité.

S’il n’y a pas séparation le terme H, n’est pas nul. Tl peut se dé-
composer en :

Hy = Hy (g5 Tj» 0,5 03 1) + Hye (g5 155 1)
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Le terme Hj correspond 4 un terme de force vive du systéme S, le terme
Hj» & un potenticl. Devant K qui est extrémement grand dés que les
rj sont non nuls (en supposant les r; tels que r; = 0 sur 91) on peut né-
gliger Hy.. Le terme Hy peut alors &tre considéré comme une pertur-
bation ; on étudicra d’abord S, et S, séparément, puis Hy sera un ter-
me preturbateur. SiI’énergie de S est inféricure au niveau fondamental
de S;, alors la perturbation correspondant 4 des fonctions non pertur-
bées de la forme b ¢, sera faible et le point figuratif du systéme restera
pratiquement sur 91, d’ou finalement ce théoréme :

THEOREME. Si un systéme S est soumis & des forces exirémement gran-
des dés que le point figuratif du systéme dans Uespace de configuration
s’écarte d’une mulliplicité 9N ces forces étant nulles sur %, alors si Uénergie
du systéme S est inférieure au niveau fondamental d’un sysiéme soumis
a ces forces, le systéme S se comporte comme un systéme assujetli a avoir
son point figuratif qui demeure sur 9.

Ce théoréme montre comment des forces trés grandes apparaissent
dés que le point figuratif s’écarte d’une multiplicité équivalant comne
en mécanique classique a4 des liaisons.

5. Liaisons introduites par la représentation sommaire d’un systéme .
Considérons un systéme S d’hamiltonien H. On peut se faire une repré-
sentation sommaire du systéme S en adoptant un systéme S’ d’hamil-
tonien H' convenablement choisi et plus simple que H. Dans certains
cas H' peut étre déduit de H en introduisant des liaisons. Dans ce cas
on obtient une représentation sommaire de S au moyen d’un systéme
S’ déduit de S par introduction de certaines liaisons. Ce cas se produit,
par exemple, quand on représente S par son solide principal.

Un exemple du méme genre cst celui d’une molécule adsorbée par
une paroi et qu'on figure sommairement par un corps rigide ayant un
point fixe et soumis & certaines forces, corps rigide obéissant aux lois
de la mécanique ondulatoire.

Un autre exemple est celui ou le point figuratif du systéme S est
soumis & des forces importantes, mais non infiniment grandes, quand
le point figuratif s’écarte d’une multiplicité OX. Le systéme S peut étre
représenté sommairement par le systtme S’ obtenu en exprimant que
le point figuratif doit demeurer sur 9 ; on applique la méthode des for-
ces infiniment grandes du paragraphe précédent pour des forces qui sont
seulement importantes mais finies.

6. Liaisons introduites accessoirement par la méthode de résolution .
Ces liaisons sont celles qui apparaissent quand on introduit des varia-
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bles ou dec des parameétres surabondants et qui s'expriment par des
relations entre ces parametres surabondants. Le caractere accessoire de ces
liaisons apparait tout de suite si 'on considere que ses liaisons ne sont
introduites que par le procédé de calcul employé. Un des exemples
les plus simples de ce cas est celui du théoréme de Kénic qui peut étre
démontré soit par Uintroduction de wvariables surabondantes, soit di-
rectement dans la théorie des mouvements relatifs. On voit sur cet
exemple particulier que les liaisons du type envisagé ici n’ont rien d’es-
sentiel puisqu’elles disparaissent lorsqu’on change de procédé de calcul.

Les méthodes de changement de variables surabondantes exposées
au chapitre III font bien ressortir de quelle maniére les liaisons appa-
raissent. nous n’y reviendrons pas ici.

7. Liaisons et fonctions d’ondes. — Dans l'espace (£€) la présence
de liaisons vient limiter le mouvement du point figuratif de I'élément
de prévision X () (ou fonction d’ondes) concernant le systéme étudié.
En effet si les fonctions d’ondes du systéme S peuvent se trouver sur
(2€), les fonctions d’ondes du systéme S’ déduit de S par introduction
de liaisons ne pourront pas é&tre n’importe quel point de (&). Elles
devront satisfaire & certaines conditions. Par exemple dans le cas de la
séparation, si le systéme est assujetti & n’avoir que H; comme hamilto-
nien, les éléments de prévisions seront dans un certain domaine D,
de (2€) : a une liaison dans Uespace de configuration correspond une liaison
dans Uespace des fonctions d’ondes.

Des liaisons au sens large, ou la présence d’une intégrale premiére
ou la fixation de conditions initiales, viennent imposer des conditions
de limitation analogues au domaine sur lequel des éléments de prévi-
sion acceptables peuvent se trouver dans l’espace (2f).

Imposer une liaison 4 un systéme revient a fixer la valeur de cer-
taines grandeurs mécaniques attachées au systéme. Donc revient a fi-
xer une multiplicité linéaire 91, de l'espace (2f). Ainsi a chaque mul-
tiplicité 91 de I'espace de configuration (C) correspond une multipli-
cité lineaire de I’espace (%f). La condition pour que deux liaisons soient
compatibles c’est & dire puissent étre imposées simultanément au systeé-
me est la suivante : il faut et il suffit que V'intersection des multiplici-
tés qu'clles déterminent chacune dans Uespace (C) soit non-vide.
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§ 2. IKXPRESSION DES LIAISONS

8. Condition exprimant des liaisons. — Ainsi en mécanique ondu-
latoire des raisons trés diverses peuvent conduire & considérer des sys-
témes soumis & des liaisons.

Iin généralisant les différentes formes de liaisons que nous avons
rencontrées dans les exemples précédents nous pouvons poser cette
définition générale :

Nous appellerons «équation de liaison » imposée & un systéme méca-
nique toute relation de la forme :

f(q’ The qn; 6(11’ bt 6_011,;; l) = O

Si les moments ¢, ne figurent pas explicitement dans I'expression
de I'équation de liaison, la Hlaison sera dite holonome : si { ne figure pas
explicitement dans I'expression de l'cquation de la liaison, celle-ci sera
dite indépendante du temps.

Cette définition d’une liaison est tout a fait générale et suivant I’o-
rigine et la nature de la condition f = 0, on distingue les différentes
sortes de liaisons.

9. Expression des liaisons. — Iin raison des théorémes du §1 de
ce chapitre une liaison holonome, assujettissanl le point figuratif d’un
systéme mécanique & demeurer sur une multiplicité 9 s’exprimera par
les conditions (T) et (II). On doit d’abord exprimer que le point figura-
tif demeure sur 9.

Ceci s’exprimera par p équations de liaisons holonomes :

fi @ or ) =0 j=1,2.,p<n a”)

s'il y a n degrés de liberté et p équations de liaisons.

Dans l'espace de configuration les p relations f; = 0 déterminent p
multiplicités & n — 1 dimensions, soit 91, leur intersection qui est a
n — p dimensions.

Dans tous les cas on pourra toujours passer des n anciennes varia-
bles ¢, ..., ¢, @ n nouvelles variables r,, ..., r, telles que I'équation de la
multiplicité 91, s’exprime par des relations de la forme :

r,=20 k=1,2,..,p

Le changement de variables qui permet de passer des ¢; aux r; dépendra
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ou non du temps suivant que les liaisons elles-mémes sont fonctions
ou non du temps.

Tl faut encore exprimer le fait que les composantes normales a
celles de la vitesse ou de la quantité de mouvement sont nulles. Avec
le choix de variables r, on aura:

dr,

= ou ce qui revient au méme w,, =0

avec un choix quelconque de variables ¢y, ..., ¢, ces conditions revien-
nent 2 annuler les composantes normales ou encore 4 annuler les pro-
duits scalaires N.P; c’est ce que nous allons établir maintenant.

Considérons un systéme de N corpuscules dont les coordonnées car-
tésiennes sont z;, Zy, .., T, On suppose que ce systeme est soumis a k
liaisons et on effectue le changement de variables faisant passer des z,
Y, z, aux variables I , ..., Ty, $ 5 .y Spavec k+ p =3 N et telles qu'avec
ces nouvelles variables les liaisons s’expriment par des relations de la
forme :

Iy =..=TIp= 0

1l s’ensuit que les @,,, ..., ®,, sont nuls. On a les formules suivantes
de changement de variables :

x; = X; (rys ooy T3 Sps eens 31’)
Yj = Y; (1 s T3 Sps w03 Sp)

2 = Z; (Tps oos g3 Sps wos $p)

I

La méthode des changements de variables nous donne I'expression des
@,, en fonction des composantes des quantités de mouvement :

— 0 X;
w’i=2 . "’1+ p‘4+ Pz

La condilion o, = 0 s’exprime donc par le fait que le produit scalaire

des deux vecteurs V; et P de I'espace de configuration euclidien (C)
définis par:

= X -
V= all 1+

aY, aé,
or

e+ -

et
P =e p:, + €Px, + €3Px, + - + €N Py

est nul ; c’est & dire que ces deux vecteurs sont orthogonaux.
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La signification du vecteur P est immédiate. Etudions le vecteur
V,; défini ci-dessus ; pour cela considérons dans I'espace de configura-
tion le vecteur

01W=x1e1+ylez+zleg+ v+ 2y €3y

Aprés le changement de variables les x., ..., zy sont des fonctions des
r; et s;; on peut donc écrire :

00M X, Y, 2 Zy
= —28 Co 1 wunnn — €3y
&Ti dri 1+ dr,; 2_" “’— c)f',- 3N

La dérivée du vecteur OM par rapport & r; n’est autre que le vecteur
V.. Considéron$ maintenant un deplacement infinitésimal du point re-
présentatif du systéme :

dOM ZQOM &OM

S

Le terme Z —— ds représente le déplacement sur la multiplicité
7
oM, ap dlmensmns déterminée par les conditions de liaison.

Le terme Z,

dr; représente le déplacement sur la multipli-

cité a k dimensions orthogonale & 9N, ; par suite les vecteurs aaor

i

sont des vecteurs de cette multiplicité orthogonale a O - D’ou le théo-
réme suivant:

TuEOREME. Les k relations w,, = 0 conséquences du fait que les liaisons

imposées a un systéme s’exprime par les k relations rN=ry=..=r,=0
sont équivalentes aux k relations :

—

el
I
]

or;

exprimant le fait que le vecleur quantité de mouvement du point représen-
tatif du systéme est orthogonal & k vecteurs indépendents de la mullipli-
cité a k dimensions orthogonale & la multiplicité 3N — k dimensions
déterminée par les équations de liaisons.

10.  Conséquence de I'annulation des w,,. — Supposons encore que 1'on
passe d’un certain systéme de coordonnées cartésiennes Z,, ..., T, & un nou-
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veau systéme ry, ..., 15 Sy, ..., S, (k4 p = n) tel que les w,, sont nuls
par suite des liaisons. Cherchons la condition qui va en résulter pour
les r’;. Soient

) T =f;(Tys vs Th3 Sps vees Sp)
et
Ty =gy (@g s T,) u=12 ..k
sy, = h, (%, ..., T,) v=12..,p

les formules exprimant le changement de variables.
La méthode des changements de variables donne:

_ S99 ol
px, = 2 2 :L" wr.;‘l“ Z ax, Ws,,
Si T'on tient compte de la condition w,, = 0, il vient :

hm —
px, = S‘I a Cl)sm

= .
m axl

D’out pour expression de la force vive absolue

1 —’11 ﬁahu—- ahv—
T=-— e —
2 Zf m; 2 ox; ws“ax, Dsv

uY
D’aprés la définition de la dérivée symbolique, r’; aura pour expression
’
r'y=Hr,—r,H=Tr,—r,T =0

car r; est une variable ne dépendant pas explicitement ni du temps
ni des variables s,.

Par suite la condition w, = 0 entraine r’; = 0; les r; étant des
coordonnées quelconques. ‘

11. Opérateur force vive d’un sysidme soumis 3 des liaisons. — Re-
prenons le calcul qui a été fait au paragraphe précédent ; on a obtenu
pour l'opérateur quantité de mouvement d’un corpuscule d'un syste-
me soumis & des liaisons, si on tient compte de ces liaisons :

ce qui donne pour p,%,:

9 ‘ﬁahu()hy__ — ., ohy azhv
= a_x,-ax, s, ws, + T h Z—

uv uv

—— Ws,
OT; IT; 08,
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L'expression obtenue ainsi pour le carré d’une composante de la quan-
tité de mouvement est différente de celle que I'on aurait obtenu si on
avait tenu compte de la liaison aprés avoir élévé au carré. Avec cette
seconde mani¢re on aurait dans l’expression de pff, un terme supplé-
mentaire qui s’écrirait :

o0r o%h, _
. 2 Ws,
0%; 0%; 08,

On voit sur cet exemple I'importance qu’il y a 4 introduire convena-
blement les conditions de liaison.

Revenons & l'expression correcte obtenue pour p,‘f,., on en déduit
immédiatement 1’expression de 'opératcur force vive absolue du sys-
téme en fonction des nouvelles variables :

- _ . . 2
27— 3 3 (U0, i O T G )
T My mz 7 N0T; 0%, ! 0%; 0%;08;
Posons :
) 1 0h; oh
g = y L= 1 L
J Yz Zh ()xi()xi
il vient :

20 = 3 gy iy, + i 3 o N Tl G
- = g 9 “n = m; . axi (’)xidsn Sn

§ 3. DEFINITION DUN CORPS RIGIDE

12. Définition d’un corps rigide. — En théorie classique un syste-
me de corpuscules est dit former un corps solide rigide lorsque les coor-
données des différents corpuscules du systéme sont des constantes au
cours du temps relativement a un repére de référence auxiliaire lié au
corps. Nous conserverons ici cette définition en tenant compte du fait
que les coordonnées relatives ne sont plus des fonctions d’'un méme
parametre mais sont des variables indépendantes. Un systéme de cor-
puscules sera dit « former un corps solide rigide » si par rapport & un trié-
dre relatif lié au mouvement du systéme les coordonnées sont des constanles.

Considérons un systéme de corpuscules dont les coordonées par rap-
port au repére fondamental sont X;, Y,, Z,; les coordonées par rapport
4 un repére en mouvement relatif lié au systéme seront désignées par



Recherches sur la mécanique ondulatoire 267
Xy Ui = D’apres la définition précédente pour un corps solide on aura :
x; = Cle; y, = Cle;; z; = Cle;

¢’est a dire que les coordonnées relatives sont constantes au cours du
mouvement.

13. Opérateurs cinétiques d’un corps rigide. — Reprenons les for-
mules obtenues dans l'étude des mouvements relatifs. L’opérateur
quantité de mouvement relatif a pour expression :

Prai=21+yj+7:k
Prigi=1i%;+jy i+ kz;

les coordonnées relatives étant des constantes, leurs dérivées par rap-
port au temps sont nulles d’aprés les régles de la dérivation symboli-
que ; par suite on a:

Prdi= Prgi =20

Un corps rigide peut donc étre considéré comme un systéme de corpus-
cules soumis a des liaisons.

14. Force vive absolue d’un corps rigide. — Remarquons avant de
commencer le calcul, que le tri¢dre en mouvement relatif lié au corps
est nécessairement un triédre holonome ; par suite, les composantes
droites et gauches du vecteur OM sur les axes mobiles sont égales.

La formule générale de composition des vitesses nous permet d’é-
crire la force vive absolue d'un systéme quelconque sous la forme:

2 Tu = Zm1, (Ve, d, i + Vr, d, i)'(vz, g + ‘77, g, i)

formule qui se simplifie si I'on tient compte de la condition (1I) et qui
devient dans le cas d'un corps rigide :

2Ta =Z'm,- V;,,i,i'Vg, g

en reprenant les notations du chapitre II, ceci peut encore se metire
sous la forme :

2T, =2mS (s wgi + s ng + 2z ka) (")gi xs + w:f Ys+ ka Zs)

s wvw
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On retrouve la force vive classique d'un corps rigide 4 laquelle vient
s'ajouter un terme purement quantique di aux non-commutations.

Si on compare la force vive d'un corps solide avec le terme complé-
mentaire quil faut ajouter & la force vive dun systéme quelconque
par rapport & son solide principal pour avoir la force vive relative a
un repére quelconque, on retrouve, comme il fallait s’y attendre, que
les termes transposés des termes classiques sont semblables, mais on
constate que les termes purement quantiques ne sont pas les mémes.
Le théortme classique n'est donc valable qu’en premiére approxima-
tion et n’a plus lieu en mécanique ondulatoire.

15. Composantes du moment cinétique d’un corps solide rigide. —
Soit T, le tritdre relatif lié 4 la position du systéme ; ce triédre étant
holonome on a (toujours avec les notations du chapitre IT) :

a1+ oy J + oK X, =S%20,=.9 oz,

ﬂ1+ﬂ2J+ﬁ3 Vi= S Y0y =S 0y,
k= I+72J+?’3 Z,=F 205 =S o5z

i=
i=

les x;, y;, z; étant des constantes, on passe des 3 N variables X, Y;, Z;
aux 9 variables a, 8, . La méthode du changement de variables donne:

5%1_2an Zxk a%:Zaixy" Zy"a(;’
a%zzaxk =34 55 X,
aicz akak Zx"aY’ 5%2=Zaa_kak=Zykaifk’
a‘ay—f aayké,,_zzkay

d
a)’a 0Zk Z kaZ

Considérons les composantes du moment cinétique absolu; elles s'é-
crivent en fonction des nouvelles variables si on effectue le changement
de variables.
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ox = (o Ooy + By 0p,+ s @,,) — (03 0o, + B3 0p, + 3 @)
Oy = (OC3 65‘1 + /33 aﬁx + 73 6."1) - (Oc.l 513 + ﬂl 6133 + yl 673)
oz = (g Wy, + By wg, + V1 w;f:) — (ot g, + Be wg, + Ve ©y,)

Exprimons les coefficients de direction des axes du repere relatif en fone-
tion des angles d'EuLER fixant la position de ce repére par rapport au
repére fondamental ; on a:

o; = CoS ¢ COS y -+ sin ¢ cos O sin p;
p1 =sin @ cos yp — cos ¢ cos O sin yp;
y1 =sin 6 sin y;

og = COS @ sin p — sin @ cos 0 cos p;
B =sin @ sin p 4 cos ¢ cos O cos yp;
yg =—sin 6 cos y;

o3 =—sin ¢ sin 0;

fs = cos ¢ sin 0;

Vg = COS @ .

En appliquant 4 nouveau la méthode des changements de variables
on obtient :

0 o o o ° 0 0
R P TN P T A T A R M
0 _ 2] o 3 cos _( 0 )s
ﬁ_(d_my1+a_ﬁ272+r>ﬂ373 @ a_“l?’l“l“—/z+ Vs/Sln @
+ ° cos 2 sin ° sin 0 ;
dy2y3 Iq) ay173 1/) d73 4
le] 2] o °] ° o
oy duy 1 ﬁ Br— ﬂ B2 71 y172

La troisitme des égalités précédentes donne immédiatement :

0; = Wy

Formons I'expression cosy ox -+ sin p oy et siny ox — cosy oy; il
vient :
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cos p 0x + sin y oy = Wy

cos ’(/)O‘y-——-Sin Yox = ——E),P-i— cotgGE)w
sin 0
Nous retrouvons ainsi un résultat établi par SoMMERFELD a partir de
considérations d’invariance ().
Les relations précédentes donnent :
wy + icotg 0 aw)

c ioy =€eY|mg— —
x+ " sin6

. w [ — i _ ) _
ox—iocy=¢"|w —— w,—1icotg Ow
X Y ( 8+51n6 @ g 0wy

A partir de ces expressions, on peut calculer le carré du moment ciné-
tique d’un corps rigide, on a:

—_— . —_— 1 —92 J— p— —9
0% = we® + I’ cotg p we —|-m- (m;, — 208 0 wpy -+ @)

Opérateur dont SoMMERFELD a déterminé les valeurs propres et les
fonctions propres.

16. Moment cinétique d’un systdme quelconque. — Le carré du mo-
ment cinétique d’un systéme quelconque étant une grandeur simulta-
nément mesurable avec une composante quelconque du moment ciné-
tique, grandeur dont on sait déterminer les fonctions propres et les va-
leurs propres, il est utile de savoir le mettre sous unc forme telle qu'on
sache résoudre 1'équation aux valeurs propres.

Les composantes du moment cinétique d’un systéme de n corpus-
cules exprimées en coordonnées cylindriques ont pour expressions :

ox = X; cotg 0; cos g; wy, + sin g; o,
oy = 3; cotg 0, sin @, wy, — oS p; g, 5

07 = 27 6471
ce qui donne pour les expressions de ox + i oy et 6y — i oy

ox + i oy = X [cotg ; (cos ¢, 4 isin ¢;) By, 4 (sin p; — i cos ;) we,]
ox —ioy = 3;[cotg 0; (cos p; — isin g;) 0, + (sin @; + i cos p;) wg,]

(") SOMMERFELD.— Alonbait und Spektrallinien ; Springer, Berlin (1939).
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Nous allons comparer ces expressions avec celles obtenues plus haut

pour un corps solide rigide et chercher & déterminer un changement
de variables

@i = Go; (1> -5 o) 0; = go; (q1s -+ 920)

faisant passer des 2n variables g;, 6; aux 2n variables g, ct telles qu’en
fonctions des nouvelles variables on ait :

1
sin g,

ox + oy = et [U—Jq,— ((@g,— 0S¢ a_’q.)J

. N i _ _
Ox —1loy=¢'7 w, —— (g, — COS gy,
X ¥ [ g, + sing, (g, g5 0, )
0z = 641

La théorie des changements de variables nous donnc pour déterminer

ce changement de variables le systéme suivant, obtenu en identifiant
et en posant:

% = @i— {1

%% _o. %9 _q.
oq ’ 24, '
ayq O &
r;’f:sin s ﬁ:ccs a; cotg 0;;
2 2
aq 9 o
—0i — sin g, cos «; ﬁ:cosqq—sinq cotg 0; sin «;
34, 2 1 37, 2 2 COLG U; i

(e systéme s’intégre, et donne:

. A; sin q,— K; cos q4 cos q, — L; sin ¢, cos q,
Pe =k AT SN T cos gy T K 0o g, sin gy 1 L sin g sin 4

0; = Arc cos (4; cos g, + K; cos gy sin q, + L; sin ¢, sin g,)

ou les A;, K;, L; sont des fonctions arbitraires des nouvelles variables
q1s {5 - s, indépendantes des variables q,, ¢,, g,.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :
Tutoriime. " Les composanles du moment cinétiqgue d’un systéme quel-
conque de corpuscules peul ére mis par un changement de pariables con-



272 J. Viard

venable sous la forme des composantes du moment cinétique d’un corps
rigide. En particulier le carré du moment cinétique d’un sysléme quelcon-
que de corpuscules se mel sous la forme du carré du moment cinétique d’un
corps rigide.

Ce théoreme montre I'intérét physique que présente 1'étude du corps
rigide en mécanique ondulatoire : le corps rigide permet de représenter
sommairement un systéme de corpuscules de telle facon que ce corps
rigide ait méme moment cinétique que le systéme consideré et méme
centre de gravité. Mais un tel solide ne s’identifie pas avec le solide
principal défini précédement car le moment cinétique n’est pas ici un
vecteur. ’



