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Dans le chapitre 1 je donne des résultats déja connus, le premier de
ces résultats est, & vrai dire, une extension du résultat publié antérieu-
rement.

Dans le chapitre 2, 4 U'aide des propiétés des fonctions représentées
par des séries de Taylor lacunaires, nous étudions, dans l'espace fonc-
tionnel des fonctions entitres d’ordre précise équivalent & p (1), I'ensemble
des fonctions qui ont une valeur cxceptionnelle et 'ensemble des fonc-
tions qui appartiennent a la classe sinusoidal, classe que nous définissons
dans le méme chapitre.

Dans le chapitre 3 nous démontrons en premier lieu, que I'introduction
d’une condition lacunaire fait disparaitre la possible exception dans le
théoreme de Nevanlinna que, d’une forme abrégée, on peut énoncer
comme suit : deux fonctions qui prennent quatre valeurs dans les mémes
points, sont identiques. En deuxi¢me lieu nous démontrons que moyen-
nant une condition lacunaire, un autre théoréme d’unicité, dii aussi a
Nevanlinna, peut s’étendre au cas de Vordre entier, mais uniquement
pour les fonctions entitres.

Finalement, dans le chapitre 4 j’ctablis une classification des valeurs
asymptotiques d’apres la courbe décrite par la variable et d’apres la
rapidité avec laquelle la fonction tend vers la valeur asymtotique; je
donne ensuite des conditions lacunaires suffisantes pour affirmer I'im-
posibilité de l'existence de valeurs asymtotiques de classe ¢t de type
déterminés.

9 —- Collectanca Mathematica.
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INTRODUCCION

Fn unas Notas anteriores [9a] (*), enunciamos unos resultados que
indican que ciertas condiciones lagunares impuestas a las series de
TavLor, imposibilitan la existencia de valores excepcionales. 1in una
memoria posterior [9 b] extendi algunos de aquellos resultados a las
funciones meromorfas. Pero la desaparicion de los valores excepcio-
nales ¢s mas bien un caso particular de un hecho que, me parcce, tiene
un cardcter muy general ; asi, en el capitulo 3, veremos la desaparicion
de las posibles excepciones cn algunos teoremas de unicidad, mediante
la introduccién de hipdtesis que imponen una condicién lagunar a las
series de TavLor que representan las funciones que intervienen en
dichos teoremas.

El lema 1,3 (¥) que da una propiedad de las funcioncs representadas

(*) Los ntimeros en negritas y entre paréntesis angulares remiten a la lista biblio-
grafica que figura al final de la memoria.

(® En la numeracion de parrafos, tcoremas, lemas y formulas hemos seguido
el sislema decimal; asi n.° 2,3 indica el n.®° 3 del Cap. 2, y la férmula (2,31) indicara
la primera féormula numerada contenida en el n.° 3 del Gap. 2; como cn un ndmero
solamente exisle un tecorema o un lema, estos tendran la numeracién del nimero en
que sc hallan.
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por scries de TavLor lagunares, y que nos ha permitido demostrar los
resultados mas arriba mencionados, nos permite, en el capitulo 4, de-
mostrar la desapariciéon de los valores asintéticos por medio de la im-
posicion de condiciones lagunares. Iista desaparicion habia sido cons-
tatada ya, al menos implicitamente, por PoLya [7 a]. Nosotros preci-
samos los resultados de ’6Lya y damos unos resultados semejantes
utilizando la densidad superior, en lugar de la densidad maxima.

En realidad. en el capitulo 2, no estudiamos ninguna propiedad
de las funciones representadas por series lagunares, pero como dichas
propiedades, son las que nos permiten demostrar los resultados sobre
las propiedades de los conjuntos de las funciones, de orden precisado
cquivalente a p (r), que admiten una excepcién o que pertenecen a la
clase sinusoidal (que definimos en este mismo capitulo), la relacién
con el contenido del resto de la memoria es evidente ; y, por lo tanto,
hemos creido podia incluirse bajo el titulo que encabeza el presente
trabajo.

Para algunos de los resultados contenidos en esta memoria, tenemos
unas demostraciones generalizindolos para el caso del orden infinito,
y para otros crcemos que es posible asimismo lograrlo. No obstante,
en este articulo me limitaré a tratar, tal como indica el titulo, de fun-
ciones enteras de orden finito ; tnicamente cuando las demostraciones
y los enunciados puedan darse sin necesidad de cxtensas explicaciones,
daremos los resultados para el orden infinito o bien para funciones me-
romorfas.

CAPITULO I
PRELIMINARES

1,1. — La funcién p (r) sera llamada, como habitualmente, un or-
den precisado, si satisface a las dos igualdades

limp (r) = py, lim g () rlogr =0,

donde p, es un numero finito. En la totalidad del presente trabajo la
funcién r° ) vendra representada por U (r).
Sea f (z) una funcién meromorfa en todo el plano finito y sea T (r, /)
su funcién caracteristica de NEVANLINNA ; escribamos
im T (r, L) _,
r=co U (’)

entonces distinguiremos tres casos :
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1.° =0, en este caso diremos que f(z) es de orden precisado
inferjor a p (1).

2.° 0<<b<C oo; f(z) scra llamada de orden precisado equiva-
lente a p (1).

3.° b= o, entonces [ (z) serd de orden precisado superior a p (7).

Iividentemente en el 2.° caso [ (z) serd de orden p,, pcro ademds,
dado un orden precisado p (r), si C; y C, representan respectivamente
los conjuntos formados por las funciones que sc hallan en el 1.° y 3.°
caso, lo mismo C; que C; conticnen funciones de orden p,.

Si ademéas suponemos que [ () esentera, representando por M (r, )

el maximo de |/ () | en la circunferencia | z | = r, segiin NEVANLINNA ,
tendremos

. R4r1

T, f) < log M (5, )< ot T (R, ) (r<R)

y, por consiguiente, si f(z) es dc orden precisado equivalente a p (),
resultara
0 < fim 28M ()

rmoo U (1) ’ Y

e inversamente estas dos desigualdades imponen que la funcién sea de
orden precisado equivalente a p (r). Sise cumple, ademas, la

- log M (r, /)
B WAL LA |
,hii U (r) ’

signiendo una denominaciéon semejante a la usada por PorLva [7a],
diremos que la funciéon entera f(z) cs de lipo 1 del orden precisa-

dop(r) ()
Durante el curso de esta memoria aparcceran frecuentemente ex-
presiones de la forma

o
N a, 4
Sano o

(*) ILn mis nolas [9a] esta clase de funciones las llamaba simplemente de orden
precisado igual a @ (r), pero como en [9b] al Llratar de funciones meromorfas uti-
licé 1a misma expresion para denominar una clase distinta de funciones, he creido
conveniente utilizar la expresion Lipo 1 del orden precisado p (r) mucho mas teniendo
que citar repetidamente la memoria [9b].

(*) Generalmente en lugar de [, se emplea 4, no obslanle, ulilizo I, por dos
razoncs, la primera para senalar que se trata de nimeros enleros, mientras que 2,
sc emplean cn las series de Dirichlet, pudiendo representar numeros reales cuales-
quiera; y en scgundo lugar substituyo el subindice n, generalmente utilizado, por
cl k, a {in de dejar la n para la representacion de los nimeros de ceros y de polos de
las funciones conlenidos en determinados circulos e indicar el orden en otras sucesiones.
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en ellas se entenderd siempre que los [, son enteros que verifican las
desigualdades

O=ly<b<..<l<..,

la igualdad 0 =/, no introduce ninguna restriccién, puesto que al-
gunos, e incluso una infinidad, de los «, pucden ser nulos.

Representando por K (v) el mayor valor de k que verifica [, < «,
siguiendo a P6Lva [7 a], definiremos la densidad maxima D de los
I, de la siguiente manera

D — lim ﬁ 2N (.'l') — K (()7)
O=1-0 re=o0 r—-0x

y la densidad superior D, de la siguiente :

D(,:m’%@

r=rn

Por otra parte, representaremos, siguiendo a NEVANLINNA, por
1 ., .
n (1’, 7 el niimero de ceros de la funcion / (z) contenidos en el circulo

|z | < r, contandose cada cero tantas veces como su orden de multi-
plicidad indica ; por consiguiente, la expresion n (r, /) representara cl
numero de polos, tenicndo en cuenta sus oérdenes de multiplicidad, de
la funcién / (z) en el mismo circulo |z | < 1.

Finalmente, siguiendo una costumbre sumamente extendida, em-
plearemos las notaciones

max [«, b] min [«a, b]

para representar respectivamente la mayor y la menor de las cantidades
reales a y b. Asimismo, representaremos por ¢ (r) las cantidades posi-
tivas que tiendan hacia cero cuando r tienda al infinito, debiendo te-
nerse en cuenta que la expresién ¢ (r) puede representar cantidades
diferentes en el curso de una misma demostracién, e incluso en una
misma férmula ; teniendo, dichas cantidades la tinica propiedad comun
de tender hacia cero cuando la variable crece indefinidamente. Sin
embargo, cuando sea necesario, algunas cantidades con esta propiedad
vendran representadas por otras notaciones. Contrariamente ¢ repre-
sentara cantidades positivas arbitrariamente pequeiias pero fijas.
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1,2. — En un trabajo anterior [9h lema 1] demostramos un lema
que no era mas que una precision de un resultado de WiMaN, en el
presente nos interesa aun una mayor precision; vamos pues a de-
mostrar el

LeEMA 1,2.— Sea [ (z) una funcién meromorfa de orden entero p, > 1
y de orden precisado equivalenle o superior a o (r), si

i
._n r,— o 1—_—11(/',/) L.
hmT(l.)—gJ) C (py) » lmmgB C (py) »

=00 r=00

de toda sucesion (si exisle) r, (lim r, = oo) fal que

=00

lim ’((%)i) —b> L+ B+ 2min [B, B']

puede extraerse una sucesién parcial R, parala cual existeun by > B+ B’
de modo que, para z=re¢* y Q' R, <r < QR,, y cualesquiera que
scun las cantidades posilivas 1y y 0 < 1, se cumplan las desigualdades

e R G W) - @B+ e W[5 €O U (R) <

<

O] { <log|/ ()] —<%> Py (Rys ) by U (R,) cos (g — pg ot (R, [) <
I n

'L S e )+ @B e B2 Con U R,

exceplo en un conjunlo de pequenos circulos la suma de cuyos radios es

)
inferiora 2 1;' i R, y donde p, (R, [) verifica

an (1 LR 1%’)(1_5 (R) < py Ry ) < (1 ¢ (Rn))ﬂ(“jj”)
’ o

donde f (v) >1ylimB(x) =1.
A=)

DEMOSTRACION. —- Para la demostracién de este lema nos servi-
remos del resultado dec nuestro trabajo citado al principio de este nu-
mero (donde puede hallarse el significado de la expresion C (py)) y de
un lema de BernsTEIN [1 lema II, pag. 179], pero, al emplear este lema,
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lo haremos empleando las notaciones con que lo enunciamos, para evi-
tar confusiones con las nuestras, en mi trabajo repetidamente citado
[9b pag. 4 y 5] (donde se hallara el significado de C (37, 6)).

Sea h; (z) cl producto canénico formado con los polos de [ (z); se-
gun un resultado clasico (véase por ej. [9b pag. 6]), si r es suficiente-
mente grande, tendremos

log |1y (2) | <R[y (z, )]+ @ (+, by,

donde % [Z] representara siempre la parte real de Z.
Puesto que, segtin la definicion,

n(l‘,%):n ()]

y, por consiguicnte, segun las hipotesis,

n\r,—

lim T = B’ C (py)

resultard [9b pag. 6-8]si Q-1 R<r <QRyz=rc*
@ () < (14 e(R) Q2%+ B U (R),

" po
Ry (e )] = ( 3; | n (Ra ) 05 (oo 2 (B, ),

donde y; (R, I;) es una cantidad positiva y « (IR, h;) una cantidad real
que dependen tnicamente de R y de h;. Poniendo

91 (Z) = hl (Z) 111 (Z (;'[”/Po) ,
puesto que Q es arbitraria, de lo que antecede sc deduce

(1,21) log |, ()| <2 (14 e(R)B U (R

que toda vez que ¢, (z) es entera, se cumplird en la totalidad del circulo
|z]< R.

Ahora bien, formemos el producto canénico h, (z) con los ceros de
f (), del mismo modo podremos demostrar que, si

g2 (2) = hy (2) Iy (z e=7/Ps)
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tendremos
(1,22) log | g, (2) | <21+ (R) BU(R)
en |z| < R. Ademas, ficil es convencerse de que definiendo /,(z) y
[2 (2) por
REEICYACY he =22,

la funcién q(z) que verifica
(1,23) e1@ [, (2) = [, (z €7/P0)

es un polinomio de grado p,— 1 como méaximo, y, puesto que /; (2)
Y Jo (2) son enteras, resultard finalmente

I log M (r, f)—log M (r, f2)= 0.

(1,24) ; Ln; U0

Segin NEVANLINNA

T )< T () + T 0 )+ 0 (1) < log M (1, g3) +log M (1, [1)+ 0 (1),
T NS T (1 g+ T (1 o) 4 0 (1) <log M (r, g5) -+ log M (r, f) -+ O (1),

y sir, (lim r, = o) es una sucesiéon para la cual

lim Il—(l(ll’—')i) > [+ B’-+2min[B, B'],

recordando (1,21), (1,22) y (1,24) resulta

kY . f
lilll log [ (I‘”, /]) . lim IOg M (In ’ /2)

= 1 3,
Hmoo U (l'n) n=00 U (r”). =0 + !

por tanto, de la sucesién r, podrd extraerse una sucesién parcial, que
representaremos por IR,, de modo que

: ].Og M (l:n’ fl) : log M (Izn’ /2)
ngg) U (1{11) 11»1_—00 U (I{n) Y0 >1 + I3

Por otra parte, delas deliniciones de /; (2) ¥ /5 (2), resulta ficilmente que

) el

_ 17 Tim _/L < (N N[
}1.=r3> U (l) = 1152 8 (1) = (J)_I—]; ) C (PO)s
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por 'consiguiente, lo mismo /; (z) que/, (z) cumplen las condiciones im-
puestas en el lema 1 de nuestra memoria citada [9h pag. 10] y, en con-

. R o
secuencia, para — < r < QI yz = r ¢, tendremos

2

) +\Po
(1,25) log | [s(2) | < [ <j:—> ps (R, 5 [9) €08 (poa— poa (R, , /) +

B4+ B +¢(R

+ » .QP«»H] bo U (R,) (s=1,2)
bO

(hemos escrito B 4 B’ + ¢ (R},) en lugar de (B4 B) (14 e(R,)
como estaba en nuestra memoria anterior a fin de tcner en cuenta la
posibilidad B + B’ = 0).

Ahora bien, la identidad (1,23) nos permite, dada la definicién [9h
pagina 6-7] de y, (R, f) y (R, /), escribir yp, (R, f1) = wy (R, f5) ¥
por tanto, cuando f(z) es meromorfa, podremos definir y, (R, f) por

(1,26) pe (R, f) = Pa R ) = v (17, f3) s

y del mismo modo

(1,27) w( ) =a (i fr) = o (R, fo) —- r" :

definicién de o (R, /) cuando [ (z) es meromorfa.
Por otra parte, las formulas (1,21) y (1,22), aplicando el lema de
BERNSTEIN, nos daran en el circulo |zI < £ R, excepto en un con-

. L . e 2
junto de pequenios circulos la suma de cuyos radios es inferior a 2 7 R,:

£2\Po .
1.28)  tog| gy O - @ e (5] cono @

0\0
(1.29) ol | > @+ (3] ¢ 0 v

Fixpresando f(z) como el cociente de [, () y ¢, (2) la (1,25) (para
s =1) las (1,26), (1,27) y (1,28) nos darin la segunda desigualdad de
las contenidas en (I) ; y si expresamos f(z) como el cociente de g, ()
Y /2 (2), la (1,25) (para s = 2), las (1,26), (1,27) y (1,29) nos daran la
primera de las desigualdades contenidas en la misma férmula (I). Final-
mente las (1,26) nos dan ya por si solas las (II). [9 b lema 1].
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Un caso interesante de este lema es cuando 3 =0y B’ =0, cn el
capitulo 3 veremos una aplicacion de este caso.

Observacién. — Cuando [ (z) es entera, la desigualdad entre el se-
gundo y el tercer miembro de la (I) se cumple sin excepciéon; es decir,
en este caso para la validez de dicha desigualdad, es innccesaria la con-
dicién de que z sea exterior a los pequenos circulos que intervienen en
el enunciado.

IEn efecto, si f(z) es entera, ¢; (z) =1 y, en consecuencia, la des-
igualdad (1,28) se cumplird en la totalidad del circulo | z| < QR,;
ello demuestra que la segunda dcsigualdad de las (I) se verifica en
todas las coronas Q-1R, <r< QR,.

Del mismo modo, si f(z) es una funcion meromorfa sin ceros, la
primera de las desigualdades (I) sc cumplird sin excepciénen la to-
talidad de las coronas.

1,3. — Al lema 2 de [9b] le daremos aqui un nuevo enunciado y
una nueva demostracién, que si bien, en el fondo, son equivalentes a
los que dibamos en [9b], en algunos aspectos me parecen mejores.

Este resultado no es méas, como ya hicimos constar en [9b], que una
precision de un teorema de I’6Lva [7a Cap. III teorema IV].

He aqui el nuevo enunciado :

LEMA 1, 3. — Sea

1@ = 3 a2
=0

una funcion entera, representemos por D la densidad mdxima de la suce-
sién de los I, cualquicra que sea la funcidn 0(r), pcra ledo valor de 1
puede enconfrarse un punlo z, que salisface a

r

<l <A Jags 00| <abt a0,

log [/ (z) | > @ —n () log M (r, ),

. 1 . .
donde 1 (1) es una cantidad que tiende a cero con ~yquees independiente de

la funcion 0 (1) .

DEMOSTRACION. — Sea n un entero posltlvo dado, y pongamos,
para simplificar las f{érmulas,

2z
o
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Empleando, como habitualmente, la notacién f (z) para representar
la funcién cuya serie de TavLor, alrededor del origen, tiene los coefi-
cientes conjugados a los de la serie de TavrLor, alrededor del origen,
de f(z); podremos construir las 2 n funciones

it ) = [(72) + [ (72), |

s Flo—i m=20,1,..,n—1).
/m,2 (Z = l[f (ew!y:) _'/'((,—tmy:)?, J' (” 0,1 n )

IZvidentemente los coeficientes de los desarrollos en series de TAaYLOR
alrededor del origen, de estas funciones, son reales; por consiguien-
te, segun los resultados de Poérva, se pedran formar 2n funciones
DPyr(@x) (A=1,2, m=0,1, .. n—1) tales que

> (1—e (1) log M (1, fu,2)s

la integral sicndo calculada a lo largo de la frontera, descrita en sentido
negativo, del dominio definido por

1
1~{_y<|.1.|<1ly, |arga | <aD+y.

Por otra parte de la definicion de las funciones f,,, (z) resulta que,
para todo valor de r y para cualquier valor de m,

max [log M (r, fu,1), log M (1, fu,2)] >log M (r, [)

De todo cuanto precede resulta facilmente que es posible hallar una
r, independiente de m tal que, para r > r,, existe un punto funcién de
r'y m que representaremos por z’, ., , que verifica

r ’ . ’
m < Iz ”s’":"l < (1 + 2 Y)J, I arg z u,m,rl < 7ZD+ Y

y que al mismo tiempo cumple la desigualdad

max [log l fm,l (Z’n,m,r) ] ’ log l /;.n,‘_)_ (Z,u,m,r) I ] >
> (1—e¢ (1) log M (r, )).

Por lo tanto, se deduce facilmente la existencia de unos puntos z, .,
funcion de r que verifican
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’
(1,31) 1727 <l|zmr|<A4+2pr, |arg = m,—my|< 7D+,

log I [ Gaym,r) l > (1—mn, (1)) log M (r, {), A

donde 7, (r) es una funcién positiva que tiende a cero cuando r tiende
al infinito, y, puesto que los valores que m puede tomar son en numero
finito, podremos suponer que esta funcion es independiente de m.

Sea pues r’, un valor tal que, para r >r',, se cumpla

N, (1) <2y

y sea R, = max [r,, r’,], entonces, cuando r > I}, , existirin unos pun-
tos z,,.,, que verificaran las (1,31) y la

log | [ Guywy) | > (1—2p) log M (r, )).

Iistos razonamientos pueden repetirse para cualquier valor de n,
hemos definido pues una sucesion R, que podemos suponer que verifica
I‘)n- < I{" +1Y

lim R, = o ;

=00
a partir de esta sucesion puede definirse una funcion % (r) que tenga las
propiedades siguientes:

a). limy@)=0

re=o0

. 4
). parar< R, satisface a n(r) > 1_1n

Una vez cstablecido lo que antecede, para cualquier valor de r, po-
dremos clegir n igual al mayor valor que cumple R, < r y i de modo que

27
|my—0()|<y= -
Con estas elecciones z,.,, quedard completamente determinado por r;

en consecuencia, podremos representarlo abreviadamente por z,, y verificara

g <ol <A Jaga—0@| <z D40,
log | / () | > (1 —n (1)) log 3 (r, [);

y como en la definicién de % (r) no ha intervenido la funcién 0 (r), el
lema queda demostrado.
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1,4. — A continuaciéon daremos el enunciado del teorema de MILLOUX
en la forma precisa que resulta de los razonamientos expuestos por
R. NEvANLINNA [6a pag. 96-100].

Lema 1,4. — La funcion f(z) holomorfa en el circulo |z | < R veri-
fica en este mismo circulo, la desigualdad

log | /()| <M

y si, ademds, en una curva continua que partiendo del origen llega hasta
la circunferencia ]z| = IR, la funcién viene acotada por

log|/()|<m (m -z M),
tendremos en todo el circulo

log | /() | < M —(M—m) é arc sen —l;)—;__—ti:—}

CAPITULO N
FUNCIONES QUE ADMITEN UNA FUNCION EXCEPCIONAL

2,1. — Sea I'(z) una funcion entera de orden finito p, y de orden
precisado equivalente a p (1), diremos que I (z) admite una funcién ex-
cepcional, o mé4s brevemente, admite una excepcién, si existe una fun-
cién meromorfa [ (z) de orden precisado inferior a p (1) y diferentc de
la constante infinita, tal que

1

nfi1, —
(2,11) lim < I'—- ) —0.
reno U() .
I’s sumamente conocido el hecho que la igualdad (2,11) solamente puede
ser satisfecha por una sola funcion j (z) (°), y aun la existencia de esta
funcién cstd ya subordinada al hecho de que el orden p, sea entero ;
Por lo tanto, en cierto sentido, puede afirmarse ya que las funciones que
admiten una excepcion son excepcionales en la clase de las funciones
enteras de orden finito positivo.

(® Ixcepto si I7(z) es de orden cero, pucs entonces la (2,11) queda salisfecha
cualquicra que sca [ (z).
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Kl estudio directo de las propiedades del conjunto de las funciones
de orden precisado equivalente a p (r) que admiten una excepcién re-
sultaria complicado; a fin de simplificar estudiaremos, pues, las pro-
piedades del conjunto de las funciones que llamaremos pertenecientes
a la clase sinusoidal, la cual definiremos a continuacion, luego, antes
de estudiar dichas propiedades, daremos un lema que nos permitiri
deducir algunas propiedades del primero de los conjuntos citados a
partir de las del segundo.

Por todo cuanto antecede en la totalidad de este capitulo supon-
dremos p, entero > 1.

DEFINICION. —- Una funcién I° (z) entera de orden p, y de orden pre-
cisudo equivalente a ¢ (r), serd considerada como perleneciente a la clase
sinusoidal, si, dados b >0y Q > 1 cualesquiera, para loda sucesién
R, (lim 17, == o), lal que

log M/ (I, I)

lim =———"2"* =),

e (R ’
es posible determinar olra sucesién «, de modo que, para z = r e y
1)
% <r<@R,,

log | F (2) | [<

r 90' + R
U (R, | ‘) DCOS(PO“—POMH)] + e(R,),

i’
)In

donde [X]* = é—#

Con esta definicion puede enunciarse el resultado siguiente:

Lema 2,1. — Toda funcién de orden equivalente a ¢ (r) que admite
una excepcidn, pertenece a la clase sinusoidal.

IDEMOSTRACION. — I<n primer lugar, es [acil comprobar [9b n.° 3]
que, si f(z) es una funcion meromorfa de orden precisado inferior a
p (r), podremos representarla en la forma

donde hy(z) ¥ Iy (z) son dos funciones enteras de orden precisado infe-
rior a p (r), y ademas que, si se supone que f (z) es distinta de la cons-
tante infinita, tenemos que Iy (z) no es idénticamente nula.
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Sea pues I (z) una funcién de orden precisado equivalente a p (1)
y que admite la funcién

(=
(z
como funciéon excepcional, y pongamos

hy QY FE)—h@E=I(G);

entonces resulta casi inmediatamente que

~—

s

TR

~—

n (r 5 -
. )4 )
(2,12) }il:: W =0.
Ademaés, aplicando el lema citado de BErnsTrIN [1 lema II, pag. 179],
es posible demostrar la existencia de una sucesion r, tal que
r, log M (r,, II)

lim ~* =1, lim =22 — p,
111214 ‘Rn n Lrlgo U ("n) ’

Por tanto, del lema 1,2, al que puede anadirse la observacion del
final del numero 1,2, puesto que II(z) es entera, y de (2,12), resulta,
para z =re*y -1y, <r<Qr,

1 7 (z *\Po
IO (LY b cos (ot (s 100 + 20

l‘! (,.71«) rﬂ
Por otra parte, una nueva aplicacion del lema de BERNSTEIN nos

permite demostrar que, dada e positiva fija pero arbitrariamente pe-
quefia y cualquiera que sea r, existird un r’ tal que

QA4+er<r<(42¢r

’

y que en todo punto de la circunferencia |z | = r’ resulte

(2,13) log1h—o—1(z) | <) U,

y del mismo modo se demuestra la existencia de un '’ que verifica

r iy r
Txoe~" <1F¢’

y tal que cn los puntos de |z| =r’’ sea satisfecha la (2,13) .
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Asimismo, para « cualquiera existirdn dos valores o’ y o'’ que veri-
fican respectivamente

e<a —a<2e, e<a—a' < 2e¢

y tales que, en los puntos

r !
1———|—2s<‘“|<(1 2¢)r, argz =a',
y en los puntos
_____..r rr
1 2€<i4|<(1—|—2€)1, arg~=U- 5

sea satisfecha la (2,13).
En consecuencia, si I(i)" <r<2R,, en la frontera del dominio ce-
rrado definido por N
< g, a' <arg z < o,

se cumplird

log | I'(z) | log | 1T (2) 4 Ry (2) | — log | Iy (9) | <

U (R,) U (1)

o \Pe +
< [(r) (129D (08 oo — o (s 1) + 29|+ 2 ()
por la arbitrariedad dc € y por cl hecho de que I7(z) es holomorfa, el
principio del maximo nos permite afirmar finalmente que

log I I" (I' ei‘j') | [( r )Po i ! ]+
—oay - SUm) beos@er—eee(a I A4 e,

que cs la afirmacion del Iema 2,1.

2,2, -— 1<s sumamente conocido el resultado siguiente:

A. Dada al azar una serie de Tavror cuyo circulo de convergencia
es de radio [inilo, en general la funcidn por ella representada no podrd
prolongarse mds alld del circulo citado .

Segtn ITapavarp y ManpELBROJIT [3 Cap. 1V, n.° 4], PriNgsHEM (%)

(®) Purrxasnin. Zar Theorie der Taylor’schen Reihe und der analylischen Funktio-
nen” mit beschriinkten Iixistenzbereiche (Sitzungsberichte der Miinchener Acade-
mie, 7 mai 1892). Iista memoria no me ha sido posible consullarla, por este molivo
no figura en la lisla bibliografica del final del Lrabajo.

{0 — Colleetanca Mathematica,
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emplea para demostrar el resultado A un procedimiento que, con pe-
quefias variantes, podriamos emplear para intentar la demostracion
del resultado siguicnte :

B. Dada al azar una serie de TAYLOR que representa una funcidn
enlera de orden precisado cquivalente a p (1), en general dicha funcién no
pertenecerd a la clase sinusoidal.

Pero a esta demostracién podrian hacerse las mismas objeciones
que HapDaMARD y MANDELBROJT hacen a la de PriNgsHEIM. No obs-
tante, probablemente, por otros procedimientos podria precisarse el
significado de la expresion: dada al azar, de forma que el enunciado BB
resultase valido; pero en este capitulo hemos creido més conveniente
estudiar el conjunto de las funciones que pertenecen a la clase sinusoi-
dal mediante un método semejante al que usa PoLva [7 b] para estudiar
el conjunto de las series de Tavror prolongables més alld de su circulo
de convergencia.

2,3. -~ Antes de estudiar las propiedades del conjunto de las fun-
ciones pertenecientes a la clase sinusoidal, debemos, siguiendo los pasos
de PoérLya, dar algunas nociones sobre las ideas de entorno, punto de
acumulacién, conjunto derivado, etc., en un espacio de un numero in-
finito de dimensiones.

Sean las funciones

F(2)= 2 a, =*

n=0

enteras y de orden precisado equivalentes a p (r). La totalidad de estas
funciones las considcraremos como los puntos de un espacio a infinidad
de dimensiones, y tan pronto hablaremos de la funci6on 2 «, z* como
del punto aq, a;, ..., a,,

Como es sabido la condicion necesaria y suficiente para que la fun-
cién X a,, z* sea de orden precisado equivalente a p(r), o sea, para que
esta funcion sea un punto del espacio ultimamente definido, es que se
cumpla

0 < Tm | a, | ,,<£>< -

=00 ‘(Jo

donde v (2) es la funcién inversa de o = U (r).
Sea g, g, ..., €,, ... una sucesion de cantidades no negativas tales que

0 < lim ¢,/ v <£) < oo,
Po

n=03
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entonces los puntos ¢, ¢;, ... ¢,, ..., que verifican
ep—a,| <, (n=0,1,..),

forman un entorno del punto a,, ¢, ... a,, ... Si ademas

0< lm g, v (2),
s Po

n=00

el entorno ser4 denominado entorno completo; mientras que, si

: . n
0= lim g, » (—),
=00 0

el entorno serA denominado entorno incompleto.
Si la funcion 2 ¢, =" es tal que

. n
lim |c,—a, |0 (—) =0,
n=>x Po

la funcién X' (a, — c,) z* es de orden precisado inferior a p (r). En este
caso consideraremos las funciones

2 a, 2", 2ec, =",

como representativas del mismo punto de nuestro espacio. Esto es po-
sible en nuestro caso puesto que las dos funciones admitirdn o no ad-
mitiran, pero ambas al mismo tiempo, una funcién excepcional y, del
mismo modo, si una de ellas es de la clase sinusoidal la otra también
pertenecerd a esta misma clase.

Ahora se comprende, sin més explicaciones, que al hablar de un con-
junto de funciones de nuestro espacio indicaremos siempre un conjunto
que contenga, al mismo tiempo que una funcién, todas las funciones
que, segun la convencién anterior, representen el mismo punto.

Tampoco ofrece ninguna dificultad la definicién del conjunto com-
plementario de un conjunto determinado.

Pasemos ahora a la definicién de punto de acumulacién :

Il punto a4 @, ..., 4, ..., lldmase punto de acumulacién del con-
junto G, o lo que es lo mismo, punto pertencciente al conjunto deri-
vado G’ de G, cuando y solo cuando, en cualquier entorno completo
del punto aq, @y, ..., @, ..., €s posible encontrar un punto perteneciente
a G, que no sea el mismo punto @, @y, ..., 4, ..., segin la convencién
anterior.
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Facil es conslatar que estos conjuntos derivados tienen las mismas
propiedades que en la clasica teoria de los conjuntos.

Sea G un conjunto cualquicra de puntos de nuestro espacio, G’ su
conjunto derivado, G, el complementario de Gy G,’ el derivado de G, ;
como habitualmente daremos las siguicntes definiciones :

G sera llamado cerrado, si todos los puntos de G’ pertenecen a G,
y perfecto, si ademés se cumple la condicién inversa, es decir, si todo
punto de G pertenece a G'.

Un punto sera llamado punto interior de G, si pertenecea Gy a G’
y no perlenece a G,'.

(G serd un conjunto abierto, si todos sus puntos son interiores.

Finalmente, G serd denso en todo el espacio y en todas direcciones
si en un entorno cualquiera (completo o incompleto) de todo punto del
espacio cxiste siempre un punto de G distinto del punto dado.

2,4. — Actualmente podemos ya enunciar y demostrar el teorema
siguiente :

TrorEMA 2,4. — Sea G el conjunio de las funciones de orden precisado
equivalente a p (1) que no pertenecen « la clase sinusoidal, puede afirmarse

(I) G es denso en todo el espacio y en todas direcciones.

(II) G es abierto.

DEMOSTRACION.

Empezaremos por demostrar (I). Sea
FE)=2a:"

una funcion dada cualquiera de orden precisado equivalente a p(r) y
€gs E1» -++» €y --» UN entorno (completo o incompleto) cualquiera. Eviden-
temente es posible determinar una sucesion de ndmeros enteros [, tal
que I, <lLiy1y

0 < lim z-:;k”’kv(ﬁ*) < oo
k=00 Po

y que la densidad maxima de la sucesién de los [, sea nula. Poniendo

[ () = i & %

k=(
demostraremos que, al menos una de las funciones

I (x) = F @)+ () Iy(2)) =F () — [ (2

no es de la clase sinusoidal.
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En efecto, supongamos contrariamente que las dos scan de la clase
sinusoidal y consideremos una sucesiéon R, (lim R, = o) tal que

. log M (R,, [)
lim —=— 22 — ) >0,
H=00 IJ (R")

de la igualdad
(2,41) 2/ =H,()—11,()

resulta que

— log M (R,, ;) ~— log M (R, II,) ]
< 1 o - v ow Tl , 1 = w4
b max |:111=-Irolo U (l{n), n l—n(l, L’ (l{”)

Por lo tanto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe
una sucesion r, que verifica

i 108 M (1)) log M (r,, I1,)

T Um) b= h
. log A (r,,11,) /
lzllj]} U (1‘11) — = b2 o L,I ;

y puesto que I[; (z) y II,(2) son, segun supenemos, dc la clase sinu-
soidal, si representamos por 0 cl valor que cumple la igualdad

b =2b;cos p, 0

y si «, ¥y o, son las sucesiones correspondientes a II, () y H,(z) (9,
para Q2 suficientemente proxima a la unidad y & > 0 sulicientemente
pequena, en los puntos que verifican

Q-tr,<|z|<@r,

arg 7 — o, — 2; n >0+ ¢ (n=0,1, ..., pp—1).
0
, 2am
argz—a,, —- ; >0+ c (m=0,1,..,p,—1),
o

a partir de un valor de n, tendremos

b . b .
log | 1 (7)) | < 3 U (r,), log | 11, (2) | < 5 U (r,),

(") Siby - 0,lasucesion de las &', es indelerminada, pero en este caso la suce-
sion de las o', no tiene importancia.
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y en consecuencia,

log | /()| <3 U (),

lo cual, segun el lema 1,3, es imposible ; puesto que segun hemos su-
puesto, la sucesion de los [, tiene la densidad maxima igual a cero.
Pasemos seguidamente a la demostracién de la afirmacién (II) del
teorema 2,4, o sea demostremos que G es abierto.
Sea f (z) una funcién que no pertenece a la clase sinusoidal, existi-
ran, pues, cuatro sucesiones r,, o, 6, y ¢, tales que

log M (1 ) _ o 108 1/ Crue™) | _

lim - = - =b0>0,
=00 U (r,) n=00 U (r,)

lim 0, = 0, 0 < lim ¢q, = q < oo,

n =00 W =00

. log | [ (r, ¢, cntom)|
] nin
"1=H010 U (rn)

= g% b" > b qP[cos p, 0] .

Por otra parte, si

0 < lime,v (E-) = d < (emin [b, b'])1.%,

n=co Po
toda funcion
p() =2c¢c,z2",
tal que|c,|<s¢,, satisface a

— log M (r, ) . ,
}th—w<mln[b,b ],
por lo tanto, escribiendo I (z) = [ () + ¢ (z), tendremos

log M (r,, I) log | F (r, ¢™)|

. 06 MU )y ,
7}1=n:‘>10 U (rn) "1=H:0 U (’ n) b
_log | F (r, q, cileatom)|
= Y
o U () bras

lo cual demuestra que todas las funciones del entorno ¢, ¢, ..., €,, ...,
de la funcioén f (z) no pertenecen a la clase sinusoidal.
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El iema 2,1 nos permite deducir del teorema 2,4 el siguiente :

Cororario. El conjunto de las funciones de orden precisado equiva-
lente a p (1) que no admiten una excepcidn, es denso en todo el espacio y en
{odas direcciones. Ademds el conjunto formado por sus punlos interiores
tiene la misma propiedad.

2,5. TeOREMA 2,5. — El conjunto de las funciones de orden pre-
cisado equivalente a p (r) y que pertenecen a la clase sinusoidal es perfeclo
y carece de puntos inferiores.

Iiste teorema tiene una demostracion sumamente simple pero cree-
mos interesante dar su enunciado y su demostracion, pues con él, queda
totalmente sefialado cl paralelismo entre los resultados de PoLya, sobre
las series que no pueden prolongarse mas alld de su circulo de conver-
gencia, y el tema que tratamos en este capitulo.

DemosTrRACION.  Sea [ (z) una funcion de la clase sinusoidal, eviden-
temente toda funcion

[()+ [ (q2) O< gl

sera asimismo de la clase sinusoidal ; ademas, dado un entorno com-
pleto ¢, &, ..., &,, ..., cualquiera, es posible siempre determinar el nu-
mero q suficientemente pequefio para que |«, | ¢" < ¢,, es decir, para
que la funcién

F@)=/[()+[(12)

sea una funcién perteneciente al entorno ¢, ¢, ..., g, ..., de [(2); lo
cual, teniendo en cuenta que, segun el teorema 2,4, el complementario
del conjunto de las furciones de la clase sinusoidal es abierto y denso
en todas partes, completa la demostracion.

2,6. -— Finalmente, demostraremos un teorema que, por su enun-
ciado, nos recordard un teorema dado por Fatrou y demostrado por
PoéLva.

TeEOREMA 2,6. Dada una juncién entera

F'(z)=2a,z"

de orden precisado equivalente a p (1), es suficiente cambiar el signo a lo
sumo de una infinidad de coeficientes «, elegidos convenientemente, para
que la funcién I‘; (z) representada por la nueva serie, no admita una ex-
cepcion.
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En realidad, mediante un método de demostracion semejante al
empleado en una de mis memorias [9b n.° 6], podria obtenerse un re-
sultado algo mas preciso, a saber, podria afirmarse la existencia de una
cantidad I3 > 0 que depende unicamente de I, y tal que, cualesquicra
que sean f, () (no idénticamente nula) y /; () enleras y de orden pre-
cisado inferior a p (r), se cumpla

n (,- 1 )
im ’fol"l—fl

oo L' (I') 2 B C (PO) ’

donde C (pg) es la misma constante que intervienc en el enunciado del
lema 1,2. Sin embargo nos limitaremos a dar la demostracién del enun-
ciado menos preciso que hemos dado.

DEmosTRACION. Si [7(z) no admite una excepcién la demostra-
cién del teorema es innecesaria, pues basta con no cambiar el signo de
ningtn coeficiente o de un numero finito de ellos, para ver que el leo-
rema se cumple.

Si I' () admite una excepcién la demostracion puede obtenerse del
modo siguiente. Ividentemente es posible determinar una sucesion I,
de numeros enteros, de modo que su densidad maxima sea nula y que

1/1 ]
k , (ﬁ)
Po
¥y por lo tanto cambiando el signo de todos los «;,, obtendremos para
Fy (2) la expresion

0 < lim

k=00

ag,

IN@) =1I'(2)—2[(2),
donde

]

[ () = ka zle,
k=0

Si I"(z) y Iy () admiten una excepcién, por el lema 2,1, resultara
que ambas serdn de la clase sinusoidal, y, por lo tanto, razonado sobre
la igualdad

2/ =1I@)—110)

como lo hemos hecho a partir de (2,41) llegaremos a un absurdo; queda,
pues, demostrado el teorema.
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CAPITULO 1II
TEOREMAS DE UNICIDAD

3,1. — En el afio 1921 P61.vA (8) obtuvo un teorema para las funcio-
nes enteras de orden finito, teorema que, posteriormente, R. NEvAN-
LINNA generaliz6 a las funciones meromorfas de orden cualquiera [6 b
teorema 5]. Liste tcorema fué gencralizado a su vez por CarTan [2].
Finalmente, es facil, siguiendo los procedimientos de NEVANLINNA, ob-
tener la gencralizacién del resultado de CarTaN ; generalizacion que
darcmos seguidamente sin demostracién, pero antes de dar el enunciado
es necesario definir lo que entendemos por conjuntos equivalentes.

DEFINICION.  Sea Iy (1) el conjunto de [0s pURLOS Zy, gy ey Tyy wevs
donde [, (z) loma el valor «y E,(a) eldelos =,', =,’, =, ..., donde [, (z) loma,
asimismo, el valor a. Represenlemos por Eg el conjunlo de los puntos que
pertenccen « IZy sin perlenccer a It, mds los punlos que perlenccen a E,
sin perlenecer « Iy 5 y sea ny (r) el niimero de punios de I, interiores al

-

cireulo |z | = r. ST [;(2) ¥ [5(2) son de orden finilo y se verifica
re (N <@ [Ts )+ T[] O
o bien si una de las [, (=) y [, (=) es de orden infinilo y se verifica,
log 1 (r) < 0(r) log [T (r, /1) - T (rs /] (lim 0() < 1)

diremos que E, y I, son equivalentes.

Con esta definicion podremos (tal como acabamos de indicar) enun-
ciar la generalizacion mencionada en la forma siguiente :

Sea E, (1) el conjunio de punfos donde la funcidn [, (z) loma el valor
« y Ity (a) el mismo conjunto para la funcion j, (z). Si por cualro valores
diferenles ay, @y, ag y g los conjuntos Ity (uy), Ey (uy), Ey (ug) y Fq ()
son respeclivamenle equivalenles a los E, (i), Iy (ty), Ey (43) ¥ Fy (@),
las funciones verifican

L () =[50,

solamenle exisle una excepcion cuando simulldneanenle se cumplen.

(®) Porva (G) Bestimmung ciner ganzen Funklion endlichen Geschlechts durch
viererlei Stellen (Mathematisk Tidskrift, B, 1921). Iista memoria, lo mismo que la
citada en (%), no me ha sido posible consullarla, por lo tanto, no figura en la lista
bibliogratica.

(*) CGuando [, (2) ¥ [2(z) son de orden cero esta condicion debe subsliluirse por
olra muy facil de deducir.
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1.°  Dos valores, por ejemplo a; y ag, son excepcionales en el sentido
de BoreL - LINDELOF por las dos funciones.

2.° Los cuatro valores ay, ay, g, @, Son anarmdnicos.

En este caso las funciones [, (z) y [,(z) pueden ser diferentes.

Iin este nimero nos proponemos demostrar que, si f, () se puede
representar en la forma

R =22,
Iy (2)

donde Iy (z) y F5(z) son dos funciones enteras que no se anulan simul-
taneamente, y ademds los desarrollos TavrLor alrededor del origen de
las funciones I'; (z) y I, (z) cumplen ciertas condiciones lagunares, des-
aparece la posibilidad de la excepcién prevista en el teorema anterior.
Antes de enunciar nuestro teorema, a fin de simplificar su enun-
ciado, daremos una definicion.
DEFINICION.  Sca

ainy L F1 (@
"0 Fe

una funcién meromorfa de orden p, y de orden precisado equivalente a
g (r), si las funciones I'; (z) y Iy (z) son enteras de orden py, no tienen
ceros en comun y son representables en la forma

DVs

0
.I"l (Z) = a z'& ’ I‘vz (Z) = 2 a ,k zllk ’
k=0

>
[

(

donde las densidades mdximas D de los [, y D' de los 1’, verifican la con-
dicién

1 + . 1 . Ot
ﬂmnﬂ%—www9+nd)+umuﬂ%—mmrwﬂﬂﬂ >0;

diremos entonces que 17 (z) es de la clase L ;
Asimismo I’ (z) serd de la clase L, si siendo de orden infinifo puede
representarse en la forma

S _Fi()
FO =

donde Fy (z) y F (2) no tienen ceros en comiin y los exponentes I, g 1" de
sus desarrollos TavLor cumplen la
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log 1\(1)] { log kK" (2)
q (W, 11)[1_'1__00 ] W 1—}_w—1é7—] > 0.

Para el significado de algunas de las notaciones véase [9 b n.° 4 y 15].
Trorema 3,1. Si los conjuntos E; (tq), Ey (¢y), E; (¢3) y E; (¢, de
la funcién [, (z) de la clase L son equiralentes respectivamente a los conjunlos
E, (a7), Ey (13), Ey (a3) y E, (ay) de la funcidn [, (z), enlonces, sin cxcepeion
posible,
L@=LE )

DEMosTRACION. En efecto, segun el teorema anteriormente enun-
ciado, el caso excepcional solamente pucde presentarse cuando dos de
los valores a;, ay, a3y a, son excepcionales en el sentido de BorgL - Lin-
DELOF para f; (z) ; pero como, segin [9 b teorema I y teorema III, n.° 15
nota], ninguna funcién de la clase I. puede tener dos valores excepcio- .
nales, podremos afirmar que la excepcién no se presenta y que siempre

1 (&) =2 (),

que es lo que queriamos demostrar.

3,2. — IZn la misma memoria de NEVANLINNA citada en el numero
anterior, este autor demuestra un resultado (teorema 6) para las fun-
ciones meromorfas de orden finito no entero; a continuacion vamos a
demostrar que, en el caso de las funciones enteras, puede substituirse
la condicion de que el orden no sca entero por una condicién lagunar
de las series de TAavLor que representan las funciones; a saber, puede
enunciarse el siguiente teorema :

TeoremMa 3,2. Sean

L
Fy(2) = D) a2 2_' a’y Ve

k=0 k=0

dos funciones enteras de orden finito p, y tales que las denstdades mdximas
D de los I, y D' de los 1’} verifiquen

1 1
D<—_" Dl<—i
20y 2po

(*?) Creo interesante subrayar que la hipétesis lagunar solamente afecta f1(2),
tal vez en los teoremas 3,2 y 3,3, que después cnunciaremos, puede también lograrse,
mediante otra dcmostracmn, que la hipotesis lagunar intervenga tan sélo en una
de las funciones ; pero hasta ahora no me ha sido posible lograrlo.
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st por dos valores finitos « y b los conjuntos E, (a) y E; (b) de I'; (z) son
respectivamente equivalentes a los I, (a) y E, (b) de F, (2), entonces

Fy(5) =1y (9)-

DEMOSTRACION. Si gy no es entero el tecorema no necesita demos-
tracion pues es el de NEvANLINNA, para las funciones enteras, con una
condicién lagunar, innecesaria en este caso.

Supongamos pues p, entero, y escribamos, como NEVANLINNA,

Fy(@@)—a ~ Fi(e—b §
O —a- " (2, F—b =~ 7 @)
Y, si @; (2) no es idéntica a g, (z),

D (2) — e (0 — 1— @5 (2) .
[y @) =4 e LAY

Fo@) —a—(u—b) - —22@

(3:21) ]
{ 91 () — ()

de estas igualdades se deduce
[T(r, @) < T (1, Fy) 4+ T (r, Fy) + 0(1) s=1,2),
LI (s F) S 0(T (1, ) + T (13 92) (s=1,2).
Las condiciones del teorema nos permiten afirmar
(» %)
n{r—
@s

) , . n(r, ps)
1 — — S = 1, 2 s
lim e = lim S =0 G=12

(3,22)

(3,23)

donde U(r) es la funcién construida con un orden precisado tal que
U (1) = max [log M (r, I]), log M (r, IFy)]

(es evidente que existe un orden precisado con estas propiedades) y
que el signo de igualdad sea valido por lo menos por una sucesién
r, (im r, = o0); ademéas puesto que las propiedades de I; () y de I, (2),
segun las hipoétesis del tcorema, son las mismas, sin pérdida de gene-
ralidad, podremos suponer

(3’24) U (I'n) = log M (rn’ Fl) = log M (rn’ Fz) (11) >

(') s para la validez de esta férmula que hemos supuesto que la condicién
lagunar afecta a las dos funciones.
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asimismo, sin perder tampoco generalidad, podemos suponer, segun las
(3,22),

llm T (2 l'", ‘P1)

n—w U (@21) = ¢> C*(py)

por tanto, el lema 1,2, teniendo en cuenta las (3,23), nos permite escri-
bir, en

Q-12r, <r<2r,
T

|a—a’(2rn’ (]71)+Pilsa/< (Z=1-(,1'c<)’
0

0

excepto en un conjunto de pequefios circulos la suma de cuyos radios
es inferior a 2 Q27r,/0,

» \Po
(3.29) 10g |1 ()] <[[5- " e cos (a e —po e 21 ) + 2| U 1) <
< (_" ¢ Q-Pocos pOU" _I_ € (I'")) U ('.n) = (_ q + € (l'")) U (I‘”).

Finalmente si «’ >z D del lema 1,3 y las férmulas (3,21), (3,24) y
(3,25), resultara la existencia de una sucesion de puntos z, interiores a
los dominios donde (3,25) se verifica, y que cumplen

(1 —¢ ("11)) U (l',,,) < log l 1"1 (:u) I < ]Og I [“2 (Zn) I + log I P1 (5”) ‘+ € (l',,) <

2702\
< ( 1 _|_ 7(I’) ) U (rn) + (— q + € (I'”)) U (rﬂ) *

Esto demuestra que debe cumplirse

9 .. ‘oo
q<(1—1-z"g) —1;

0

pero como, una vez determinada «’, la cantidad g sera fija y positiva,

micentras que # puede tomarse arbitrariamente pequeia sin que por cllo

varie el valor de ¢, mediante la eleccion apropiada de # puede lograrse

que la ultima desigualdad no pueda cumplirse; esto demuestra que
91 (2) =92 (2)

y, en consecuencia, que

Fi(z) =TIy (2).

que es lo que queriamos demostrar.
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3,3.— A continuacion vamos a demostrar un resultado semejante al
teorema anterior pero én el cual para extender el teorema de NEvVAN-
LINNA, para las funciones enteras, al caso en que el orden sea entero
se introduce, como hipétesis lagunar, una acotacién de la densidad su-
perior de los exponentes cn lugar de acotar la densidad maxima de la
misma ‘sucesion de los exponentes como hemos hecho en el teorema 3,2.

DEFINICION.  Sea Aj(?y) ¢l extremo superior de las canfidades A
tales que para lodo valor de o tal que 0 < pya << A se cumple

>_

— (I*(po)exp<7 A+ 3Alog 9—10—— I V72 A% — o2 ol |>00590a<1.

exp<7A—|— 3Alog%’+ i'\/ﬂzAz——pozdg

Después de esta definicion podemos ya enunciar y demostrar el si-

guiente
TreorEMA 3,3. Sean
2, ©, '
Fy () = > a2, Fo(@) = 2 a/s2"
N k=0 k=0

dos funciones enteras de orden finilo p, y lales que las densidades supe-
riores Dy de los I, y D', de los 1’} verifiquen

) |
4060 e,

D, <
fo o

si por dos valores finifos a y b los conjunios E; («) y E; (b) de I} (z) son
respeclivamente equivalentes a los E, (¢) y E, (b) de I, (z), entonces

Iy (2) = I (2).

DemosTrACION. Igual que en el nimero anterior supondremos p,
entero; ademas es facil ver que las formulas (3,21), (3,22), (3,23), (3,24)
y (3,25) continuan siendo validas.

Por otra parte, segun un resultado de MaNDELBROFT [4 Teorema /-,
formula (I)] sobre las series de DiricHLET aplicable en el caso en que
los exponentes son enteros, o sea cuando la serie es una serie de TAYLOR
transformada, podemos afirmar, cualesquiera que scan ¢ >0,a’’ y R,
que en el dominio definido por

|log z-~log R—ia'' | <D, (1+ ),
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existe siempre al menos un punto z’ en el cual
(3,31) log | Iy (z') | >

>log | ay | + 1 log R—log (A4, 1,) — ¢ (s, ap) ().

Ademas segun la misma memoria de MANDELBROFT (pag. 355), si
k es suficientemente grande, resulta

@32 —lgs I’;) —1& % - b (73 log DY) —-,
k

ahora bien, determinando k de forma que dé el maximo valor a la ex-
presion

log | a; | + I, (log R— Dy (7 — 3 log D) — ¢),

cuando I? sea suficientemente grande, este valor de k cumplird asimis-
mo la (3,32) y, por tanto, si escribimos by = — Dy (7 — 3 log D,) resul-
tar4 para estos valores de R y leniendo en cuenta (3,31)

(3,33) log | Iy (z) | >log u (R ¢:~¢),
donde u (r) representa el maximo de la expresion
| @ | '

cuando k describe la sucesion de los numeros enteros no negativos.
Como, segin VALIRON, para las funciones enteras de orden finito se
cumplen las desigualdades

(1 —e(r)) log M (r, Fy) < log pu (1) < log Al (r, Fy);

de todo lo que antecede resulta, puesto que ¢ es arbitraria, la existencia
para todo valor de R y de o’’ de un punto z’ que verifica

|arg ' —a'’ l < 7 Dy+ e(h),

|log |z | —log R| < |v/a2 D2 — (arg z’ — a'")2 | + € (R),
(3,34) log | Iy (z) | > (1 —¢e(R)) log M (R =~2®), [})

(*?) La cxpresion AZ la consideramos dcfinida, a partir de los Iz, de la misma
manera que Mandelbroft la define a parlir de A,.
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Si suponemos que sucesivamente

., = 1 . T
R=r, ¢ M, " =a(ry @) -+ —,
0

(n=1,2, ... )

de (3,21), (3,24), (3,25) y (3,34) resulta quc existe una sucesién de pun-

tos z’, tales que

(3’35) (1_8(’%)) U(i‘n) <10g
< 1 ‘ . 2 n Q )Po

Fl(:,ii) |< log | FZ (Zl-n) l _{_log [ (Fl(zln) ll +€(].n) <
C;'l U (I‘n) —¢ c;'u U (1‘71) cos Po&yn + S ("n) U (l.n)’

T
donde
7
I‘"’ "
o, =argz ,—a (’n’ (p])— o
Po
_ 2 212 .2 2].
)‘1*_90]’1—{— l'\/Po 1% Dy*— p¢* o, [’
Dy =-—pyI—[4/p® 7% Dy?— 0,2 ¢ |;

puesto que 7 es arbitrario, la definicién de A, (p,) y las hipotesis del teo-
rema demuestran que las desigualdades (3,35) son imposibles; la de-
mostracion termina como en el numero anterior.

3,4. — NEvaNtLINNA y CArTAN indican que su teorema enunciado
al principio de este capitulo y el teorema del primero citado en el n.° 3,2
pueden generalizarse suponiendo unicamente que las funciones que en
ellos intervicnen tienen las propiedades requeridas en los mismos en un
entorno del punto infinito, supuesto singular escncial, y no en la tota-
lidad del plano.

Mediante ligeros cambios en los resultados de nuestra memoria [9 b]
y en las demostraciones de la presente, puede verse que asimismo nues-
tros teoremas 3,1, 3,2 y 3,3 son validos si suponemos que las funciones
que en ellos intervienen cumplen las condiciones impuestas cn un en-
torno del punto infinito, supuesto singular esencial, y que los desarrollos
de LauriNt Llienen las propiedades lagunares en las series con expo-
nentes posilivos, esto es, que los desarrollos son de la forma

D £
Gl N |
Dl 2 Dy
n==1 k=0
donde como de costumbre /; son entcros que verifican
O=li<h<..<l,<..

y ticnen las propiedades lagunares impuestas en los Leoremas corres-
pondientes.
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CAPITULO IV

VALORES ASINTOTICOS

4,1. — P6LyA, en su célebre memoria sobre series lagunares, da
una condicién lagunar suficiente para que una funcién entera, de orden
finito, no pueda permanecer acotada cuando la variable tiende al infi-
nito conservando constante su argumento [7 a cap. III, teorema VII].
Ademéas, su teorema IX del mismo capitulo puede aplicarse asimismo
para indicar una condicién suficiente para que la funcién entera de or-
den finito no pueda permanecer acotada en ninguna curva continua
que tienda al infinito. Naturalmente, con mayor motivo, estas dos con-
diciones son suficientes para imposibilitar la existencia de valores asin-
toticos, en el primer caso, cuando la variable tiende al infinito siguiendo
una recta que parte del origen, y en el segundo, cuando tiende al infi-
nito siguiendo una curva continua cualquiera.

Pero mientras la primera condicién no puede mejorarse, la segunda
resulta excesiva para la no cxistencia de valores asintéticos (pero no
para el resultado de Pérva), como sc intuye con sélo ver la rapidez
con que, scgun el citado teorema IX de Porva, debe crecer el médulo
de la funcion a lo largo de una curva continua cualquiera que tienda
al infinito.

In el presente capitulo trataremos de hallar una condicién lagunar
més débil que la del teorema IX de Porva y ademas daremos una gene-
ralizacion del teorema quc para los valores asintéticos se deduce del
teorema VII de PoéLva; pero antes daremos una clasificacion de los
valores asintéticos segun la clase de curvas que sigue la variable al
tender al infinito y segun la rapidez con que la funcion tiende a dicho
valor asintético. Ya RoLr NEvaNLINNA [6 ¢ pag. 96] indica que, tal vez,
para estudiar la relacién enlre los valores asintoticos y los valores ex-
cepcionales, seria interesante tener en cuenta dicha rapidez ; adcmaés
MirLoux [5] al estudiar el numero de valores asintéticos que puede te-
ner una funcién entera de orden infinito, hace uso de la rapidez con
que la funcién tiende a dichos valores asintéticos. En este capitulo
veremos que, en el tema que nos ocupa, tiene asimismo importancia la
repetida rapidez con que la funciéon tiende al valor asintético.

Diremos que z tiende al infinito siguiendo una curva continua, si
los puntos z en cuestion pueden representarse mediante la igualdad

11 — Collectanea Mathematica.
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z= @ (1), donde ¢ () es una funcion continua para todo valor real po-
sitivo de ¢t y

lim ¢ (1) = oo .
t=oc

Si, ademas,

lim arg ¢ ()
t=o00

existe y es finito, entonces la curva serd llamada casi radial.
Representemos por 4 la totalidad de las curvas continuas que tien-
den al infinito y por 4, el subconjunto de A formado por las curvas
casi radiales.
Por otro lado, si G representa un conjunto cualquiera de curvas y
X un numero real detecrminado por cada curva ¢ de G la expresion

extremo X = X,
peG

significard que X, es el extremo inferior del conjunto de valores que
toma el funcional X en el conjunto G.
Sea F (z) una funcion entera de tipo 1 del orden precisado e (), si

extremo lim log | F (g (5) —al =

oed = Ulg®OD

(,11) — bo-

diremos que a es un valor asintolico de tipo b, de F (z). Si en la férmula
anterior se substituye el conjunto A4 por el subconjunto 4,, entonces
diremos que a es un valor asintético casi radial de tipo by, de la fun-
cion F (z).

En realidad unicamente si b, > 0 podemos afirmar que « sea un
valor asintdtico en el sentido que siempre se le da a esta expresion ; cuan-
do by, =0 la igualdad (4,11) sera satisfecha por cualquier valor finito
de a, siendo asi, que, segun el tcorema de DENJOY - CARLEMAN - AHL-
FORS, como mAaximo un numero finito de valores de a seran en realidad
valores asintoticos. Finalmente, si 'bo < 0 la igualdad (4,11) indica pre-
cisamente que la funcién no tiene ningtin valor asintético (asimismo
en este caso b, es independiente de a) pero nos informa sobre la existen-
cia de curvas continuas que tienden al infinito en las cuales, si by>—1,
la expresién | F'(z) | crece menos rapidamente que M (r, F). Por lo tan-
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to, nosotros continuaremos, a fin de abreviar, incluso en los casos en que
b, < 0, a pesar de ser una denominacién evidentemente impropia, di-
ciendo que F (z) tiene un valor asintético de tipo b,.

4,2. — TeoreMA 4,2. Sea

bl
F@ = Dla,
k=0

una funcién entera de tipo 1 del orden precisado ¢ (1), si la densidad md-
xima D de los I, verifica
D < ! + ! arc sin b
200 7p -

la funcién F(z) no tiene valores asinidlicos casi radiales de tipo igual
o superior a by. :

DEMOSTRACION. Segin VALIRON (véase por ej. [10 n.° 20]) cuales-
quiera que sean p(r) y € >0, existe una funcién V (z) holomorfa en

| o | 327: —e(z=re%) tal que V(r) = U (1) y que en el adngulo ci-
0
tado la expresion
V(re®)
U(r)

tiende uniformemente hacia e:fo® cuando r crece indefinidamente.

Supongamos que I7 (z) tenga el valor asintético casi radial a de tipo
b,- Entonces, mediante la sustitucion de z por z e, podremos suponer
que existe una curva tal que, cuando z tiende al infinito sobre esta curva
se cumplen

—1log| F()—a| o .
donde by =b > by——¢cy

lim argz = 0.

t=00

Por lo tanto, en la curva se verificara

(F(R)—aq)eft+aves

<q ( A =exp (——i arc. sen (by— 2 s)))

Po
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y la misma desigualdad, si ¢ es suficientemente pequefia, serd satisfecha
en la recta definida por

7 1
argz = — -+ — arcsen (b,—2¢)—¢,
g 2 PO (0 )

entonces, siguiendo un procedimiento igual que en la demostracién del
teorema de PHRAGMEN - LINDELOF, veremos que, en el 4ngulo

(4,21) 0<a<l larcsen(bo_—2e:)—e,
200 o

se verifica

log | F (re®) —a|
U ()

(4,22) < (1+ ¢)sen (py «— arc sen (by— 2 €)) + &(r).

En el 4ngulo simétrico de (4,21) respecto al eje real puede demos-
trarse de la misma forma que se cumple

log | F (re™) — a|

U0 < (14-¢) sen (p, | @ |— arc sen (by— 2¢)) & (r).

(4,23)

Por lo tanto, como ¢ cs arbitraria, podemos suponer que

1 1
D+2€< '2?)—*- ﬂ—poarcsen(l)o—Zs)

(1+¢)sen(mpy D+ mpye—arc sen (hy—2¢)) <1—¢;

con esta condicién y teniendo en cuenta (4,22) y (4, 23), resulta que, en
el angulo

|o:|<nD+ns,

se verificara

log | F (r e™) |
N <l—e+e(n),

desigualdad que siendo F (z) de tipo 1 estd4 en contradicion con el lema
1,3. Queda, pues, demostrado el teorema.
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Si by < 0 también podiamos desarrollar la demostracién en la for-
ma siguiente : demostrar en primer término que la existencia de un
valor asintotico casi radial de tipo b, implica la existencia de un 4n-
gulo tal que

1
o:0<oc<oc0—}—2E—);arcsenb0

en cl cual el indicador de crecimiento

— log | FF (re™) |
im ==

no es positivo, y aplicar luego el teorema de ’6Lva citado al principio
de este capitulo [7 a cap. III, teorema VII]. No obstante, por diversas
razones hemos creido preferible dar la demostracion completa sin apo-
yarnos en el teorema de PoLva, sin embargo se comprende inmediata-
mente que la idea estd contenida en el teorema ultimamente citado.

4,3. — Cuando en lugar de utilizar la densidad méxima, para de-
finir la propiedad lagunar de la serie, se utiliza la densidad superior,
es posible asimismo dar un resultado semejante al anterior ; pero mien-
tras para el teorema 4,2 puede demostrarse, mediante ejemplo, que,
al menos en algunos casos, la condicién lagunar impuesta no puede
debilitarse sin que cl resultado deje de cumplirse, en el caso que vamos
a estudiar no conocemos ejemplo alguno de este género, y nada nos per-
mite afirmar que la condicion lagunar que imponemos no sea excesiva ;
nosotros creemos que efectivamente asi es, pero que la condicién pre-
cisa no es mucho mas d¢hil.

Antes de enunciar el teorema correspondiente debemos dar la de-
finicién de una cantidad que intervendra cn el enunciado y en la de-
mostracion ; esta definicién tiene gran semejanza con la definicion que
tuvimos que dar al estudiar la condicion suficiente, expresada mediante
la densidad superior de los exponentes de la serie de TAYLOR, para que
la funcién entera por ella representada, no pueda tener valores excep-
cionales en el sentido de BogreL - LINDELOF [9 a definicion de la can-
tidad A (py)]-

DEFINICION.  Sea A, (py, y) el extremo superior de las cantidades
A; < py que para todo valor de o que safisface a g, 0ty < pp o << 7 Ay,
cumplen la
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log [ sen (py ¢ — py ot9)] + A1<7 + 3 log Z—")_;_ |/ A2 AP 2o | < O;
1

evidentemente A; (p,, o) es una funcién no decreciente de o,
Una vez definida esta funcién de g, y de «, podemos ya pasar al
enunciado y demostrar seguidamente el teorema que nos interesa.
TeEOREMA 4,3. Sea

F(z) = Za,, Zh
k=0

una funcién de orden p, y tipo 1 del orden precisado  (r), tal que la densi-
dad superior D, de los I, verifique

D, < A; (pos %) ’
o

enfonces esta funcion no puede tener valores asintdticos casi radiales de
lipo igual o superior a b, = sen p, &,

DemosTrACION. Segtin el resultado de MaNDELBRoOJT citado en el
n.° 3,3 y razonando sobre F (z), como, en c¢l mencionado n.°, hemos he-
cho sobre F; (z), veremos que si R, (lim R, = o) es una sucesion tal que

log M (R,, F) _

lim =1,

n=00 U (Rﬂ)

cualquiera que sea o'’ podremos extraer una sucesi6n parcial, que con-
tinuaremos llamando R,, para la cual existird una sucesién de puntos
z',, que verificaran

lim (arg z’, — o'’) = a; || <@ D,,

n=00

lim |log |z’ | + hy—log R, | < | /7% D2 —a?|,

n=090

log | F (Z’n) | > (1 — € (Rn)) U (Rn)3

por tanto, si r, = |z’, |, por las propiedades de los érdenes precisados
tendremos

.1 ’
(4,31) lim WI > exp [pg by — |1V/pe2 2% Do — g% o |
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Si I (z) tiene un valor asintético casi radial de tipo b, y si ponemos
o' = lim arg g (i)

veremos que las desigualdades (4,22) y (4,23) (teniendo en cuenta que
€ es arbitraria) junto con la (4,31) demuestran en primer lugar que « > o,
y luego, que

sen (py ot — g o) = €Xp [Po hy — | \/902 72 Dy? — p¢? o | ]

que segun la definicion de A; (py, o) ¥ las hip6tesis del teorema, es im-
posible. Esto completa la demostracion.

4,4. — Cuando los caminos que intervienen en la definicion de los
valores asintéticos no son casi radiales el método aplicado en la demos-
tracion de los teoremas anteriores, es inaplicable; podria pensarse tal
vez en la aplicacién previa de los teoremas de AnLrFors sobre la repre-
sentacién conforme de las fajas, pero al intentarlo resulta que de nuevo,
aplicando el procedimiento de las demostraciones de los teoremas an-
teriorés, es necesario, a fin de llegar a resultados concretos, introducir
hipotesis restrictivas sobre la naturaleza de los caminos en los cuales
la funcién tiende hacia los valores asintoticos. Por tanto, como nuestra
intencién cs tratar el caso en que los caminos mencionados no cumplen
otra condiciéon que la de ser continuos y tender al infinito, debemos
utilizar otro procedimiento ; este scr4 uno que usa Porva [7 a cap. III,
teorema IX], si bien nosotros al aplicar el teorema de MiLLoux lo ha-
remos en una forma mas precisa (forma dada en el lema 1,4) en lugar
del enunciado que PéLva da para el mencionado teorema de MiLLOUX.

Por este procedimiento obtendremos en primer lugar, un teorema
que con una condicién lagunar méas débil que la del teorema de PoLva
ultimamente mencionado afirma la imposibilidad de existencia de va-
lores asintéticos de tipo determinado, y, en segundo lugar, un resul-
tado semejante en el cual la condiciéon lagunar vendra expresada me-
diante la densidad superior, contrariamente a lo que sucede en el teorema
citado en primer lugar y que demostraremos seguidamente, en el que se
utiliza la densidad maxima.

Antes, pero, debemos de nuevo dar la definicion de una cantidad,
la cual nos permitird enunciar el teorema en una forma méas breve y clara.

DeriNicION.  La cantidad A, (b,) serd el extremo superior de las can-
tidades A para las cuales exisie al menos un valor o tal que

(4,41) 1 <w< cotang A
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para el cual

4,42) cost A+ wsenmw A —

w—1

cr)—i—1<1'

— (1 + by) cosnA—[—wsennA)%arcsen

1 .
Facil es demostrar que A, (0) > gy due A, (by) es una funcién

no decreciente de b, .
TeorREMA 4,4. Sea

F(z) = Zak 2
k=0

una funcién enfera de tipo 1 del orden precisado ¢ (r), si la densidad md-
xima D de la sucesion de los I, verifica

As (bo)
Po

D <

la funcién F (z) no tiene ningitin valor asintdtico de tipo igual o superior
ab,.
DEemosTRACION. Pongamos

F, (z) = F (z1/P) — a.

Si a es un valor asintético finito de tipo b, de F (z), cualquiera que sea

€ positiva, existirA una curva que podremos representar paramétrica-

mente por z = ¢ ({), donde ¢ () es continua y lim ¢ (f) = oo, y que
t==00

verifica

w— log | Fy (¢ ()] p (/%)

lim ="+ 2 < —b<<—by+ ¢ (loGU(r = Iorrr)

5 T (e 0D, : Bl =l
Sea ry, rg, .., Iy ..., UNa sucesién de numeros positivos que de mo-

mento dejaremos indeterminada, y sea ¢, el valor de ¢ determinado de
la siguiente forma : si b, > 0 tomaremos ¢, igual al maximo valor de ¢
que verifica

I',,Zl(p(f)l

y si by < 0, £, serd el minimo valor de / que satisface a la misma igual-
dad.
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Sea C, el circulo descrito alrededor del punto ¢ (¢,) como centro y
cuyo radio es

7, =1, tang (7 g D + 9);

sea ademas w, un valor que si en (4,41) y (4,42) se ponen A =p, Dy
w = o, estas desigualdades quedan satisfechas, lo que, segun las hi-
potesis del teorema, es posible.

Multiplicamos el radio de C, por o, obtendremos un circulo C’,,
y puesto que en este circulo se verifica

Fi@) | < (4 <) Uy (ru+ o 7,)

¥ que, en una curva que partiendo del centro de este circulo llega hasta
la circunferencia, se cumple

log | Iy (3 | < (— b+ () Uy (1),

podremos aplicar a (', el lema 1,4, y obtendremos el resultado siguien-
te: en los puntos interiores al circulo C, tendremos

log

@43 log| B[ < U+ @) | Uy Cut 09—

— (Uy (1, 4+ 0y 7,) + b Uy (1) 7% arc sen 0 _I_ 1 ]

Wy T 1

Determinemos la sucesién de los r, que habiamos dejado indetermi-
nada. Sea R, una sucesion de valores tales que

. log M (R,, IV)
lim —=— w1
=00 Ul (Rn)

(el significado de M (r, F,) es evidente a pesar dc que F; (z) puede no
ser uniforme) y determinamos r, por

r, =R, cos(zp, D+ ¢).

Aplicando el lema 1,3 a I (z) y pasando seguidamente a F; (z) veremos
que existe una sucesion de puntos z’, tales que

lim 7 =1, lim |argz’, —arg ¢ (4,) | < 7 g, D,
# =00 i n=00
(4,44) lim €1 F G|

n=oo Ui (R,)



170 . Sunyer

pero por estas relaciones resulta que el punto z’, es interior al circu-
lo C,, correspondiente al valor ¢, y, por consiguiente, de las (4,43) y (4,44)
se deduce

U, (r, + o 7,,)

Uy (B,)
Ul (rn + W, Tn) + b (]1 (rn) 2 Wy — 1
— Ul (Rn) —j—z— arc scn m >1—c¢ (R,,) .

y por las propiedades de los érdenes precisados resultara

r,+ wy T, _ Int ot b, g are sen 20— 1
R» Rn T Wy + 1

>1_'8(Rn),

Y puesto que

%:cos(np(,])—{—s), %:sen(npoD—}—s),

escribiendo para abreviar § — z p; D + ¢, tendremos finalmente

cos 0 + w, sen 0 —

we—1

9
— ((1 4 b) cos O+ wosen@)iarcsen >1,

we+ 1

y como ¢ es arbitraria, podremos suponer que en la anterior des-
igualdad €-- 0 y pasando al limite

cos (7 oy D) + w, sen (7 py D) —

we— 1

— ((1 + by) cos (7 gy D) + w, sen (7 p, D)) % arc sen =1,

wy+ 1

Ja cual estd en contradiccion con la cleccion de w, ; este absurdo demues-
tra la imposibilidad de un valor asintético de tipo igual o superior a by
Eligiendo la relacion entre r, y R, y la entre 7, y R, de diferente
-modo que lo hemos hecho podria hallarse una condicién lagunar algo
mas débil pero asimismo suficiente para imposibilitar la existencia de
valores asintoticos de tipo igual o superior a by, pero las férmulas no
resultarian tan simples y la mejora, para los primcipales valores de
by, seria insignificante. Ademés, es muy probable que en los dos casos
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la cantidad A, (b,), sea bastante inferior a la cantidad (cuya existencia
resulta evidente después de lo dicho) que llamaremos A4; (b,), y que es
tal que la condicién

As (bo)
Po

D <

es suficiente. para afirmar la imposibilidad de la existencia de valores
asint6ticos de tipo igual o superior a b, mientras que, cualquiera que
sea € >0, existiran funciones con tales valores asintoticos, para las
cuales la densidad maxima D de los [, verifica

D_s<éﬂQsD.

Po

4,5. — En el caso en que la condicién lagunar viene expresada me-
diante la densidad superior, podria abordarse el problema en una forma
parecida a la del numero anterior pero las formulas resultarian muy com-
plicadas. Por consiguiente, utilizaremos una transformacion que nos
permitird simplificar las foérmulas, y, al mismo tiempo, tendra la ven-
taja de que los dominios donde acotaremos superiormente ¢l médulo
de la funcion mediante el lema 1,4, coincidiran con los dominios en que
daremos una acotaciéon inferior de este mismo modulo apoyandonos en
un resultado de MaNDELBROJT [4 teorema F] ya citado en los niimeros
3,3y 4,3

DEFINICION.  Aj (pg, by) serd definido como el extremo superior de
las canfidades A << p, que al menos por un w > 1 verifican

34
(%‘—’) 74 [(;"W’ —- (€74 + by) % arc sen —

o+ 1]<1;

evidentemente Aj (g,, b,) es una funcién creciente ‘de b,
TeorEMA 4,5. Sea

F(z) = Z ay Zh
k=0
una funcién entera de {ipo 1 del orden precisado ¢ (r), si la densidad supe-
rior D, de los 1, salisface a

D, < Aa (Po’ bo) ,
Po
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la funcidn F (z) no tiene ningun valor asinidtico de {ipo igual o superior
a b,.

DEmosTrRACION. ILEfectuemos la transformacién de que hemos ha-
blado antes del enunciado y que es la siguiente :

F()=/@)» *)

evidentemente, la funcion [ (s) vendra representada por la serie de Di-
RICHLET

o0
E a, e’

k=0

absolutamente convergente en todo punto finito del plano de la varia-
ble s=ax+1iy.

Sin necesidad de insistir, resulta que, si M, (z, ) representa el ma-
ximo de | f(s) | en la recta formada por todos los puntos cuya abscisa
es igual a «,

M (¢, F) = My (x, )

— logM, (z,[) _
Im =F@  —

donde @ () = U (¢*). Ademas el resultado de VALIRON citado en el
n.° 3,3 nos permite escribir

log M, (v, [) zlog py () = (1 — ¢ () log M, (x, ),

donde

py (¥) = max | q | .
E20

Este resultado ha sido demostrado directamente, por una clase de se-
ries de DIRICHLET que comprende las que estamos estudiando, por
K. Suemura [8 teorema 5].

Pasemos seguidamente a la demostracion propiamente dicha del
teorema y supongamos, como anteriormente, que la funcién F (z) tiene

(**) Generalmente se utiliza la transformaciéon z = e—* en lugar de la z = ¢ em-
pleada por nosotros, pero las formulas que siguen resultarian de escritura algo me-
nos simple, entre olros motivos, puesto que los limites tendrian que tomarse cuando
x tendiera a— co. Sin embargo, en el fondo, este cambio de signo no tiene absoluta-
mente ninguna importancia.
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un valor asintético « de tipo by, esta suposicion nos llevara a un absur-
do, lo cual indicard claramente la imposibilidad de existencia de tal
valor asintético. Ademés, sin pérdida de generalidad, podemos supo-
ner que a = 0. Estas hipotesis son equivalentes a la existencia, para
. cualquier valor de &, de una funci6on continua

=0 @O+ig® (91 (1), g5 (1) son reales)
y de un b tales que

- _ —log [ (ps )|
th=rilog1(t)—°°s by—e < b < by, !]iri—d)—m——.b.

Sea z, (lim x, = oo) una sucesion tal que

. log My (T, + M —5[) _
lm Ty =1 (a=—D,( - 3log Dy)) -

y {, 1a sucesion definida del siguiente modo : si b, < 0 el £, serd el menor
valor de { que verifica x, = ¢, (), mientras que si by >0 el /, sera el
mayor de estos mismos valores.

De nuevo sea C, el circulo de centro s, = ¢, (¢,) al que actualmente
supondremos de radio @D, ¢, segin el resultado de MANDELBROJT
citado en el n.° 3,3 y el resultado que podemos llamar de VALIRON - St-
GIMURA, en el circulo C, existira un punto s’, para el cual

IOg | f(‘sl1l) l > (1 — € ('rn)) @ (Xn + hl - S).

Aplicando el lema 1,4 al circulo C’,, obtenido multiplicando por
el radio de C,, deduciremos como en el numero anterior, en C,,

tog | /()| < (1 + (@) | (v + 07 Dyt w0) —

— (@@, +onrDy+ we)4 b @(a:,,))—f;arc senw_l].

w41

Combinando estas dos ultimas desigualdades, puesto que e es arbitra-
ria, se deduce finalmente, para cualquier valor de w > 1, que tendremos

2 —1
=P [eanuDo_ (e7@wPoDo 4~ b)) — arc sen 2 ]< 1;
7

w-+1



174 F. Sunyer

lo cual, dada la condicién que cumple D, segiin la hipétesis del teorema,
estd en contradiccion con la definicion de Ag (py, bg); este es el absurdo
que, segiin hemos dicho, demuestra el teorema.

4,6. — Como es sabido, la relacién entre la densidad méaxima y la
densidad superior es la siguiente 1) > D,, esta relacién nos permitiria
deducir a partir ‘de los teoremas 4,3 y 4,5 unos resultados semejantes
respectivamente a los teoremas 4,2 y 4,4 pero en general las condicio-
nes lagunares deducidas serian bastante méas restrictivas que en los
ultimamente citados.

Barcelona, 4 julio 1949

NoTa ANADIDA DURANTE LA CORRECCION DE PRUEBAS. — Ultimamente tuve co-
nocimiento de los resultados obtenidos por J. E. LirrLEwoobp ¥ A. C. OFFORD en
sumemoria: On the distribution of zeros and a—values of a random integral func-
tion (II) (Annals of mathematics vol. 49 pag. 885-952 (1948)). Estos resullados per-
miten dar un sentido y demostrar nuestro enunciado B del n.° 2,2 confirmando lo
que dabamos como probable. Por olra parte los resullados de cstos mismos autores
permiten asimismo dar otra demostraciéon de mi teorema 2,6.

>
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