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1. INTRODUCCION.

En [3] Barr prueba que siT y T son dos triples sobre una categorfa K, exis-
te una correspondencia biyectiva entre aplicaciones de teorias T —— T’y
functores sobre K entre las categorfas de dlgebras KF'— > KT; correspon-
dencia que se establece también con los functores entre las categorias de Kleisli
K — K1 que conmutan con los functores de Kleisli desde K. Sien la ca-
tegorfa K se considera un endofunctor X, es conocido (véase [2], [6], [1], [8])
que cada transformacién directa de estado (T.D.E.) TX —— XT’ se corres-
ponde biyectivamente con una elevacién X: KT —KT ta] que el diagrama

T X kT

uT (1)

K——»K

donde UT’ y UT son los functores de olvido, es conmutativo. Lo mismo sucede
con las transformaciones inversas de estado (T.L.LE.) XT —— T’ X y elevaciones
entre las categorfas de Kleisli X: K — K haciendo conmutativo el diagra-
ma:
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Kr]r —_—— KT[\’

Fr Fop )

Resultados andlogos se verifican si X es un functor entre dos categorias dis-

tintas [6].

~ SiXesun triple, una transformacion natural TX —XT que sea simul-
taneamente T.D.E. y T.LE., es una ley distributiva de T sobre X [4]. La existen-
cia de una talley distributiva garantiza la de un par de functores X y T que hacen
conmutativos diagramas andlogos a los anteriores.

En el caso de que X sea un cotriple, una A: TX —— XT que verifique los
axiomas de T.D.E. y sus duales (resp. A: XT —— TX verificando los axiomas
de T.LE. y sus duales), es una ley distributiva mixta de T sobre X (resp. de X
sobre ) ([5], [9], [10]) dando lugar a un par de functores que hacen conmuta-
tivos dos diagramas andlogos al (1) (resp. andlogos al (2)).

Lo que aqui se pretende es completar los distintos casos de elevaciones de
un functor X: K— L;miés explicitamente, probar que existe una biyeccién
entre los morfismos (X, A) de (K, (T, , u)) a (L, (C, €, 8)), y los functores X:
Kp— L sobre X de tal forma que el diagrama

Kp —L¢

Fr Fe

X

K———L

sea conmutativo.

Se demuestra igualmente la existencia de una correspondencia biyectiva en-
tre los morfismos duales (X, ) y las elevaciones X: KT——LC que conmutan
con los functores de olvido.



Elevaciones de functores 65

2. ELEVACIONES ENTRE LAS CATEGORIAS DE KLEISLI Y DE CO-KLEISLL

Sean K y L dos categorfas, T = (T, n, u) untripleenK y € =(C, ¢, 8) un
cotriple en L.

Definicion. 1. [7]. Un morfismo de (K, (T, 7, u)) a (L, (C, €, 8)) es un par (X, A),
donde X: K—— L es un functor y A: CXT — X es una transformacién
natural verificando:

A - CXn=€eX
A-CXu=2A-CAT - §XT2

Proposicion 1. Si T es un triple en K, € un cotriple en L y X: K————L un
functor, entonces cada morfismo (X, A): (K, (T, n, 0)) — (L, (C, ¢, §))
induce un functor X : Kqp—————> Lg elevacién de X tal que X Fr =
Fe X. Inversamente, un tal functor V induce una transformacién natural A:
CXT — X definida por Ay, = V (11,)y de tal forma que (X, A) es un mor-
fismo de (K, (T, n, u)) a (L, (C, €, §)). Ademds los dos pasos son biyecciones
mutuamente inversas.

Demostracion. Dada \: CXT ——— X se d_efine X (: A——— B)=A B
CXa: XA —— XB. Con esta definicién X es un functor: sia: A—— B,
f: B ———— D son morfismos en la categorfa de Kleisli Ky, su composicion
estd dada por foa = up - TP - ayX(@Boa) = Ap - CX(up - T8 - a).
Por otra parte
X@BoX(@ =X(@) - CX(@ - gy =
=Ap - CXpp - CXTB - CXa.

Sia: A — B es un morfismo en K,

XFy(a) = X(ng - a) =Ag - CX(np - a) =

de lo cual se sigue que X es sobre X.



66 Rosa M. Ferndndez Rodriguez

Reciprocamente, sea V un functor sobre Xy Ay, = V(l1,),sie: A— B
entonces

V() =V(ug ' npg - @) = V(ug - Fpa) =
= )\B . CeXTB . C2Xa : SXA = 7\B - CXa.

Para demostrar la naturalidad de A, supdngase un morfismo a: A —> B.
Entonces V F(a) = FgpX(a), es decir

>\B * CXnB M CXa = GXB * Cxa,
de esta forma
Ag - CXTa = V(Ta) = V((ng .a) 0 13,) =
=()\B . CX’T)B . CXa) (o] )\A =
=)\B . CXT?B - CXa - C)\A : SXTA =

=Xa - Ay v oecxra C OxTa = X2t Ay
Ademis V(n,) = e€x, paratodo Ay portanto A - CXn = eX vy,

)\A . CXHA = V(HA) = V(ITAO 1T2A) = )\A (o] )\TA =
= Ap - CApp - Ox724
conlocual X - CXu = A - CAT - 8§XT?
Los dos pasos anteriores son mutuamente inversos: si X es el functor que
define A, la transformacién natural X inducida por X estd definida por A A=

X (lTA) = )\A . CXITA = AA Reciprocamente, si )\B = V(ITB)’ )—(ES el
functor definido por A\ya: A —— B, X (&) = A\ - CXa = V ().

Dualizando el resultado anterior se obtiene la equivalencia entre las trans-
formaciones naturales A: X — TXC verificando

TXe - A = X
pXCZ - TAC - A =TX6 - A

y los functores X: K¢ — Lrelevaciones de X tales que X Fe = FrX.
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3. ELEVACIONES ENTRE LAS CATEGORIAS DE ALGEBRAS Y DE CO-ALGEBRAS

Definicion 2. [7]. Un morfismo dual de (K, (T, n, #)) a (L, (C, €, 8)) es un par
(X, ) con X: K — L un functor y A\: X — CXT transformacién natu-
ral verificando
eXT - A = Xn
8XT - A = C2Xu - CAT - A

Proposicion 2. Sean T = (T, n, 1) un triple enK, € = (C, ¢, 6 fun cotriple en
L y X;: K—— L un functor. Cada (X, A) morfismo dual de (K, (T, 7, 4))
a (L, (C, €, 6)) define un functor X: KT ——— LC clevacion de X tal que
xuT = vl x. Reciprocamente, un tal functor induce una transformacién

natural A: X —— CXT tal que (X, A) es un morfismo dual de (K, (T, n, #))
a (L, (C, ¢, §)). Ademas ambos procesos son mutuamente inversos.

Demostracion. Dada A se define X (A, 6) = (XA, CXo - A,)1CXo - Ay
es una estructura de co-dlgebra sobre XA pues:

€xaA CXo - AA=XU *EXTA )\A=XO‘ : X"A=1XA,

CZXU * C>\A . CXU " >\A = CZXO' * CZXTU * C)\TA - AA =
= C2X(U ' IJA) . C)\TA . )\A = C?Xo . 8XTA . )\A =
Si f: (A, 0) — (B, 0) es un morfismo deT -dlgebras, X (f) es un morfis-
mo de co-dlgebras; en efecto,

X () = X(@: (XA,CXo - N\,) —— (XB,CX0 - Ap

es tal que
CXf - CXo - Ay =CX(@ - Tf) - Ay =CX6 - Ay - Xf.
Reciprocamente, sea V: KT ———1.C un functor sobre X yV(TA, u,)=

(XTA, 04), se define Ay, =0, - Xn,. Asi definida A es natural; sif: A —B
es un morfismo en la categorfa K, Tf: (TA, py) —— (TB, up) es un morfis-
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mo en KT, por tanto VIf =XTf:(XTA, 6,) — (XTB, op) es morfismo de
co-dlgebrasy

CXTf - A, =CXTf - o0, - Xn, = oy - XIf - Xn, =
=o0g - Xng - Xf =27y - Xf. .
Se verifican, también, las propiedades requeridas para A:
€XTA * M = exta - 0a - Xnp = Ixya - Xmy
SxTa © Ma =08xTa - 0p - Xmy =Cop - 0y - Xy

por otra parte
= C(CXuy - orp - Xngpp) © 04 - Xmy

expresién que por ser V (uy) = Xup: (XT2A, o7,) —— (XTA, 0,) mor-
fismo de co-dlgebras se convierte en

Clog - Xuy - Xnpa) - 0p - Xny =

Los dos pasos son inversos: dada \, X (TA, 1) = (XTA,CXuy - App)
y A inducida por X estd definida por 7\A = CXuy - App - Xmy que coinci-
decon}y.

Dado V sobre Xy V(TA, y) = (XTA, 04), Ay = 05 - Xny.Supbnga-
se que V (A, ) = (XA, B). El functor X inducido por X viene dado por
X(A,0)=(XA,CX0 - \,)=(XA,CX0 - 0, - Xm,).

C_omo 0: (TA, puy) — (A, 0) es un morfismo de T-dlgebras, VO = X8:
(XTA, 0,) —— (XA, B) es un morfismo de co-dlgebras y por tanto CX8
o, =B - X0 conloqueCX0 - o, - Xnp =8 - X0 - Xn, = B.

La dualizacién del resultado anterior permite afirmar la existencia de una
biyeccién entre las transformaciones naturales A: TXC — X verificando

A - nXC = Xe
A uXC =x - TAC - T2X5

y los functores X: KO — LT conmutando con los functores de olvido.



10.

BIBLIOGRAFIA

ALAGIC, S. Categorical theory of tree processing. Lect. Notes in Computer Science
25, 65-72. Springer 1975.

APPELGATE, H. Acyclic models and resolvent functors, dissertation, Columbia Uni-
versity 1965. '

BARR, M. Coequalizers and free triples. Math. Zeit. 116, 307-322 (1970).
BECK, J. Distributive laws. Lect. Notes in Math. 80, 119-140 (1970).
BURRONIL, E. Lois distributives mixtes. C. R. Acad. Sci. Paris 276, A 897-900 (1973).

MANES, E.G. A triple miscellany: some aspects of the theory of algebras over a triple,
dissertation, Wesleyan University, 1967.

MARANDA, J.M. Constructions fondamentales de dégré supérieur J. Reine Angew
Math, 243, 1-16 (1970).

MEYER, I.P. Induced functors on categories of algebras, Math. Zeit, 142, 1-14 (1975).
WATIEN, D. Liftungen von tripeln. Manuscripta Math. 12, 67-71 (1974).

WOLFF, H. Distributive laws and lifting of triples. Communications in Algebra § (9),
981-996 (1977).

Departamento de Algebra y Fundamentos
Facultad de Mateméticas
Universidad de Santiago de Compostela






