SUI FUNZIONALI DEL CICLO CHIUSO
PIU’ GENERALI

Di

Franco PeLLEGRINO (8 Roma) (%)

INTRODUZIONE

a) 15 noto come i funzionali presi finora in considerazione nei vari
indirizzi del calcolo funzionale (VoLrikrRA, PINcHERLE, TTILBERT, I'RI:-
CHET, Faxrtappiiz) siano solo quelli definiti per i polinomi, in quanto
sembrava che fossero i soli ad avere importanza sopratutto in vista delle
applicazioni alla fisica. Nel corso di un’altra ricerca () m’¢ venulo
fatto perd di considerarc i funzionali soddisfacenti all’cquazione

Fly(+ 0] = Fy@®]-—h

Questi funzionali, evidentemente non definili per le costanli (*), poiche
per esse l'uguaglianza precedente & assurda, sono perd lo stesso della
massima importanza in quanto fra essi si trovano, com’¢ facile convin-
cersi (1), quelli che danno i punti singolari isolati di una funzione
analitica, i suoi punti di livello e quindi i suoi zeri, elc. 1issi sono poi
« primitivi» di quelli del «ciclo chiuso», in quanto il loro derivato
primo (e quindi tutti gli altri per un risultato di questo stesso lavoro)
appartengono a tale classe (%).

(*) Per un sunto dei concelli e delle definizioni che vengono qui supposli noti
vedi:

. PELLEGRINO. - Die analytischen IFunktionale und ihre Anwendungen. Matematisk
Tidsskrift, B, 1949, Kopenhagen.

Per una esposizione completa della teoria dei fur zionali analitici confronla 'opera
di prossima pubblicezione:

I.. FaNTAPPIE- - I PriLEGRrINO. - Traité des fonctionelles analytiques. Edilions du
Gritfon, Neuchalel.

Sui criteri informatori ¢ sui risultati della presente ricerca ¢ stato riferilo dal Prof.
Fantappié¢ ¢ da me al II1I° Congresso dell” U. M. L (Pisa, selt. 1948) nei cui alti
apparira un brevissimo sunto di questo lavoro.

(1) F. PELLEGRINO. Su un’importante clusse di funzionali analitici non de-
[initi per le constunti e su una generalizzazione della serie di I.acraNcr. — Rend.
Mat., Roma, s. V, vol. 7°, fase. 3-1, 1918.

Iissendo le funzioni argomento dei [ur zionali analitici per ipotesi nulle allinfinito,
quando in esso siano definite, le costanti diverse da zero sonosempre considerale come
nulle all’infinito, :
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Cose analoghe possono poi dirsi per una classe di funzionali intro-
dotti dal CaLuGAREANO (2), anch’essi della massima importanza, perché
danno i cosi detti «invarianti di prolungamento» di una funzione ana-
litica (3. Detti funzionali soddisfano all’equazione

Flyt+h]=Fy@),

non sono definiti per alcuna costante diversa da zero, come & stato
dimostrato in una tesi da mc seguita (3) ¢ finalmente, come ha mo-
strato lo stesso CALvGareano (%), sono anch’essi primitivi di quel-
li del ciclo chiuso. Lo studio dei funzionali del ciclo chiuso, prescin-
dendo dalla condizione che siano definiti per le costanti, si presentava
dunque, oltre che d’interesse generale, anche indispensabile per lo studio
dei funzionali importantissimi su indicati. Basta pensare ad es che
la conoscenza della struttura dei funzionali derivati d’un funzionale del
ciclo chiuso (pensati come funzioni dei loro indici di derivazione), per-
mette di determinare lo sviluppo in seric di FaxTappii: dei sudetti suoi
primitivi.

b) Rimandando a poco piu avanti (vedi ¢)), per un sunto sul con-
tenuto di questo lavoro ricordiamo intanto i risultati del Prof. IFan-
TAPPIE per quanto riguarda i funzionali analitici del ciclo chiuso de-
finiti nell'intorno delle costanti.

Di questi operatori i lineari sono definiti (%) come quegli operatori
analitici lineari

Fly®szl=/(@)

che sono permutabili con I'operazione D di derivazione, per cui ciot
si ha:

F,D,y =D, F,y

e pit precisamente

(1) Ely ;2 =" (2.

(*) G. CALUGAREANO. — Sur certains invariants aftachés auzx fonctions analyti-
ques.-— « Mathematica». Cluj. — Vol. X111, 1936.

Invariants de prolongement et fonctionnelles analyltiques. — « Mathematica». Cluj.

Vol. XV, 1939.

(®) T. Succl. — Su i funzionali analitici invarianti di prolungamento delle fun-
zioni analitiche.- In corso di stampa in Rend. Mat., Roma.

(%) L. FantapPiB. — [ funzionali analitici.— Mem. Ace. Lincei Vol. III.__
s. VI, p. 99, 1930.
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IEssi vengono caratterizzati dall’avere come indicatrice una funzione di
z—a. I¥ ciot :

(2) u(e,z) =1I4 [

| :
ot z}:u Z— o)

Viceversa, ogni funzionale analitico lineare misto che ha per indica-
trice una qualunque funzione della differenza - — «, gode della pro-
prieta (1) e ciot si ha :

(1) wE—a)y @ =Fly Oz =1@

Il FanTappit ha dimostrato che gli operatori analitici lineari del
ciclo chiuso formano un semigruppo abeliano e che se y (f) & una fun-
zione periodica, con periodo w, della regione di definizione di un tale
operatore F ¢&:

6) T@O=FH@O;d=Fyl+w;:]=f(+w)

I.a denominazione del « ciclo chiuso» data dal VoLTERRA, che li consi-
dero per primo, a detti funzionali (°), & giustificata dal fatto che, se
y () ¢ periodica, ¢ quindi per la (3) anche f(z), il punto che ha per
coordinate '

y=yQ0, =10

descrive una curva chiusa.

Il FANTAPPIE, oltre ad avere precisato la posizione dei punti singo-
lari della f (z), ha dimostrato che tali operatori sono caratterizzati dalla
relazione

@ Fiyt+w; sl =Fy@, 2+ o] =[(+ )

valida quali che siano z ed w, con y (/) qualsiasi dentro la regione di
definizione di I’ e ha ancora provato che:

«Se un fenomeno fisico ¢ caratterizzato da due sole grandezze f ({)
ed y (f) variabili col tempo, di cui una, la y (f), & arbitraria, mentre I'al-
tra dipende linearmente da questa, segue nccessariamente dal postu-
lato dell’invarianza delle leggi fisiche attraverso il tempo (che ciog

(®*) V. VoLTERRA. — Legons sur les fonctions de lignes. — Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1913. Gap. VII°.



90 F. Pellegrino

le stesse cause producono sempre gli stessi effetti) che questa.dipenden-
za dev’essere espressa da un funzionale lineare misto F [y (1), I'] =/ (')
appartenente al semigruppo del ciclo chiuso ».

Se poi pilt generalmente si considera una grandezza fisica f ({) (funzione
del tempo), dipendente in modo qualunque, anche non lineare, da un’al-
tra grandezza fisica y () e se ciot f ({), o cambiando il nome della varia-
bile, f (z) & un funzionale misto della y (f)

[@=F[y@®; z,

e se si ammette il postulato dell'invarianza delle leggi fisiche nel tempo,
questo postulato si traduce analiticamente ancora nella relazione (4)

@ Flyl+w);zZl=Fy); 24+ o] =f(z+ o).

11 FaNTAPPIE ha studiato anche (°) i funzionali analitici misti non lineari
soddisfacenti identicamente alla (4), e di cui, dato quanto delto sopra, si
capisce I'importanza, nel caso che essi siano regolari nell’intorno di una
qualunque costante y (f) =k. Per essi il FANTAPPIE trova che sono
caratterizzati dal fatto che il funzionale derivato n”°, con n qualsiasi,
calcolato in una costante k, & del tipo

(5) FO ks ops oy vony 03 2] =g, (Z— 0 s Z2— g s oo s 2—01,),

& cioé funzione dclle sole differenze z——o; (i =1, 2, ...,n). Ogni fun-
zionale del ciclo chiuso, definito per le costanti, pud dunque rappresen-
tarsi nel loro intorno con lo sviluppo :

Fly@;zl=Flk+o); 2 =g.+

8
| =

+ 2

1

' 0 1 * * *
(6) = go+ Z,,m In (Z——O'.l » gy wues Z—U.") @ (2(1) 2 (2:2) e @ (?‘n)'
1 .

| F(n) [k’ %y Ugy vees Oy s Z] (P(‘ih)‘?’(&‘z) s (]ofn) =

=

Viceversa il FanTapri trova pure (%) che «se i successivi funzionali
derivati di un funzionale analitico misto F [y (f) ; z], regolare per y = k
(costante), hanno tutti per questa funzione la forma particolare (5), men-
tre per questa funzione il funzionale assume un valore g,, indipendente
da z, esso & del ciclo chiuso ».

(¢) Cfr. lavoro citato in (%), pag. 212.
(") V. lavoro citato in (%), p. 214,



Sui funzionali del ciclo chiuso piu’ generali 91

¢) In questo lavoro sono studiati gli operatori del ciclo chiuso ¢
cioé i funzionali misti soddisfacenti identicamente alla (4) , prescindendo
dalla condizione che siano definiti per le costanti (cfr. quanto detto in a)).

Viene dimostrata una condizione necessaria e sufficiente perché un
funzionale analitico misto (anche non lineare e non definito per le co-
stanti) sia del ciclo chiuso ¢ stabilite alcune relazioni che credo abbiano
interesse genecrale. Esse permeltono poi di determinare una vasla classes
comprendente i polinomiali, di funzionali del ciclo chiuso a mezzo della
loro espressione nell’intorno d’una funzione qualsiasi (constanle o no).
Automaticamente sono allora determinate le corrispondenti classi di
funzionali soddisfacenti alle due equazioni funzionali riportate in a).

Per ottenecre tali risultati vengono introdotti e studiati dei funzio-
nali che si presentano come una gencralizzazione spontanea e feconda
dei precedenti (da cui il titolo del lavoro). Vengono inoltre e indicate
alcune applicazioni che mi sembrano interessanti.

1. — Cominciamo coll’estendere la definizione di funzionale del eci-
clo chiuso e cio¢ conveniamo di chiamare ancora del ciclo chiuso un
operatore analitico (o funzionale analitico misto).

) Fly@); zp 29 oo 23] = [ (205 255 -0 24)

dipendente da h parametri, tutte le volte che, qualunque sia la y ({) della
regione funzionale di definizione di F, e quali che siano z, z,, ..., z; ¢d o,
si abbia

4) Fly+4+ o) 21529 wnz] = FYA); 2 + 0, 25+ @, ..., 7, + o].

il che porta che sc I' & definito per una funzione y (f) debba esserlo
anche per tutte le funzioni y (f + w), con w qualsiasi.

Se F & un tale funzionale e se per di pi, come supporremo in questo
numero, & definito per le costanti, applicando un procedimento analogo
a quello seguito dal Fanrtappik per i funzionali del ciclo chiuso ad un
solo parametro definiti per le costanti, abbiamo :

Filk; z 29 s 5y = F ks 2,4 @, 29 + 0, ooy 23 + o]
ovvero
k B B B i}
[ (zpzg o) =1 (5 4+ 0,25+ o, ..., 2 +o).
Derivando ambo i membri rapporto ad w, per w =0, si ha:

oft o

d/k
o Tt o
“1

0= —
(922 (92;,
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cio che ci dice che la funzione f* é funzione delle sole differenze z; — z;
i=23..,h). .
Si ha ciog

k
6N [ (215 2oy woes 21) = o (24— 29y 2y — Z3y w0y 27 — 23)

Per h =1 era stato visto dal Fantappik che g, si riduce ad una co-
stante. Qui cid risulta chiaro dall’equazione differenziale precedente.
Peril derivato ennesimo del nostro funzionale F nella costante k abbiamo

\ .
i (Gtgs 0ty wony 0ty 5 29, Zgs vuny Z3) = F" L Oy Olgy ooy Oys 215 2oy ooy 23] =
J’ o" ) £ 1
== — F [k 1 ves — . Z. .es Zh] =
‘L 0€, J€y... 0¢, |+ Otl—t+ + O(,,—t’ 1 ’ J'e,=s,=...=e,,=0
[ :,

_Jd__ ¢ r & & .
B e L e e e R e (RNTT

1

Z; — w, zz——w,...,zh—-w]J' =

g =&=..=g, =0
—_J' a” F [k+ 61 + 62 + Eﬂ-
| 9606, 08, ! (y;—w)—t ' (etg—aw)—t L (oty—o)—t’

N
2y — Wy Tg— Wy ey z,,——w]JL =
& =& =

cw=gp =10
=F"[k; o — 0, 0g— ) o0y €y — D 5 2] — O Tg— @y oy Zy — ©] =
k . -
= /n (0(1 T Wy ey Oy — W 5 2y — Wy .y ‘h_'w)
ovvero

k k
fo Oy oo 0 5 Tys veey ) = [ () — @y ey &y — @ 5 24— Wy ey Zy— @)

Derivando rispetto ad w, per = 0 si ha:

k k k k
df,, df,, d/u C)fﬂ
E—f—---—i-f%-f—a—zl-l—m-l-;,—%—

La funzione f,’i ¢ quindi solo funzione delle differenze z, —a; € z, — z,
(i=12.,n;j=23,..,h), & cioe:

k
fo (@ cos 0y 5 24, oy 2) =

= G (21— 0gs Ty — Oy wes 21— 0y 3 2y —— Tgy 2y —— Zgy ey Z; — Zp)

(")
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Ed & da osservare che la funzione ¢, dovra essere funzione simmetrica
degli indici di derivazione o, ¢y, ..., @,, com’e noto dalla teoria dei fun-
zionali analitici. Inoltre, posto

I (B 0gy ey 21 — &y 5 2 — Zgp ooy 21 — Zp) = f (Brs s B

cio¢ considerata la ¢, come funzione delle sole variabili z; —a; = g,,
sia By, fgs ...» B, un punto singolare di f. La funzione g, & allora singo-
lare per

zl——-a'-—_—-ﬂ'. (i=1, 2, ..-,n)'
ovVVero per

=2z, — f;

Dungque i punti singolari della g, come funzione delle «; si ottengono
da quelli della f come funzione delle f con una simmetria rispetto all’o-
rigine e una traslazione di componenti tutti uguali a z;, quindi in par-
ticolare i punti singolari all’eo di g, coincidono con quelli di f poiché
queste due operazioni lasciano fissi i punti all’co.

Per lo sviluppo in serie di Fantappik di un funzionale del tipo (7)
nell'intorno d’una costante, dove si suppone definito, abbiamo dunque,
tenendo presente le (5) e (5”) :

Fluy); z;,29 s 2] = F[k4+ 9 () 255 Zgs oy 23] =
6" = o (21— 29 2y — Z3s -0y 2 — 2Z4) +

[ 1 . ’
+ Z,,E‘l Gn (21— Qpp oos 23— Gy 3 23— Zgp ooy 5y —= R) @ (0“1) ety (‘fn)
1

Viceversa :

Ogni funzionale F, dafo a mezzo di uno sviluppo di questo tipo, ¢é del
ciclo chiuso secondo la nuova definizione qui data.

Ne tralasciamo la dimostrazione essendo assolutamente analoga a
quella data dal Fantappik per il caso d'un funzionale del ciclo chiuso
con un solo parametro. _

IFacciamo infine la seguente osservazione, che & valida anche per lo
sviluppo (6) dato dal FantappPiE, e cioé che:

Le funzioni g, (n = 1, 2, ...) degli sviluppi in serie di un funzionale F
nell’intorno di una costante k + 0, se sono costanti sono nulle.

E infatti, poiché in ogni intorno (A4, ¢) di una costante k + 0, ca-
dono sicuramente altre costanti E, fatto ¢ = IE, non sarebbe possibile
‘eseguire i prodotti funzionali emisimmetrici che compaiono in detti
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sviluppi per la mancanza delle curve separatrici, tranne nel caso in
cui le ¢, siano identicamente nulle.

2. — a) Occupiamoci ora degli operatori analitici del ciclo chiuso
F [y (1) ; z] prescindendo dalla condizione che siano definiti per le costanti.
Per il funzionale derivato primo di F, in un punfo qualunque y ()
della sua rcgione di definizione, avremo, per il valore z del parametro :

.
F'ly®); o J={£ 11;5”8.10

Ma per la (4) e

(S}

Floo + 2 = Flya+ o)+ — 2 —i o]

e quindi

F'ly@); og;

1
i
[ o

=19, Fi!](’ + w) + - _z;—m Z-——w}}'ﬁ

1=

(8]

[y O+ -

s :_w]l _
(0 — @) —1 Jezo

\
:—w}L =

& =

={—r@a+m+

_1")&1 [ﬂ

=F'g@); o 7—o]l=F'[y{l4+w): o, —w; z— w]

0

ovvero in definitiva:
® F'ly®)s o =F'y(l+o); y —w; z— ).

E per il generico derivato, tenendo sempre presente la (4), abbiamo :

. ”
N SR ) -
dél d&‘z £, =8=..=gp=0

FOTy ()5 ogs 0ty vy 03 2] =

J’ au

- 1 €y 98,y ... 08, Fy [y (t+ )+

&

o —(+ o)

£y €,

L. It -
02—’(l+w)+ {_‘Zrz_(l+w)’~ wJJ’e‘=e,=.,.=e,.=0

A+ +
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an
—{d——sl% 5 Fily (4 o) +

+ (:‘1 + 82 + . Z_a):|1 —
(0(_—‘0))‘[ ( *0)) + (O(n_w) & =8&=...=&=0
n 1
¢ FRrli | L =
=1C)€1882...d€” I‘t[y (t)+&1_'t i’z wlje.—sz =& =0

::wa@(o;apamnq&n;z—«w]=
=FMy(l+ o) o — @ 0g— 0, coy 0, — @ 3 Z— @]

ovvero in definitiva :

9 FMy@; og, o9 ey oty 3 2] =

©) =FPyl+w; og—w, tg—, e, tt, —©; Z— o)

ed anche

o i[5 (L4 )5 o s s 05 2] =
—Ff”)[y(t)’ Ul_i_ @, 0'2_*_ w,..,a,,—i—w; :+w-l

Ricordando la definizione data al n. 1 potremo sintetizzare questo ri-
sultato dicendo :

Tutli i funzionali derivati d’un funzionale del ciclo chiuso F [y (f); z]
sono ancora funzionali del ciclo chiuso.

Anzi, piu generalmente, con calcoli analoghi si prova che:

Tutti i derivati d’un funzionale del ciclo chiuso del tipo piit generale
(7) sono ancora funzionali del ciclo chiuso.

b) Siao ra F [y (f); z] un funzionale analitico misto. Sviluppandolo
in serie di FanTtappik nell'intorno della generica funzione y (f) del suo
campo di definizione abbiamo :

FlyO)+oO; s =Fy@); 2+

0

1 - *
+ an F(n) [y (l) 5 s O‘Z’ ooy Oy 5 Z] (P (ofl) ‘P (?2) (P (ofn)
1

e per l'analogo sviluppo necll'intorno della funzione § () 4 ¢ ({) =
=y ({ + o) + ¢ ({ + w), supposto che per essa I' sia definito, si ha:
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Fyt+o)+ot+to)iz—al=F(+w); z—ao] +

o 1 x  x *
+anF(”) [y(t_i"w)’ 17.1,0(2,--.,0(,,; :—CO] <P(°;1+w)¢ (%Z—i‘w)(p(?n—i_ 60)
1

Supposto ora che tutti i funzionali derivati di F verifichino la condi-
zione (4) del ciclo chiuso per la funzione y (1), possiamo ottenere lo svi-
luppo precedente nella nuova forma :

Flyl+o)+ot+w);z—w]l=Fy(+ o);z—ow] +

] 1 * * *
+ Zinm F(”) [y(t);ocl—l_w’ .°‘2+w’-'s7-u+w5z]‘I’(‘f1+w)¢(°f1+w)--¢(°fn+w)
1

che per una proprieta dei prodotti funzionali emisimmetrici (%) pud an-
cora scriversi :

FIy(+ o)+ g+0)iz—ol = Fy( + o) ; -—a] +

°°j 1 * * *
+ ;,,m FOY @) o0 o 05 2] ¢ (0) @ (@) e ¢ ()

Supponiamo ora che anche F soddisfi alla condizione del ciclo chiuso
per la funzione y (f), confrontando allora quest’ultimo sviluppo con
quello di F[y()+ ¢ (f);z] si ha:

Fly+ o) +olt+w;z—al=Fy@)+¢@);2)

Tenendo presente allora i risultati precedenti e le evidenti generalizza-
zioni per i funzionali del ciclo chiuso piit generali, gia definiti al n. 1,
potremo intanto concludere :

Condizione necessaria e sufficiente perché un operatore analitico
Fly); z;,2y, ..., z] sia del ciclo chiuso in tutto il campo di convergen-
za dello sviluppo di F [y O+ @ @; 21,2y, ..., z4] & che esso e tutti i suoi
funzionali derivati verifichino alla condizione del ciclo chiuso per la sola
funzione iniziale y (f).

Se il campo di convergenza dello sviluppo in serie di F non esau-
risce la regione connessa, cui y ({) appartiene, consideriamo una fun-
zione j (f) di detta regione, ma esterna all'intorno (4,, o) di y (?) per tutte
le funzioni ¢ (¢) del quale, vale lo sviluppo suddetto. Per la connessione
di delta regione & possibile passarc dalla y(f) alla § (/) mediante un
numero finito di prolungamenti analitici. Considerando allora due in-

(]) L. ¥aNrtareii. - Teoria de los funcionales analilicos, elc. — - Barcelona, p. 52,
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torni « consecutivi» (4,, o) di y (f) e (A, oy) di y, (¢) dati da un prolunga-
mento analitico immediato, poiché il centro y, (f) di tale nuovo intorno
appartiene all'intorno (A4, o) di y (), per le cose dette I' e tutti i suoi
funzionali derivati verificano la (4) per la funzione y, (/). Ma allora
la verificano per ogni funzione dell'intorno di (A, o;) ed essendo tali
«successivi » intorni in numero finito, F verifica la condizione del ciclo
chiuso anche per 7 (f) ¢ possiamo allora concludere che:

Condizione necessaria e sufficiente, perché un operatore analitico
Fy@); zp 29 ...r 23] sia del ciclo chiuso é che esso e tulli i suoi funzio-
nali derivati verifichino alla condizione del ciclo chiuso per una sola fun-
zione di ognuna delle parfi connesse in cui eventualmente si suddivide la
regione funzionale di definizione di F. '

3.—a) Per proseguire lo studio dei funzionali del ciclo chiuso
definiti o no per le costanti, e cioé per avere un’espressione dello svi-
luppo di qualsiasi funzionale del ciclo chiuso nell’intorno d’una fun-
zione non costante y (f), si rende necessario lo studio della struttura
delle funzioni (simmetriche nelle ¢;) :

Do gy Ogs v @y 32) = FOV[G (D)5 aq s g wens 05 2]

Il far ricorso alle relazioni (9) non da pero grandi informazioni al riguardo.
Cosi la

®) o (s 2) = o] (4 — o3 2— o)

dice solo che le funzioni #; relative alle varie funzioni 7 (f) =y (f + w),
al variare di w, si ottengono tutte dalla »] poncndo al posto di «, e z
rispettivamente o +~w ¢ z 4+ . ‘

In altre parole se T indica il gruppo continuo ad un parametro delle
traslazioni sulla retta

C,:-C_[—w’

la definizione di operatore del ciclo chiuso dice che un tale operatore,
a uno o pitt parametri, e quindi tutti i suoi derivati, sono permutabili
con gli elementi del gruppo T.

Gli invarianti di tale gruppo T sono evidentemente le funzioni
f (21, Z35 ..., z;) per cui si ha:

f(zl’ Zos wees Zh)=f(21—[— w, 22+ W5 s 2 UJ),

7 — Collectanca Mathematica.
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ciot le funzioni soluzioni dell’equazione :

oLy of L L2

dz;  dzy 9z, ’

cioé ancora le funzioni delle differenze z, — z; (I =2, 3, ..., h). Ne segue
allora che i funzionali derivati, calcolati nelle costanti, di un funzionale
del ciclo chiuso ad un numero qualur que di parametri, definito per le co-

stanti, sono proprio invarianti del gruppo T, ed & da osservare che per la
notata simmetria non li esauriscono.

b) Ritornando allo studio della struttura delle funzioni »’ comin-
ciamo con lo stabilire alcune relazioni che ci serviranno appunto per
tale studio. Se deriviamo rispetto ad w ambo i membri della :

) Flyt+o);d=Fy@; z+ o,

considerando y (f + w) come una particolarc linea analitica y (1, w)
e tenendo presente le regole di derivazione funzionale, abbiamo :

2
ow

oy (2‘1 + w)
2w ’

(10) Fly(t+w);zl=F' [yl + w); o; 7]

ovvero per la (4)

A F'ly+o);oa; 4y @+ o) == FO; =+ o.

Ma la derivata rispetto ad w del 2° membro della (11) & uguale alla de-
rivata rapporto a z, si ha cioe

_d 4 —_.d_ ¢ -z
awl"]:y(t),4—{—co] = a:l @; z+4+ o]
e quindi da (10) e (11):

F'ly(t+ ) o 9 @+ o) =2 F IO; 2+ of

e ponendo w = 0 abbiamo :

12 | Fy@s as Ay @) = S Fl©; =@
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formula che é la generalizzazione della (1'), cui si riduce se F € lineare.

La (12) per una proprietd del prodotto emisimmetrico pué ancora
scriversi

(13) f_{F,[,Et),a,,-“L ) =2Fly®; 21 =1
—1:‘)@1 ) ’ 1"*ij ! _dz y » <] =

In particolare per y (f) = 1 si ha

B—i

1 o« - 1 G 1
Flpp s g s Flir o
OVVEro

) 1 D 1 1
(14) _— [[ ,OC1,~:|——;9—[[F[‘,ZJ

0%y o, = g B—1

(8]

¢) Partiamo ora dalla (8) che scriveremo :
(C) Flyt+w; oa;=LoO;q+o; 24 0

ed operiamo analogamente a quanto fatto adesso. Abbiamo :

o ., ) , Y (% + w)
C)wF B+ o); o2 =F U+ o) u, ;2] —5—:
OVVeEro :

* ]
F'ly(t+ w); op ay; z]yl(e‘2+ w)=%F'[y(t);oc1+w; 2+ 0] =
— L POt os bt s F Qo+ e+l
oy z

quindi :
F/ly(t+ o) oo 28 (a+ o) =

— 2 PO mt ozt al+ S PO @t o;z+ ol

ou,;

e per w =0
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F'ly®; og 055 2] ¥’ (o) =
15 9 o)
=§a—1F WO; ;7 + EZF @; a; 2]
ovVero
4' 2 " ] .‘L
T om F'[y (1); oy, o; :]J' Y (og) =
(16) L om :
o _, 92 .,
~ 5 P 25 4 ZF 0 s )

formule analoghe delle (12) e (13).
Scriveremo la (15) e la (16) cosi:

17) v} (o5 223 2) Y’ (‘3‘2) = ”i'a, (o5 2) 4+ 07, (g 5 2)
(18)  —vde, (s 3 D) Y (%)) = 0y, (s 2) + 0 (o5 2)

AT . . ov; ov; v
OVE CON Vy4,, Viz € Dy, indichiamo rispettivamente —, =2,

s 3

ey 9z doy

generale indicheremo la derivata di una funzione rispetto ad una va-
riabile aggiungendo questa variabile come indice alla funzione stessa.

e in

d) II procedimento precedente ha carattere generale e cio¢ per il
fatto che il derivato nmo di un funzionale del ciclo chivso F [y (t), z) ¢
ancora un funzionale del ciclo chiuso, si pud ottenere una relazione
generale, di cui la (15) ¢ la (12) sono casi particolari.

All'uopo, derivando rapporto ad w ambo i membri della

8" FO=01y (t 4+ w) 0, ooy Gn—1, 2] =
=FC=0[gM); o3+ @ ey ta—1 4+ @0; 7 4 ] .
abbiamo
0
. Fe=0Ty(t+ w); o ey tn—1; 7] =

=F®[y+ w); ogs ooy &1, & 3 z]y’(o‘c,,—l— w) =

B
=5 L0 w0t w5 2+ ),
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e quindi

FOY (4 )5 oy s 1o 25 Y (20 + @) =
n—1

I°]
= iaa-F(”_l)[y(t); o+ w1+ w; 24+ o +
1 (]

+ S 00 o+ o s+ 05 2+

e per w =0 si ha allora:

F® I:y (D; Kps Koy eees Oy —1s (;n; Z] y’ (dn) =

e}
:chl Fe=0Ty (£); oy, otgy eers tn—13 2] +
4 2R [(0); og dtgs e tn—15 2] e b o FO—0[y (1) 3
aaz 14 1 29 s ] aa”—l >

9
al’ &2, cesy OC;L-—I; :] + :)_2 f(’l_l) [!] (t) H %y, az, veey Olp—1 5 Z}

formula generale di cui sono casi particolari la (15) per n = 2, la (12)
per n =1 e la (1) nel caso che F sia lineare; la scriveremo anche, con
le notazioni gid introdotte e tralasciando in esse l'indice y:

(20) Un (0(1, Uy eovs Lppom gy Oy > 2) y/ (a*n) =

=Un—1,q, (g, gy veey Ut Z) = oo Ui, 2y, (Ogs Ogy ey Gw—135 2Z) +

"‘ Viw—1,z (“13 Olgsy eees Oy — 1 5 Z)
ovvero :

*

(21) —'U“. On (al’ Ugs vees Olp— 15 Ky 5 Z) y (ofn) =
n—1

= Zi Un—1, (051, Olgy eony Oy —1 3 Z) 4 V1,2 (951; gy eeey Oy —1 3 Z)
1
che generalizza la (16) e la (13).

4. — A relazioni ancora piu generali si arriva partendo da un opera-
tore del ciclo chiuso del tipo

™) Fly@); 2 2 s 2] = (21 295 ooy 28)
per cui valga la

“"H Filyt4+w); zgp szl = Fily ) s 20+ o, ..., 23+ o).
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Con procedimento analogo a quello del numero precedente abbiamo allora

0o . * C)y (0(1 _I_ (U)
S FWl+ o)z, ] =Fly(+w); o; 2,0z —

ow
e per la (4")
* ]
Fly(t+o); a5 2000 2] Y (g 4 @) = aiw Fly); zi+ o, ., 23+ 0] =

h

_ Zi OF[y(®); z ;)Q—Ziw, v I+ 0]

1
e per w =0

, * , 1 OF[y(); 245290052
F'IY 05 o3 2102 o 2]y (o) = ), 2 F 0 2T
1 1

(12')

formula che generalizza a sua volta la (12).
Se F ¢ lineare, '’ ne ¢ l'indicatrice e la (12’) diventa:

h
, . Of V(21 Zoy ey 2
FIy' (); 2y Zg s 23] =2‘.——’( (1d;_ »

1

(1)

che generalizza la (1').
Ricordiamoci ora (n. 2) che anche i derivati dei funzionali del ciclo
chiuso del tipo piu generale (7) sono ancora del ciclo chiuso. E’ allora :

@) FODg (4 @); 0y vees %13 Zgs ey 23] =
=Fr=Uly@); oy + @, oo, 01+ o3 Z + o, ..., 7 + o]
In virth di questa identitd & possibile procedere analogamente a

quanto fatto per i funzionali del ciclo chiuso ad un solo parametro e
si ottiene :

*

F(n) [y (t) H 0(1, azr eeey Oy — 1, OC,,; 519 22, sey Zh] y, (?n) ==

n—

B 2 OF =D [y (£) 5 oy Gy wens G 15 Zgs Zgs oves Z4) i

a9) | =2 .
h
oFn—1) [y (t) 5 Oy Koy evey Oyp— 15 Z35 Zgy eeey zh]
+ 25 oz,
1 i

relazione che generalizza la (19).
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5. — «) Supponiamo ora che il funzionale del ciclo chiuso F [y (f); =]
sia polinomiale ; ovvero che il suo sviluppo in serie di FANTAPPIE, nel-
I'intorno di una qualunque funzione del suo campo di definizione, sia co-
stituito da uno stesso numero fini/o di termini. Avremo cioé :

(22) Fly@)+ep@; s1=Fly@®; 21+

" {;‘i - * * *
+ GO O 2t 255 3 ¢ () @ (9 e g ()
1

dove il derivato n™° F™, non dipende dalla y (), ¢d & cioé una pura
funzione del paramelri indici di derivazione e della z. E quindi, mentre
per i < n possiamo soltanto scrivere, ricordando la (9') :

0] (0gy Gty vy 05 2) = FO[Y (£ + )5 0y gy weny 005 2] =
=TFOy@); o+ 0,0+ 0, o+ 05 24 @] =
=0 (& + 0, 09+ @, ey 0; + @ z2+ W),

per i = n & invece v}, = v, ¢ quindi

Ui (0 Qg ey %5 Z=)0 (g Ogyney O3 2) =F O [ (£ 4 @) ; 0, Cgyerny &3 2] =

=F®y); og+ ©, o o, +o; z+ o] =0, (4 + ®, ..., &, + @03 2+ w).

Ma allora, derivando rapporlo a o primo ed ultimo membro, per w =0
si ha:
v, on, v, , I

== =0
duy | doty + du, | oz

3\

da cui risulta che », & solo funzione delle differenze z — «; (come nel
caso considerato dal I'antaprik nell'intorno delle funzioni y costanti)
e cio¢ si ha:

(24) Vi (0hgs Ogs ves O3 2) = G (2 Glgs 2 — Olgy vves £ — )

Potremo allora scrivere lo sviluppo (22), piu precisamente sotto
la forma :
(25) Fly®) +ep@®; 2l =TFy@®; 2+

n—1

3’: . * * * )
205 V(s 0 235 2) @ () @ () e p (o)
i ]

n

& * * *
+ I-'l_!- In (Z— %5 z— gy oey zZ— OC,,) ' (O:'l) @ (%2) e @ (O:'n)
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b) Vediamo ora, avvalendoci delle relazioni (20) e dei risultati del
numero precedente, di determinare anche la struttura delle funzioni
v;, con i <n, che compaiono nello sviluppo (25). E per prima cosa,
supposta nota la g, (z— o, ..., z— @,), cerchiamo di determinare la
vu—3. All'uopo dalla (20) otteniamo :

*
(26) 9n (Z — %y, £ — Koy «eny Z— OCM) /) (:"n) =
_ o, 4 oW, ot Wy, an,,_1'
aotl 60’.2 dau—l oz

Ora conosciamo lintegrale generale dell’equazionc omogenea che si
ottiene da questa ponendo uguale a zero il primo membro e che &
appunto dato da una funzione arbitraria ¢, _; delle differenze z— «;
(i=1,2, .., n—1). Bastera allora, per avere I'integrale gencrale della
(26), trovare nu integrale particolare, e sommarlo alla g,_ ; suddetta.

All'uopo, applicando lo sviluppo di Fantappiz ad F*—1, abbiamo :

Ft--1 [y (t) + @ (t); “1,"12’ ceey Oy »—1‘; Z] =

=FU=I[y ()5 oty gy eons tu— 15 2] + 1, (2= = thgy T Olgy ves Z— 00,) @ (2(,,).

Derivando ambo i membri di questa relazione successivamente rispetto
ad o, a9, ..., ®_1, z € sommando otteniamo :

vto vyt LY yido oy y y
vn—1, 1,+ vu—l,a,—{— S Dn—l, Ty + U;L—l,: - Un—-l, 1,+ + pn—l ,1,,_,+ Un»-],z +
* . *
+ gn, Oy (Z-—- Olys veey 2 — O(") g (?fn) + eee + Jn, Tp—y (Z T Oy eeey £ OC,,) @ (O*(n) +

+ .(]n,z (Z—- 0Ly eees zZ— O’-n) (P (?:'n)'

Ma per la (20) e per essere la g, indipendente da y (£), il primo membro
della precedente puo scriversi :

0u Gy 2—2,) 17 (%) + " ()]

Per gli stessi motivi i primi n termini del 2.° membro sono uguali a
gn (Z— oy ey 2— ) J' (). E’allora :
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Ju (Z— 045 o0y 2— ) [!], (O:”) + (}"I (O:n)] =
= §n (Z— g5 s Z— ) J' () d Gy F— gy s Z— ) @ (o*c,,) + ..

'I" Gn, ap-y (Z—— Oy s eees £ 0’-;1) @ (oin) _l' In .,z (Z"— Gys vees £ ‘xn) @ (o’:'n)

‘ovvero, eseguite le riduzioni:

*
’
(27) G (Z—— Olys veey Z—— “n) (4 (ofn) =
* . . *

=Ggn, o (Z’— Ogs wees £ “n) @ (o*‘n)"l_ + Gn, aney (Z— Ogs ooy T “n) ' (?n)'l_

. *

4 Gue(E— gy s 2— ) @ (Oﬁn)’
relazione che vale per ogni ¢ tale che y + ¢ sia in un intorno conve-
niente di y, ciot tale che I(p | < o in un insieme A conveniente. Ma poi-
ché questa ¢ una relazione lineare, sc essa vale per ¢, vale anche per

Kg con K comunque grande, e quindi vale anche se al posto di ¢ po-
niamo la y stessa, ottenendosi cosi:

*
(271) In (Z Ty ey 2 O — 15 2 t'/'n) y, (Z-n) =
. * *
= g";'xl(z—al’ ceey 0y - 1s 5-—0'-")!] (a‘;n)_l_ ""'i_ {]n,un_l (Z—Of,l, cey :—"(7./;_], 5—%)!] (?n)‘l‘

*
+ Gy (z— Ogs eors @ O — 15 2 — %) Y (Z'n)'

Si ¢ cosi ottenuto che una soluzione particolare dell’equazione differen-
ziale (26) & data proprio da g, (z— oy, o0y 2— tu—1, 2— 01,) Y (2t,,).
11 suo integrale generale sara quindi :

28) Uy (0gs ooy Cpmy j 2) =

*
= (B gy s T— G t) F G (Z— gy s 2 A1y T— ) Y (o‘z,,)

con g, funzione arbitraria delle differenze z— o, (i =1, 2,...,n—1),
che qui perd sard anche da assumersi simmetrica nelle o,.

Per integrare la (26) con il metodo classico dell’analisi bisogna ri-
correre al sistema differenziale associato che nel nostro caso &
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dvn—l

d“1=-..=d“n—-1=dz= »
I (Z—-Otl, veey T 0n—1> z—“n)y’ (?n)

e si ottiene per l'integrale generale della (26) :

Up—y = / 9u (Z_(xl sy ey Tty C— 0t) y’ (Ofu) dC‘i"‘Pl (Z'“'U-l S . )

con y, funzione arbitraria delle differenze z— «; (i =1, 2, ..., n— 1),
ma simmetrica rispetto alle «; perché tale deve essere la v, _.

E’ facile ritrovare dalla precedente la (28) : e infatti per una pro-
prieta del prodotto funzionale emisimmetrico possiamo scrivere la (29) :

Dy g = /’_ Grva (2 iy s 201y § ) Y () AL 9y G0t oy T )

v 2,

OVVEro :

1 *
Dy y = / Gt Z— oy, vy 2—oty—y, L — @) Y (o:,,) A+ py (2 — ety ooy Z— ttu—y),
. %o

ovvero ancora
x
(30) Vot =0, (Z—0g, ooy Z— 0y, 2—a,) U (o) —
*
* &
— 0, Z— oy, ey Z— g, Zo— ) Y (zc,,) F 1 (Z—0y s ey Z—0tu—y)

ed essendo ¢, (Z— 0ty s «oey Z— 0ly—y, Zo— c;n) y (o,) funzione delle sole dif-

ferenze z— a;, ..., Z— sy € simmetrica rispetto alle o;, perché tale &
la g,,, potremo includerla nella funzione arbitraria v, ed avere cosi la (28).

c¢) Calcoliamo ora la v, ,. Tenendo presente la (20) abbiamo :

.
Vp—y ((Zl s Olgy eeey Op—9, y—q3 Z) y ! (U.,;_l) =
*
al)n_xz dl)n_g L‘)U,,__g y—o
=Sty Ty Ty B

doyy oy Otn—2 oz
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ovvero per la (28):
* i *
(31) {g,,(z—flp ooy L On—1 s Z_‘an)y(?n)‘l‘

+ n—1 (Z—d]_ s very 2 0(;;—1) } y ! (Z’n—i):

dl)n_g al’n_g ‘90;1—‘2 C)vn-2
T 9y + daty Tt 00—y + oz’
da cui si ottiene :
(32) Unosg (0 Oy, veey Oupi 2) =

z * »
= / ‘{g,, (Z“‘Oﬁl’ vy Z—Ou—gs C—0i— 1, a_o’-n) y (?fn) +
Zo
-+ gﬂ—l(z_“ls vy 20— 9y C_an-j)} y, (O:n_]) d&“{_ ?/-'2(2_“1: ---,Z—Oﬁn-'z)

con y, funzione arbitraria delle differenze z—«;. 1alla precedente puo
farsi sparire la quadratura e la derivata della funzione y che in essa
compaiono. Abbiamo infatti, utilizzando la proprieta del prodotto emi-
simmetrico gia piu volte invocata,

I),,_2=/ In (Z'— Oy s eeey 2= Oy —on—1, {— O(,,) y (O:n) y, (Oin—l) dé- +
+ / Yn—1 (Z—O(p ceey T Oy 9y {— &11-—-1)!]’ (zﬁn—l)d&“‘“ Ya (Z ST ...,Z—U.,,__Q) =

= / — On, any (z—oy, ooy 2— Ou—g, {— ;511—1 , {— &n) /) (?n) y (Ofn—l) d¢ +

v %o
z *
+ / - g”—l,ﬁ(,g_l(z_ Olyy eees 2—0n—2, C*M;z—1) y (ofn——]) dc—'— 1/)2(1‘——(11 g seny 2—05,1_2).

.z,

Ma e:
(33) ()g” (Z——ocl, ey Z—— 0y—9 C_ An—1s C_“n) —
o
. C).qn (z_‘x]s cony Z0n—9, C ‘‘‘‘ AKy—1s C—’an) . f)gn(z—f/-p ceey Z—0y—9, C—’an—b C—an)
Ootn—1 C)OL”
e
(34) 9n—1 (Z—- s evey E—0p—9, C_an—l) _ ag"‘—l (Z—- gy eees 27— Un—g, C_ mn_j)

oL O%tn—1
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cd allora per la simmetria di g, rispetto alle «; ¢ per il fatto che gli aste-
rischi indicano integrali estesi ad una curva chiusa, nei qualisi possono
scambiare i nomi delle due variabili d’integrazione a,_; € «,, valgono
le identita :

* *
a,(ln(z_ Oy g eeey 2= Uy, — On—1 5 — Ot;z)

(35) o7 Y (%) Y (1) =

* *
=— {gn,an_1 (z_“ls vy Z— Olpgy §— Ln—1 C—an) +

+ G, (2— ®ps ey Z— 0oy §—0ty—g, {— “n)} ] (?fn) y (0‘"»—1) =
=2 Guay (G005 o 2 ttnp, L iny, ) § () B (30r) =

=—2 gn, Oy (Z— g5 eoey 2= 0p—2, C_ An—1 s C_— ‘Zn) y (ofn) y (Voﬁ’l—'l) .

£’ allora:
1 ; M .
UVp—y = / 'i gng (:‘ SOy eees Z—0On—gs & —On—q, C_an) y (a‘n) y (0511—1) ¢+
2,
+ / Gat, 6 (20 s T s L ln ) (s) AL Y (2t s Tty 3) =
Zo
. | a T
= 'E'gn (Z— Oy wees S Upogy T~ Up—q, Z— O'.") /) (oin) ) (T" '—1) +

*
F 1 (=0 s 2=y, T— ) Y (3‘:»—1) —

1

* . *
— _2_gn (Z— 0y 5 vy Z— Gu—gy Zo—Oluy, Zg— ts) Y (?n) Y (S'-"—l) —

*
— n—1 (Z—— Oy s eevy T——0y—9, Zo__an—-—i) y (?11—1) + Ya (Z*-O'.l 5 eey T “u——?)

e chiamando con ¢, s (z— o, ..., Z— a,._9) lc ultime tre funzioni, il
che ¢ giustificato dal fatto che sono tutte e tre funzioni delle sole diffe-
renze z— a; (i = 1, 2, ..., n—2) e dall’arbitrarieta di ¥4, abbiamo infine:

(36) Ui (05 gy voes 0Ly 93 2) =
= g (E s o B, G, 2 ) § () Y () +

*
+ 9n—1 (z_ful 5 eeey T0Olp—9, Z—Oﬁn—l) y (?fn—]) —l‘gu—z (Z— gy soey Z— Otn——z)

con ¢,_, pure arbitraria.
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d) Per induzione, basandosi poi sulle identita analoghe alle (33),
(34), (35) che valgono nel caso generale, si dimostra poi che ¢&:

37) Un —y (Otgs Olgy ooy Oy —py Z) =
’ *

*
=5 G (B—0gs ooy Z— Oy Z— (1) ooe Z— ;) y(civ..,,) ey (o‘cn_(,_l)) 4+

1 * *
+ (r__—l)!gn—i (Z_Mp ey T Uy gy T —(r—1)s +ees Z-—LX,;_1) y (?n—]) Wy (‘3‘"—('—-1))"’

' *
o T + Gn—(r—1) (Z_O'-l, ey Oy yy £— a?t—(r-»-h) y (an —(r - l)) + !];1—7(5—-0'.1, ceey Z"au—r)
*

e cambiando n — r in { abbiamo

(37") 0; (o, Olgy voey 055 Z) =
1

= ZHTZ.)! n (:_"‘7-1’ S ST Oy T Oy ey £ OC,,) ) (ftn) - ¥ (:xi»l-i) +
1 * * ’

+(n—i-—-1)! 9;1_1(2~ot], ey T Ky Z— gy ...,:—0(,,__1).1](2!_,, - 1)"'y(°:i+l)+

F ot g G— oy, 2y Z—wigg) Y (@) + g: (z— o5 2— 1)),

in cui tutte le g; sono funzioni arbitrarie delle differenze z— «,. Ogni
funzionale polinomiale del ciclo chiuso & dunque del tipo (25) dove -al
posto delle v; si pongono le corrispondenli espressioni date dalla (37").
E’ da osservare che lo sviluppo in questione si particolarizza nello svi-
luppo (6) di FanTarpik. All'uopo basta osservare che la relazione fon-
damentale (20) vale anche se y = k e che tutti i termini di ogni v;, dati
dalla (37’), hanno la forma dell’ultimo. Come si vede, cambiando in
questo caso le variabili d’integrazione o;;in u;;=z— a;;;, lo svi-
luppo (25), con le v; date dalla (37'), & valido per i funzionali polino-
miali del ciclo chiuso (definiti o no per le costanti + 0), nell’intorno di
una funzione qualunque del campo di definizione di detti funzionali.

6. — Resta da sapere se un tale sviluppo fornisce sempre un funzio-
nale polinomiale del ciclo chiuso. All'uopo ricordiamo la condizione
necessaria e sufficiente qui stabilita al n™ 2. In forza di essa potremo
asserire che lo sviluppo (25), dove lc v, sono date dalla (37), rappre-
senterd un funzionale polinomiale F del ciclo chiuso se faremo vedere
che per le v; vale la relazione :

(38) " (015 gy wes %35 2) = 07 H9) (0y — o, 0tyg— @, ..., 0;— 0, Z— @)
e se inoltre & :

(39) Tlyl+o);d=F@);z+ o]
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per una particolare funzione y (£) di ognuna delle parti connesse in cui
eventualmente si spezza la regione R di definizione di I. Ora la (38)
¢ effettivamente verificata. I infatti, ricordata la (37’), &:

07 (0 Olgs ooes & 5 Z) =

1 * *
n— l)l 9n (Z Ty ey 27 Oy 2 Uiy eees 2 o'-n)y (‘Z'n) -y (Ofi+1) +

= (——
1 M *
i 1)! Gn—-1 (Z-—- Oy veey Z2— Oy Z—— 0i-p1s eeey Z2— Oﬁn-—1) y (2‘"“) .y (?fi-*-l) +

+ i (Z— gy ey Z— 0y Z— i) Y (%H—i) + gi (z— oy ey Z— ).

ceey £

I per la proprietd del prodotto funzionale emisimmetrico gia varie
volte utilizzata, é:
1

Y A e — —_ 7 — ol
07 (0 Qg e 505 5 2) w0 g, (z— oy, .y o,
z'—(&i-l-l + 6()), ey 2 (&n + CD)) g ((fn _l_ (0) ) (o‘ci-f'l + CO) +

1
+ (n_—i_f)_[ Gn-1(Z— 04y s 2— o,

z— (o:iﬂ + W)y ooy 2 — ((;_,,_1 + w)y (.fn—l + w) ..y (ffi+1 + ) +

1
= =i g, F—o-— (00— @), ey 7 — 0 — (2; — w),
T @ iy ey T D %) Y (o0, + ®) - Y (% 41+ @)+

1
—i—1)l !In.~1(2—w—(oc1——w), vy Z2— 0 — (et;— w) ,

- (n
” ©— o) Y (G-t @) . Y (i 414 @) +

Z— W — O pqy ey 2

+ g C—o—(4g— o), ... z2—o—(t; — @),

z—w— ;Ci +-1).’J(2‘z‘+1 + w)+ 9:z—o— (24— 0),..2— 0 — (t;— w)) =

=Y 0 (o) — @, 0ly— @ .oy O4;— @ ; Z— W),
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relazione verificata per ogni valore di i da 0 ad n. Osserviamo poi che per
i = 0 tale relazione ci dice che € verificata anche la (39) per la funzione
iniziale y (f). Possiamo allora concludere che ogni funzionale F da'o
dallo sviluppo (25) rappresenia effettivamente un funzionale polinomiale del
ciclo chiuso. Cid dimostra anche che la condizione necessaria e sufficiente
perché un funzionale polinomiale F d’ordine n sia del ciclo chiuso é dala
dalle relazioni (20) per i valori di i da 1 ad n.

7.—Ma v’¢ di piu. La (37') suggerisce infatti quale possa essere
lo sviluppo d’un funzionale del ciclo chiuso non polinomiale. Fa cio¢
pensare che le v, di tale sviluppo si possano ottenere passando da tale
somma finita (37’) a una serie infinita.

Dovrebbe cio¢ essere :

(40) 'F[y(t)-i—ap(t);:]:F[y(t);z]—|—
g’ng FOLY Q)3 tgy o oes @3 2] 9 (30) @ (00) 0 (@)
con -
(A1) FOY@); oy otgseess s Z] =07 (Otgy Ogy vy 0y 2)== Gy (Z— gy ees2— ) +

e 1 * *
+> 7 mtr (B oy ey 2 0 2 Gty s 2= 0 ) Y (1) o Y (@),
1 *

con le g; funzioni simmetriche delle o; € quindi degli argomenti z — «;,
tali inoltre da rendere convergenti le serie (40) e (41) per tutte le ¢ di
un certo intorno dello zero, tali ancora che i prodotti funzionali indicati
nella (40) e (41) siano eseguibili (non perdano senso) e per il resto ar-
bitrarie. Consideriamo allora lo sviluppo

(42) 0o () + 30k G g s a3 2) g () @ () o 0 ()

con le v, date dalla (41).

Per e =1 lo sviluppo (42), che per ipotesi converge, rappresenta
uno sviluppo di funzionali omogenei che da il valore di un funzionale
analitico F in y (f) + ¢ () e ciod nell'intorno di y (f). Sviluppato tale
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funzionale F in serie di FANTAPPIE, per l'unicitad di tale sviluppo (9),
avremo :

(43) i (oyy Oy ooy 04,32) @ (o) @ (%) - @ () =

= FOLY ()3 oy 0y s o3 2] 9 (21)  (0) o 9 ()

Se adesso si deriva funzionalmente n volte ambo i membri di questa
ultima relazione rapporto a ¢ (f) otteniamo n! F® [y (1); oy, 09 «ov» o5 Z]
dal secondo membro e.n! v}, (& ... a,; z).dal primo membro per I’ammessa
simmelria delle g; rapporto alle o;.

Siamo allora sicuri che ogni sviluppo del tipo (42) & proprio lo svi-
luppo in serie di FanTappiE d’un funzionale analitico e cioé le v; coinci-
dono con i corrispondenti funzionali derivati del funzionale sviluppato.

Di piu, ogni serie (40) soddisfa; com’¢ evidente dopo quanto espo-
sto al n. 6, alle relazioni (39) e (38) per i da 0 a oo. Ma allora per la con-
dizione necessaria e sufficiente esposta al n. 2 ogni sviluppo (42) rap-
presenta indubbiamente un funzionale non polinomiale del ciclo chiuso.

8. — &’ da osservare che i funzionali che si ricavano dullo sviluppo
(25) a mezzo della (37') sono (ulti continui perché polinomiali. (1%

Gli sviluppi (25) e (40) anzi la (37°) e la (11) mostrano che la prop.ieta
che la funzione delle o, (k =1,2,...,n): F™ [y (l); oy, oty e 00,5 2] Sla
funzione delle differenze z— o, non é piit vera in generale se la y () non
¢ una costante. Alla stessa conclusione si perviene del resto consideran-
do lo sviluppo del funzionale del ciclo chiuso (non definito per lo zero)
dato dall'inverso d’un lineare del ciclo chiuso. Si ha infatti subito in
tal caso:

1 1

Fly®+ep®; =IO Ter®:d L0 =

+

* * *
& u@z—og) U (zZ—ay) ... 4 (z—«

4 5 e” n)
(44) + 21.,»; n L' [y () 2] 2 (i‘l) @ (2'2) @ (2‘11)

nroan

— 0@+ 3, 5w 0 @) g @
1 .

nl

(®) Cfr. 1. G. Haprenr und F. PELLEGRINO. — Die Reihe von Fantappié und
die Stetigkeit der analylischen nichl linearen Funktionale. — Comm. Math. Helv.,
vol. 23, fasc. 2°, 1949.

(1) Cfr. lavoro citato in (°).
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dove si & posto ¢ (z) e con u (z— ) si & indicata I'indi-

1
“LO:; 2
catrice del funzionale L.

Gli sviluppi (25) ¢ (40) precisati a mezzo delle (37”) e (41) permettono
naturalmente la determinazione dei funzionali primitividi quelli che essi
rappresentano e appartenenti alle due classi di cui alla a) dell’introdu-

zione di questo lavoro. Ma per questo vedi il lavoro citato in (%).

Roma, novembre 1948.

8 — Collectanea Mathematica.






