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CAPITULO 1

RESOLUCION EN FORMA FINITA DEL PROBLEMA DE

CAUCHY SOBRE UNA HIPERSUPERFICIE CUALQUIERA,

EN LA ECUACION DE ONDAS CON CUALQUIER NUMERO
DE VARIABLES

1. Reducecion del problema a la resolucion de una ecuaciéon integro-

diferencial. — Sca la ecuacion de tipo hiperbolico, llamada de ondas,
2u  du -l 2%u
— e, — = [(l, Xy, Tps ovue T 1,1
ot oxy  oxl ox,2 [ty ") [1.1]

en n -+ 1 variables, donde se ha designado a la primera variable con la
letra { representante del tiempo. Se trata de encontrar la solucion de
la misma, determinada por las condiciones iniciales en la forma de Cau-
cHY, sobre una hipersuperficie cualquiera.

Sea I" un trozo regular de la hipersuperficic de ecuacion

L= (X, Tyr oene T,) [1,2]

tal que en ninguno de sus puntos sea tangente a una hipersuperficie ca-
racteristica de la ecuacion [1,1]. Se dan los valores que toma la funcién

. , . ou
desconocida u, asi como su derivada ” respecto de £, en los puntos del




6 E. Linés

trozo I' de la hipersuperficie analitica [1,2], s decir, se dan las funciones
@ (Ty, ...y %)y ¢; (¥ ... ¢,) de manera que

[u @D = Tu (@uh)]; — = g0 () [1,3]
o u (x;l) o u (T,1) )
[P

(para abreviar se ha representado con la sola letra z;, el conjunto de
xy, Ty, ..., L), ¥ sc trata de hallar la funcién u (z;,t) que verifique la
ecuacion [1,1] y las condiciones [1,3] y [1,4].

Se supone que tanto la funcién f (4, x;) como las ¢, (x;) ¥ @, () son
analiticas y regulares en un entorno convenicnte de un punto P,, en el
cual I' es regular.

Introduzcamos los operadores lineales I y B;, que aplicados a una
funcion z (¢, x;, ..., x,) tienen la forma

I: :f’ () dr, [1,5]
Yy .
oz £
B,z =1 . = / s (r, 2y, -, ) dT, [1,6]
s W

donde las integrales seran variables con el extremo superior #, mientras
el inferior es la funcién fija v (z;, ..., x,) () . Naturalmente que los ca-
minos de integracion han de estar en cl interior de un recinto en el que
la funcion z sca regular, y dentro del cual tendran sentido dichos ope-
radores.

Iistos operadores son permutables siecmpre que operen sobre funcio-
nes que se anulen e¢n I', y ademas verifican las condiciones suficientes
para que el calculo simbélico sea riguroso (?).

Apliquemos a la ecuaciéon [1,1] el operador I:

oul? o 2%
[E:Iw— E_ ..... —Im2=.[f(t, xl, ...?x,l), [1,7:’
pero como
o tou(x;, ) o — /t o%u (x;,7) dr. ou(x;, ) oy
ox; f,  ox; Sy ond ox, ) _ 0
(1) Cfr. L. FANTAPPIE. — Risoluzione in lermini [initi del problema di Cavchy,

con dati iniziali su una ipersuperficie qualunque.-- Rend. P. Acc. d’Italia. — S. 7,
vol. 2, 1941.

(2) Cfr. Memoria antes citada, y I.. FANTAPPIE. — La giustificazione del calcolo
simbolico e le sue applicazioni all’integrazione delle equazioni a derivale parciali.—-
Mem. R. Acc. d’Italia. — Vol. I.—- 1930.
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y
92¢s _ ou (Zp y (vy) _ ou(x;,t) n ou(z,t) oy
2% o OFi Ji—w ot )y o’
0 sea
- (‘)Il('l?,,t) _(9(}90 &w
e} .’L‘,- ' w - J .’Ci ¢1 ax1
se tendra

‘azu(xi,t)dtzi tau(x,-,r)dt_,_a%ax, . I p\?
w 0% ox; J,, 0% ox; Oy oz, -
I.a [1,7] se podra escribir

ou 9 .ftou o [tou .9 [tou
—_—— | —dt—— [ —dr—.... —JT =
ot oz J, 9%, 0%y [y Oy o, wa.r,,

”

dll Q) u “) 2
> ‘.=1/(/,ev,.--,x,,)+%[1 ar] A

IFY] im10x; o icq 0x; 0 X

Volviendo a aplicar a esta ecuacién el operador /, se tiene

3o S}
(L

8]

Fnrel segundo término del primer miembro, se han permutado los
. J . . ., ,ou
simbolos e/ I cosa licita por aplicarse a la funcién I 5o, due se anula
i x;

sobre 1.

. ou .
I'ranformando I Y se tiene
i

t d T Y_
/ ouz;7) dz 9 '/-tu (x;,7)d + (ll( ‘j’T))F 2
=4 = ) orx;

al’,- ax,- Y

= a/tu(’r Ydv 4 oY
_31',- v 1;7)at ‘Pornp

y por lo tanto

] ou e P
d?c;f(’ax) am,.faz ”ﬂz’(?’m)

4 Iy 9o Oy dzw) Ip\
I
ox; I (""’ar ) (ax,- ax,-"‘%ax,.z Po ax.) s

1

pero
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de donde la ecuacion [1,8] sera finalmente

S0
o
1=1

£y

iz, lLu =f (z;1), [1,9]

donde se ha puesto

(e l) = 1% + I{% [I—Z(quﬁ 212 e

i=1

g0 2501 252 [1,10]

=1

Esta expresion consta de tres sumandos que dependen por separado
de f, ¢; ¥ @,, cosa digna de hacerse notar, pues siresolviéramos la ecua-
cién dada, considerando no nula una de las tres funciones, y las otras
dos nulas, las sumas de las tres soluciones correspondientes a los tres
casos seria la solucion del problema.

Si volvemos a aplicar finalmente el operador I a los dos miembros,
y tomamos Ju = @ como funciéon incégnita auxiliar

; —
E:/ u(@E,r)dr 6 u=%;, [1,11]
Y

se tiene como ecuacion transformada de la dada

u— > B2u = If, (x;1) [1,12]

1—1

La resolucion de esta ecuacion integrodiferencial es equivalente a
la resolucién de la ecuacién dada con las condiciones de Caucuy [13]
y [14] sobre el trozo de hipersuperficie I'.

2. Aplicacién del caleulo de operadores (!). — La funcion u defi-
nida en [1,11] se anula sobre la hipersuperficie I', que es condicion para
que el calculo de operadores sea licito, y por lo tanto la formula [1,12]
se podra escribir

_ 1

=i —pi—pp—. B i@ [2.1]

(1) Cfr. L. FANTAPPIE. L’indicatrice proiettiva dei funzionali lineari e i pro-
dotti funzionali proiettivi.— Annali di Matematica. — s. IV. tomo XXII. — 1943.—
XXI, especialmente pag. 284 y siguientes. Véase tabién la eoria antes citada Riso-
luzione in termini finiti, etc., etc.
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o bien

) 1
w= .a_t [T_—_E]?'_‘ BZ?—- T Bné I fl (xi’ t)] ' [2’2]

La resolucién de la ecuacion propuesta, queda pues reducida al
calculo del operador
1
1—B*—B,2>—...— B,*’

(2,3]

aplicado en nuestro caso a la funcion If; (z; ).

Para calcular el operador [2,3], hemos dc tener en cuenta que toda
funcién de los operadores B;, tal como g (B;, B,, ..., B,), correspon-
diente a la funcién analitica y regular en el origen g (4,,4,, ..., 4,), apli-
cada a una funcién fija, como la I f; (x;, f), es un funcional analitico y li-
neal F[g], con la funcién ¢ como variable independiente :

g(By, By B Ify = F[9g(A1s Aps e s A)] 5

y el célculo de este funcional resulta del previo de la indicatriz pro-
yectiva

) ,
Py, s e o) =T [1 4o Ay + e F o, ZJ B

— 1 I
14 04B + ...+ a,B,

Conocida la indicatriz p (¢, ¢, ..., &,), 12 funciéon u buscada se ob-
tiene como resultado del producto proyectivo siguiente :

fr- [2,4]

[2,5)

3 A
E:{ ! LD (otg s Bg s oee 0), -
P) ) . _anzj 1> %2> nk

De la [2,4] resulta que p (z) ha de ser la solucion de la ecuacion en
derivadas parciales

op op op
57+‘Z]r,l:1 """ "!—‘xnr,vn—/l’
y verificar la condicién inicial p;, = 0.
Resuelta la ecuacion, se obtiene
P(otgs Ogyunes By by Tyy Tyyuneny T,) =

(R @t e @)y Tty G—0) AT, [26]

PRCA y)
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donde T (oty5 &3, ..., &, ) €s la coordenada ¢ del punto de interseccion de
la hipersuperficie { = p (z,, ..., z,), con la recta que pasa por el punto
¢ %, %y, ..., z,) Yy cuyos cosenos directores son proporcionales a
1, &y, %3, ..., &, ,; s decir la recta
Xi—z X,—= X, -z )

1 1 — 22 2 — L= " n , L2,7]

o1 %y o

2

T—1t=

donde T, X;, ..., X, son las coordenadas del punto genérico de la misma.

3. Calculo del funcional cuya indicatriz proyectiva es de la forma
1

7 *
-
1— —Z Ol,'z

i=1

P (otys 0 ey ay) =

Este funcional F [y (2, 2, , ..., ,)] estard definido para todas las
funciones analiticas y regulares en un recinto cerrado I definido por
a2+ 2% + . 2,2< 15 es decir, el campo de definicién del funcional
es la region lineal (E). Su indicatriz proyectiva tiene como tinica singula-
ridad los puntos de la hiperesfera z,% 4+ 2,2 + ... + x,2 = 1.

Il valor del funcional vendrd definido por el producto proyectivo
de la funcién y (z,, %5, ..., =,) por la indicatriz dada:

A
| [ &
LY @, Qo ooes 8] =4 e Y (i a0 ). 13,1]

(1= 2 e

PRy

El calculo de este producto proyectivo, vamos a realizarlo directa-
mente por medio del desarrollo en serie (1).
Si el desarrollo en serie de la funcion y (z; , %5, ..., T,,) es

)

7 7, 7
y (ml s Loy eens .”C,,) = E Uy, rayens - T, ' o I A [3’2]
0 7157 s 7y
y el de p (o, g, -ovs &,) €S
o0
7 7
p (“1’ gy eees au) = Pror.,r, %

0 7 Tay e 7y

Lot [33]
el producto proyectivo de p por y viene dado por la serie
JANWAN el (»_1) r I’l! ['2! . ,.n!
= 7y ¥ e Py 7173 e Ty 3’4
Py ;‘ Pir Fas s s ¥y (1'1 “+ Iy +...+ l"”)! p y [ ]

donde se ha puesto r =r; + ry 4 ... +r,.

(1) Cfr. L. FANTAPPIE. .— L’indicalrice proiettiva..., pag. 193.
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Il desarrollo de la indicatriz, en nuestro caso, es:

1 & r! 9r, or, 27,
0y 0o eeee Oy~ =

n = 1 ] 2
Irqirel...r,!
1 E OC,;2 r=0 nt+rn+.+7,=7r 172 i

i=1
S 1! DI 2, .
= E ﬁ—jal Ky "eee Uy 5
= Tir Tay oy 7y T10 Tt oo Tyl

y considerando que el de la funcién y es el [3,2], obtendremos como ex-
presién del producto proyectivo

A
- [ __1_——1 S S
Fy] = | ———— |y (op 095 oo 00) =
< N L 2
| 1 — o,
L i1
2 (4 ro+ ..+ ) @) Crd o Q)
Z Yory, 0rgy ey T - - - i3,5]
: " rdrgl ! (2ry -+ 2ry -+ oo 4 2ry)!

0 7y gy s ¥y

Para obtener una expresion finita de la serie anterior, haremos uso
de las sigueintes integrales definidas :

o (h— D -~
2 h k 27 i
/ cos asen” g d o = (h + Y
0

si i 'y k son pares,

[3,6]
lL 0 si v 6 k es impar.
(DU Ek--DI
7T - ————=- si h y k son pares,
/n " Fad J’ (h (];)?!r(:)“ ni y p
cos asen od o= — — 1!
1 . " . [3,7]
0 ‘ 2 & T B si h es par y k impar,
L 0 si h es impar.
(nh— D .
/1 I_h ; J] 5 (T)— si h es par,
e —— I =
Y 1 I £ %1 [3,8]
0o VI— | (h— DI si h es impar
L hll

donde el simbolo !l representa la semifactorial, o sea el producto de
numeros de la misma paridad, decrecientes a partir del ntimero indi-
cado, y positivos.

Distinguiremos dos casos, segun el numero n de variables sea par
o impar.
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Caso I : n par.
Calculemos el valor de la integral
My iy My,

T4 To ... Ty - dxl d(lfz . d:vn, [3,9]

62;=/

extendida al interior de recinto limitado por la esfera real n-dimensio-
nal E,: 2% - 2%+ ... 4 a2 = 1.

Para simplificar dicho calculo haremos el cambio de variables ordi-
nario

Ty =T COS @y,
T, =T Sen ¢ cos g,,
Tp_y = I SEN @; SeN @y ... SN Py_3 COS Ppu_1,
X, = I Sen @ SeN @, ... SEN Pu_2 SN Pp_1.
Con estas nuevas variables el interior de la esfera E, estari preci-
sado por las siguientes desigualdades :

0<r<i1
0<gp, <=

El jacobiano de la transformacion es

—1 n—2 -3
§ =1"""sen" "¢, sen” " g,.....sen @ _

y la integral [3,9] se transformara en la siguiente

1 r(m" Fef-my) +n—1

E
A — d r/ sen (g, i -bimg) 41 —2 cos my d
f o “—\/1_1‘2 A (sen @,) (cos gy) 1

‘/0' (sen ’pz)(m” D R ] (COS (Pz)m: d Go oeene
27w
..... /0. (sen @u—1)" (cos Pn—1)""" d @n_y

En primer lugar, para que esta expresion no se anule, han de ser
fodas las m; pares en virtud de las [3,6] y [3,7]. En este caso substitu-
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yendo los valores dados por estas mismas formulas, teniendo en cuenta
que n es par, obtendremos :

o — ((m w —|—m]—|—n—2)l!)(ﬂ(m,,—}—...+m2+n—3)!l(m1—1)ll)
(mn+ +m1+n—])” (mu++m1+n_2)”
oMy 4 .. My +n— DU (my—1)U! o (m,— DI (my_,— 1!l
( (mn + + m2 + n— 5)“ )(n)(zn (mn + m"—l)” )
— )N (my— 1)U . (Mg — 1)U (m,, — 1) 1

@+ my+ .+ m, - n—D1 ’

y finalmente, poniendo m; = 2ry, my =2r,, ..., m, = 2r,, resulta:

— @y T

G = (2n) 1@l @r!l.. @)l (14 . 4 1,) !
@ry 4+ 2rp+ o+ 2r) I, TR

[3,10]

donde & indica el producto de %

2r; +2ry 4+ ... +2r, 4+ 1, y obtenidos aumenLando cada factor en
dos unidades para obtener el siguiente : .

factores, a partir del ntamero

R=Cry+ .o +2r, +D) Q1+~ 21, + 3. Crp 420, +n—1).

(3,11}
De la férmula [3,10; resulta :

@)l @r!...Cr ) (ry + 15+ ... +r)t & a2 g i de
2r) 4+ 2ry 4+ o 27 )l n 122 .22 7"
( 1 2 n 1 12 n (2H)QJE"\/ —.’El——... x5
que llevada a la expresion [3,5] del producto proyectivo, nos da

& 5 i
Flyl=>] Yor, oryy . 27, - =ty dx,
%r,,r.‘, ety (27‘[)_2 13,,'\/1—1‘%————"1,,2l
o bien
1 > y?’: 27113“’.2’1 211"‘1:72:"
’ o 0 7475 w7y
r[y}—(zn)%ﬁn Y = w m— dz, ... dz,. [3,12] |

Teniendo en cuenta que la integral [3,9] es nula cuando uno cual-
quiera de los exponentes de las x; sea impar, podemos completar la
serie que aparece bajo el signo integral en la férmula anterior [3,12],
considerando no sélo los términos con exponentes pares, sino todos
los términos de la serie
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My iy "y,

e

2
Z ym“ Mgy vy By ﬁ xl To oo Iy
0

My, Mgy ooy By,

donde & sera en todo caso

& = (my+ Myt oo -, 1) (Mg - oM, 4 3) oo (g - o -, 1),

La expresién del producto proyectivo buscado sera por lo tanto:

o
|l Wy M n
1 Z, Yoy gy ooy, & Ty ‘Tt Ty
n 0 My Mgy e L .
Fly]= / ; S . d, ... dz,;
@m)3 Y En V1_—ai a2t .2

y llamando para simplificar 7 (z;, 2, ..., ¥,) a la funcién representada
por la serie anterior

)

§ @ Ty ) = D] (g oo A 1, 1) (g oo, - 3)

0 7y, Mgy ey iy

oo (my _[_' ooy A — 1) Yo gy my, A [3,13]

se ohtiene la siguiente forma reducida para el producto proyectivo :

A
T —
F[y] == ! ,l] (U-Iy Olos ’ C/”) -----
I
— o
L~
- o ! (ml’ e x”) dml’ e d‘/r‘n' [3,14]

- n / X 2 -2

(27’:)} Iy '\/ 11— fl.% — Xy e - =T
La funciéon y (z;, 2y, ..., ,) se calcula muy sencillamente a partir
de la y (%, @y, ..., x,,), por medio de la operacion de derivacion, repetida

1 .. i .,
5 Vveces, de la forma siguiente. De la funciéon y se deduce la y, :

0
y1 = 55 [0-9 (@10, 250, ..., 2,0)],
o0
a partir de ésta se deducen sucesivamente las y,, Us, ... :

2 )
Vo= 25 O] Uy = 57 (6%, -
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n
2
y haciendo en el resultado § = 1 esla funcién buscada y :

La ultima obtenida después de haber repetido - veces la operacion,

— o
q (1‘1, Tgs «ees CU”) = _[esy" J .
o0 37 o1
Nota. Teniendo en cuenta que el elemento diferencial de area en
la esfera n 4+ 1 dimensional

2 2 2 2

l—a]— 2 — ... —2Zy—Zy41 =0 [3,15]
es precisamente

dz, dz, ... dz, dx, dz, ... dz,
dO'n-H = = > s
xn-|~1 \/1——’1?1———-—’17%
se tendra
J (), Tgy ver Ty) ) i 1 _
/ = = de; ... dv, = 5 U (g, X ey T,)day 4 g,
g,V 1—af— ... —a? 2 Jsm

donde la ultima integral es una integral de superficie extendida a la
Sy 41 esférica n 4 1 dimensional. )

La féormula [3,14] que nos daba el valor del funcional I [y], se trans-
forma en la siguiente :

F

/ J (g, Tgy er ) A0y 4 1. [3,16]
Spa1

F [-y] = n
2(2n)2

Caso II : n impar.

Calculemos el valor de la integral de superficie
9 — / 2 da,, 3,17]
Sﬂ

extendida a la superficie estérica real S, n-dimensional de radio unidad :

2 2 2
i+ 23+ ...+, =1.

El elemento diferencial de 4rea en coordenadas polares sobre esta
esfera es :

do — sen” * @, sen" "’ g, ... sen @u_s d@, do, ... dps—s dpa_;.
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El valor de la integral [3,17] en coordenadas polares, serd por con-
siguiente . :

£
(b -boy) =2 H
Qj =/ (sen ‘Pl) m my)f-n (COS (P]_)m dtpl
0
. (M4t mg) 4-n—3 m.
/ (sengy) " (cos ) gy e
0
2n m
3 m,
/ (sen @u_ )" (€08 gu_1)"* d@n_1,
0

que se observa que es la misma férmula encontrada cn el caso anterior,
salvo la integracion respecto de r que aqui evidentemente no aparece.

Para que la expresion obtenida para ©f no se anule, han de ser fodas
las m; pares, y en cste caso se tiene:

o — (2 (m, 4 ... +my - n — 3)I (my — 1)11)
(m,+ ... +m; 4+ n—2)!

(M oMy n—D)l (m,— D1\ /, (m,— DI (m,_— 1y
(” (m,,+...+m2+n——3;!! )<) )(2” (m,, + m,_ ! )_
g om 5 DIy — DI (g — D m, — DI

(m, +m,_y + ... + my + n— 2}l

y finalmente poniendo m; = 2r;, m, = 2r,, ..., m,, = 2r,, resulta

o @@L e @ (1 g e 1)
F=20m 2 oo reyinnnig o8

donde & indica el producto de n—T—l factores, a partir del entero

Z

2ry + 2ry + ...+ 2r, + 1, y tales que cada factor es igual al an-
lerior aumentado en dos unidades :

R =0Cr;+...4+2r,+1) @ry+...42r, 4+ 3)...(2ry 4+ ...+ 2r,4+n—2). [3,19]

Siguiendo el mismo proceso que en el caso anterior, resultard que
el valor del funcional vendra dado en el caso presente por la formula :

A ‘A
. 1 —_ 1 -
Fyl=|——— ly (0gs gy ooy @) = ——— / 7 (v, X ..o ) do,
1— > | 2(2r)72 JSa [3,20]
L =
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donde la integral de superficie que aparece, estd extendida a la hiper-
superficie esférica x + 2% 4 ... + 22 = 1, y la funcién y es

7 (@, Ty oo @) = D) (my+ ... +m,+ 1) (my + ... +m, +3)...

0 My My o Wy,
m m m
v (my + om0 —2) Yy o, 1 T Ty [3,21]
cuyo calculo como en el caso anterior, se realiza a partir de y (¥, 2,5 ... T,),

1
veces.

por medio de la operacién de derivacion repetida 5

4. Nueva expresion de la funeién y (z, @, ..., x,) y del funcional
de indicatriz proyeetiva
1

-
< 2

1-—-20{,‘
0

A la funcién y (%, ..., T,) que aparece en las formulas F [y] en el
parrafo anterior, se le puede dar una forma mas resumida por medio
de una integral definida.

Consideremos la expresion

2,1 +2 N
C)OM I—’/ (02 2) PndP;

basta hacer el cambio de variable p = 6 cos « en la integral, para ob-
tener una del tipo [3,7], y asi resulta

2A42
/(62 2)} m

@t 1) @t m) . g ym EH @D gy

@i+ m—+ Dl
=@A+m) @h4+m—2).m2"A """ [4,1]

Caso I : n par.

A partir de la funcion y (z,, ..., x,), construyamos la y (z; p, ..., T, p)
y calculemos la expresion

" [0

n—2
Iy (02— D2 Y (2105 s Ty p) dp.

2 — Collectanea Mathematica.



18 E. Linés

Substituyendo la funcién y por su desarrollo en serie, se tiene

' (‘)n 0 n—--2 > 111‘ Hig m m my 4 m.
— P (02__ PZ) 2 2 ym,, o ] 1 9 ... xnn ) P L S dp —
26"Jo 0 gy ey My
o L "2, 1
= Z, ym,, vy My mjlnx x"n _,i/ (02 - 92) 2 P Mokt dP;
0 My e Wiy do 0
. . ' n—2
y aplicando la férmula [4,1] cuando A = 5 ym=m+..+m,+1,
resulta
o" [0 52
— e (92— 92) 2y (xl P ees Xy p) dp =
26"J/o
n-2/n_2 1 o PR , ",
=2 9 ' 2_, 6 Ym,, ...mnx1 e Ly (m]_ —|— . —|—m,,—|— 1)
- 0 gy ey My
"—2in 2\ _
m+..4+m,4+3)...(my+...4+m,4+n—1) =272 ( 5 )!y(xlﬂ,...,;rnﬂ),
y finalmente
_ 1 " o n=2
J (T oees T,) = m“&?,, 0-1Jo P (ng 72 Y (@ - T,p) dp.
2 <——2 ) [4,2]

Formula simplificada para la funcién y, pero que tiene el incon-
veniente de no dar de modo tan explicito su estructura a partir de
la funcién y, en particular el nimero de derivaciones necesarias para
pasar de y a §.

Substituyendo esta expresion de y (,, ..., x,) en el valor del funcio-
nal F [y] encontrado en [3,14], resulta

1

F[y1 = n—2

_ 9 "
ER (%)! @27)z

dz, dz, ... dz, " 6 n-2
/ 12 / e (02— B 2 y (10, T, s T,0) dp,
£,V

7
1—x2—a2—...—22 30" g_1/o

y teniendo en cuenta que el area ¢; de la esfera n-dimensional, en el
-caso de ser n par es
n

272

=

g, =
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se puede escribir el valor del funcional en la forma :

11
Fll=g—omEs,

dz, ... ds o" 0 n—2
/ A — / 0 (02— p®) = ¥ (x,0, .., T,0) dp. [4,3]
En'\/l—x%—...—x?,aO o=1Jo

Caso II ; n impar.

Calculemos en este caso la expresion
dn—l

6 n=3
;9,,—_1/ p (02— pD) 72 Y (Typ) - T,p) d.
0

Substituyendo la funcién y por su desarrollo en serie se ticne

Y LN
W/ p(02 — 0% 2 ¥ (20, -y ¥,0) dp =
0
gﬁ ' " m ‘971’_1 6 ”—_3- my oo+ my, 1
= Z, ym,, wny My :2:1] e Ty ndﬂn—l/- (62—92) 2 P e " dp =
0 My, ey My, 0
’_;__3 n—3 G Lo 1 9
=22 ( D) >'Z Bml s m"yml, ey Py xal’l---x:”
0 1y, vy iy,
m+..4+m,+1) (my+.m,+3) .. m;+ ... +m,+n—2)=
=3 n —3)\ - -
e ( . )z J (2,0, . 2,0), (1,1

y finalmente

_ 1 dn-] 0 N ” n--3
T @ m) =y g [P T y@ o) e
273 (n;), 90" "g=1/o
2 [4,5]

Llevando esta expresion encontrada para y (z,, ..., z,) al valor del
funcional F [y] obtenido en [3,20], resulta

1
2"—?("—3) @)

Fly] =

¢
&

on—1 [7] n—1
/danm /0(92—02) 2 Y (@0, )des
Sn 6=1/0
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y teniendo en cuenta que el 4rea o, de la esfera n-dimensional, en el
caso de ser n impar es

n—1 S n—1

27(” = 3)1 @n) T

. 2 [4,6]
n (n . 2) ! H

se puede escribir el valor del funcional en la forma

i 1L 1, o 0 gt N
“’f‘"(n..,—_‘z)!a_,,ﬁnlo"é'en—-*g_ /;9( —0%) 2 Y (v10 -, 7,0 do
[4.7]

Nota. Tn el caso de ser n par, habiamos obtenido para el fun-
cional I [y] la expresion [3,16], en la que substituyendo en vez de j
la [4,2] se obtendra

1

Fly] = ‘)"_; (n ) Xe )'—:
4 - 2 >; ZTT) 2

on 0 n—2
/ ey / p(0%—e?) 2y (e, 2,0) dop,
S 6=1J0
o sea en virtud de [4,6]

) 1 1 on 0 n-2
Fly]= — — do,qy— - 02—po®) 2 y(r 0,2, p)dp,
(y] (”—1)-'0'11»%1,/5'"“ '1“”’0:1A e (0>—p®) 2 y(ryp e de
| [4.8]

que tienc de notable, el ser enteramente aniloga a la [4,7] del caso
impar, cambiando solamente n por n - 1.

Por otra parte, era de esperar este resultado, ya que si en el pro-
ducto funcional proyectivo de dos funciones, una de ellas carece de
una o varias variables, queda reducido al producto proyectivo res-
pecto a las variables correspondientes que existen simultdneamente en
las dos funciones (!). Referida esta propiedad a la integracion de las
ecuaciones entre derivadas parciales se obtiene el método de Hapa-
MARD, que da las soluciones de una ecuaciéon, a partir de las de ecua-
ciones del mismo tipo y mayor numero de variables.

(") CIr. I.. FANTAPPIE. — - L’indicalrice proiettiva..., pag. 196.
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5. Férmulas que resuclven en forma finita el problema de Cauchy
en la ecuacion de ondas con n variables.

Calculada la expresion gencral del producto proyectivo

J" ln -] %y(al’m‘l"""xn)’(])
|- 2]

por las formulas [3,14] y [3,19], o las [4,3] y [4,7], y conocida la indi-

catriz proyectiva p (o¢;, -5 o,, 5 2y, ..., @,) dada en [2,6], la soluciéon

general de la ecuacion diferencial de ondas, se obtiene inmediatamente

segun [2,5] :

SN R T
U(Ty, oens Ty l) = — — Py sees Oy by Tyy ey T,) =

2 1 7, A i |
=57l T = L@, e, +o(t—10))dT,
} ﬁaizf ;(’—’-i

1—> )

L i=1 J

donde la integral sobrerayada representa la funcion deducida de la
integral, por el proceso indicado en § 3.

I.as cxpresiones desarrolladas de la solucion en los dos casos de ser
n par c¢ impar son:

Caso I : n par.

U@y, ., T, 1) =
] 1 dal ceene da”

Y
- " fr (& x4 oy (1)) dT, [5,1]
EY ol PR 2/
(2n) VIt 7 ()

extendida la primera integral al interior de la hiperesfera a2 ... 4-,2=1;
o también segun [3,16]

9 1 Tt
U@y, oos Ty, 1) = 57 = / do,yy L@, +or—1t)de
2(27)2 ISnr T (@) [5,2]

(1) Con objeto de simplificar la escritura, introducimos esta nucva nolaciéon
del producto proyectivo, ulil especialmente cuando los términos del mismo sean com-
plicados. Cuando no hayalugar a dudas, suprimiremos ademas la letra colocada de-
bajo del simbolo A, que indica las variables respecto de las cuales se verifica el pro-
ducto proyectivo.
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Haciendo uso de la f6rmula [4,3], se puede dar a la solucion la forma
siguiente :
d 1 1

ll(xl,..., fl:",t) =Em&—n

doy,..da, o b ez o
R L /p(ez_pz) T dp [ f(r 2+ aip (T—1)) dr,
Ey, \/1~d" T %y 0=1Jo ;(15\9) [5’3]

o también segtn [4,8]
o 1 1
- ot (Il— 1)' Oni1

o 0 n—2 i
f doun 55, / 0(62—p?) T ap/ 11 (0,4 o 0 (v — 1)) d [5,4]
=14J0

7 (wi@)

u(xy,...x,,t)

Caso II: n impar.
2} 1 P -
u(:cl,...,a:,,,l)=5—l—7_1/d a,,/ | (@ 24wz =) dr, [5,5]
2(27")T Sa T(o;)

extendida la primera integral a la hipersuperficie esférica o2 ... + o, 2=1.
Teniendo en cuenta la formula [4,7], se puede dar a la solucion la forma
siguiente :

2] 1 1
u(l'l, ...,x”,l) 2-&7(”?*2)!;’;
on-1 0 n-3 [
do, —— (62— 2 dp fr (@ % + o p (7—1) ) d 7. [5,6]
AT TN A g
i = ¢ («; 0)

6. Condiciones iniciales parficulares. — Nos referiremos al caso de
ser n impar, ya que la solucion cuando n es par se puede expresar, como
ya hemos dicho, en una forma integral aniloga.

1.° La hipersuperficic t = y (x;) se reduce al hiperplano t =0, la
ecuacion diferencial es homogénea f=0, y las condiciones iniciales de
Caucuy son :
ou (x;f)

[u(x,l)]r =u (x;,0)=0, y [ 37

]F = U; (2,0) = ¢y ().
En este caso la funcion f; ({, z;) [1,10] toma la forma

fo ) = Loy (o) — f ‘1 @) dr = gy () £

0
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y la solucion [5,6] de la ecuacion diferencial dada sera

1 1

U (g5 e s Ty 1) =m;

-1 0 n=3 9
do, 7 p(@?—g?) 2 dp— | @ @ +oap(r—t))vdr  [6,1]
s o6 10=1 0 ot J,
Calculemos en primer lugar, la ultima parte que depende de ¢
o ¢
3] P (@; 4 op (t—1) vdr = @ () +
0

+ [ 3 o1, @t mip (6 — D) () i,

0

e integrando por partes resulta
o

/A t
5[ ot c—wte = [ @t de
0 0

* La formula [6,1] se podra, pues, escribir en la forma

U (Tg o0y L, 1) =
! I/da /t(lr G /0 (O — 3T gy @ t-a,07) dp. [6,2]
[ — n YT Z — p°) ¢ T,T ;0T . s
=), ). ), 0, ), 2 $a ree

Consideremos la tultima parte de la férmula :
on-t 0 n—3

267 / p(0>—p? 2 @y (x; 4 ,p7) dp,

0=1tJo
en virtud de [4,5] se tiene, (considerando las x; como constantes),

_ on-1 (V] n—3

71 (@ + o0 7) =k~ e(0?—p) 72 oy (x; + ; 7p) dp.

20 9=1J0

donde k es un coeficiente numeérico. Pero la formula [4,4], nos permite
también escribir

_ gyt o w1
P (x; + a7) =k 57_—1/- p(@®—pH)2 ¢ (x; + o;p) dp,
0
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y por lo tanto

on—1 [7] n—3
i [ PE— T gt ) do=
o-1Jo .

n—3
2

= o= / p (TP—0Y) 2 ¢y (&, 4 wp) dp. (6,3]
s 0

Finalmente, la solucion de nuestro problema sera :
u (.’El, ceey Ly l) =
1 1 ’ t d or—t T o it d
=(;:2—)!&;/S. (Gn‘/o' TF.[ P(T*—eY) 2 @1 (& + wp)dp,

o bien
U (Tys oonr T,y 1) =

1 1 on—2 3 n—3
— - d 2_ 2y 5 . . s
CE 0"/5 oy al"““/o p(*—e%) T @1 (@it wp)dp [6,4]
Nola. En el caso de dar las condiciones iniciales sobre el hiper-
plano { = 7;, es decir:
u (x,7y) =0, y w (T3 7)) = @1 (),
se hubiera obtenido, andlogamente, como solucion final
U (Tyy ey X, 1) =
S S N (P /H’ (— 1)) T py (@it a)dp. [6,5]
- n—2 o, s " c)l”—'l. ] Pl—T)"—0%) 2 @1+ a;p)dp. s
2.° La hipersuperficie { = y (z;) se reduce al hiperplano { = 0, la

ecuacion diferencial es homogénea [=0, y las condiciones iniciales de
CAucHY son :

[ @l =1 @, 0) =g @), y [fu—f,;—’)]F — Uy (2 0) = 0.

Iin este caso la funcién f, (z;, 7) [1,10] coincide con ¢ (z;), ¥ la solu-
cion de la ecuacion diferencial es

u(xy, ..., t) =

) 1 1 on—1 6 n—3 t
=2 - - - 2__ 52y 5 ) o (r—1))dT,
31 (n 2)!%/ dcndaw-]/o p(6>—¢? dp/tp(xﬁoup(r f)dz

6=1 0
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que comparada con la [6,2], y en virtud de la [6,4], nos da:

2 1 1 d om—2 it 2 9 n—3 d
u(xl,---,xn’l)=5}ma£ G';W/O-P( —09) 2 ¢ (Tt ap) do.
n [6,6]

3.° La ecuacién diferencial no es homogénea f (x;, t) == 0, y las con-
diciones iniciales sobre el hiperplano { =0 son :

u(z;,0) =0, y u (; 0) =0.

La funcion f; (z;, f) serda en este caso [1,10]:
2
h@d =B = [ @ dn
0
y la féormula resolvente
1 1 on—1 0 n--3
Ly eoes Ty = — E— 2__ 52y 2 d
u (tls 'l’n t) (n _2)| o'n -/S-'1 dUn 36"_1 le‘/o‘ P (6 P) 2 P
a t T
3o / (e— ) f (5> @, + oup (v —D) . [6,7]

Obsérvese que las dos ultimas integraciones sucesivas se puecden
expresar como una doble extendida al recinto triangular R, limitado
por las rectas v =1, 1, =0, v =¢; y a la vez esta integral doble se
puede desdoblar en dos sucesivas, la primera respecto a 7, y la segunda
respecto a 7;, y asi se obtiene :

¢ T '
/dT/ C—v)f @i+ o (t—10), 7y) dvyy =
0 0
13 t
=/ dr1/ (t— 1) | (@ 4 @ (t—1), 7)) dv.
0 T
Ademés, la derivada parcial respecto de ¢, es
a t T
S [(e—m i @t G0, ar =
0 (2
t o
= [t [ =@t ua—m
0 T

y por lo tanto, la solucién [6,7] se podra escribir en la forma
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U @y o z)—/’dr [_i_ ! /do' A LR
13 =009 Ly o 1 (l’l—2)' Un . 1td6,,_10;1/: P P < P
a 12
i [ =) @t . ) 6.
(2t

Ahora bien, la expresion del paréntesis es precisamente la solucién
de la ecuacidn diferencial dada en el caso homogéneo, cuando las condi-
ciones iniciales sobre el hiperplano t = t, son:

u (z,7) =0 y u (2, 7y) = f (7 2),

donde 7; es un parametro. Pero la solucién del problema con estas
condiciones estd dada por la férmula [6,5], y en consecuencia nuestra
solucion serd finalmente :

U (Tps ooy Tyy 1) =

t 1 1 an—Z t—7, n_—_3
=/d71ma—/ d"ngt,,—_z/ p(t—7)—p¥2 [ (2 + oups ) dp.
0 nds, 0 [6,9]

I:1 método de variacién de constantes resulta como consecuencia
de nuestras formulas. (1)

7. ZEstudio de las férmulas resolventes. — Las férmulas resolventes
[5,3] y [5,6] que corresponden respectivamente al caso de ser n par
y al caso de ser n impar, son anilogas en su estructura. En ambos ca-
sos se ha de considerar la funcion

F@=fth@%+w@—mh; .11

¢ (et0)

después, aplicar a esta funcién los dos operadores

1 e F(o)d 7,2
(n_z)uz,ro»A P (02 —oY)F F (o) do, [7.,2]
y
1 ot r6 n—3
(n—2)l 96" —1 / p(02—pH) 2 F(p)dp [7,3]
0

(*) Las formulas obtenidas en estos tres casos particulares considerados, coin-
ciden con las dadas por R. CouraNT y D. HiLBERT. — Methoden der Mathematischen
Physik 1I.— Berlin, 1937. — Pag. 391.
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que se particularizan para 6 = 1, y finalmente, previo el calculo de
dos valores medios, respecto de las variables «;, uno sobre la esfera
n + 1 dimensional (caso n par), y otro sobre la esfera n dimensional
(caso n impar), se ha de hallar la derivada respecto de la coordenada ¢
del punto genérico en donde se busca el valor de la solucién.
Aunque los dos operadores [7,2] y [7,3], que se han de aplicar a la
funcién F (p), son del mismo tipo, conviene estudiarlos separadamente,
ya que siendo distintos tanto los exponentes como los d6rdenes de deri-
vacion, interesa precisar en cada caso su forma particular, asi como
las condiciones minimas de diferenciabilidad de la funcién F (p), ne-
cesarias para que en uno y otro caso tengan sentido dichos operadores.

Caso I: n par.

Para simplificar, pondremos ~—— 2 _ 2, y llamaremos @£, () a la

2
expresion [7,2] :

) 1 o%#2 10 e ap
~£A(9)=(2—l)”—2m/o' e (62— p?* I (p) dop. [7:4]

Verificando dos derivaciones, de las indicadas, respecto de 6, se tienc :
1 ,
Au; (0) = 53 [QA - 1) Uy _1 (6) + 92U, _4 (6); [7,5]

féormula recurrente, que nos permite calcular @f; (6) a partir de la ante-
rior. En particular

Ay (0) = 5 [3 U, (6) + 05 ()]

DO =t

6
% 0) =575 [ oF 0 de = 55107 @) [7.6]
0

En virtud de estas dos relaciones, [7,5] y [7,6], resulta que la funcién
Uy (6) se expresa como un polinomio con coeficientes racionales en
0* ™ (), y ademas, la maxima derivada de F () que aparece en °4; (6)
es la de orden 4 4 1, se tiene pues:

Ay (0) =ao F (0) 4+ ay, 6F’ O+ ... +aurss A1 FG+1) 6),
A=0,1,2..). [7,7]
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Para encontrar con facilidad los cocficientes a,;, aplicaremos la for-
mula anterior al caso de ser I' () = ¢f, y entonces se tendra :

Ay (0) = (ano + @11 0 + .. + azaqq 02F1) €0 = Py (0) 8. [7.8]

Conocidos los polinomios P; (6), (A =0,1,2,...), quedarad determi-
nada la estructura de las funciones 2f; (0).
De las [7,5] y [7,8] resulta

Pr(0) = 55 (A 140 P,y B) 4 6Py @) [7.9

que nos da una relacion recurrente sencillisima para los polinomios P, (6).
En particular :

P,(6) =1+ 6
1
Py(B) = 5(+50+ 069

P, (6) =é(15+339+ 1202 + 69)
Es de notar que para que el operador [7,2] sea aplicable a la funcion

F (), ésta ha de ser por lo menosg veces derivable.

Caso II : n impar.
—3

2

Para simplificar, pondremosn = A, y llamaremos %V, (f) a la

expresion [7,3]: )
1 022+2

0 ,
W (0) = err d_ﬂm/o p (62— o)* F (p) dp. [7,10]

Verificando dos de las derivaciones, de las indicadas, respecto de 6,
se tiene

L@ ), (0) 46, @) (711

V. (0) = Sy

formula recurrente que nos permite calcular @, (6) a partir de la an-
terior 9;_, (6). En particular

D O)=5 BV O+ %Oy V() = OF O).  [7.12]
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Si se compara esta relacion de recurrencia con la [7,5] se observa,
1
24

. 1 . .
que salvo el coeficiente Y que se cambia por el —, las dos coin-

ciden. En este caso se tendra andlogamente

W, (0) = o F' (0) + iy OF (0) + ... + arpyq O#F1FGHD (0),
(A=0,1,2..), [7,13]

y entre los polinomios Q; (6) correspondientes a los P, (0) del caso an-
terior, se verificara la relacion de recurrencia :

0: () = 57— (D + 14+ 0 Qi (9 + Qs O [714]

En particular
Q) =1+10
1
G (0) =56G+50+ 6%

Q:(0) = %—5 (15 4 330 4- 12 62 + 69)

..................................

Es de notar, que para que el operador [7,3] sea aplicable a la funcién

. n—
F (p), ésta ha de ser por lo menos

2- veces derivable.

Derivadas sucesivas de la funcion F (p).
Pasemos a calcular las derivadas sucesivas respecto de p de la
funcioén [7,1] :

t
F() = / fy (5 2+ agplz — 1) dr.
Hei0)
Se obtiene como primera derivada :

Fr@)=[ drg fymatosc—1) — S Gt ag (1), [7.15]

* 1 (uz0)

pero como f, (£, ; 4+ a,p ({—1)) es el -valor de la funcion f, (T, X,)® en

(*) Representaremos con letras maytsculas las coordenadas del punto genérico,
y asi se distinguiran de las coordenadas (lelras minusculas) del punto donde se cal-
cula el valor de la solucion de la ecuacion.
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el punto de interseccion de la hipersuperficie T = y (X;) con la recta

TRD. ek NP et [7,16]
) %P o,p

escribiremos simbolicamente
hp=h ( ; + op ( — 1)) [7,17]

Volviendo a derivar, se obtiene como segunda derivada

F”(p)=/(' dr—pn(r, 2y agp (T — 1) —

t(ci0)

—gé[a%fl @ aitopc—0)] — 23 ], 8

y teniendo en cuenta que

PLGEE =) =

=[S 5% 5 )l Gt (—0) = flf, [7,19]

tendremos
ot Ofip
F" (o) = L e, +op(r—10))dt—— - h

'/‘ccse)‘9 o % o C’PI: F]

o bien
2 _
F' () = / 5 b+ g (r— D) dr 4 7 ’ i — salihp) (20
t (a;0)

Reiterando la derivacién, se obtiene para la derivada de orden k
la expresion siguiente :

¢ f o
FO (g) = / kfl (52 + op (r— 1) dr 4 T L j—pk[tflpj-
7 (

t a,o)
[7,21]

Se ha de observar que las derivadas sucesivas de t (a;p) respecto de p,
vienen dadas como derivadas de la funcién implicitat = v (x; + a;p(t —1)),
que para que existan, ha de ser
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1— (pg, @) + - + pr, ) p 70,

y si p=1, caso tnico que interesa en las formulas resolventes, se
obtiene

1— 1/);‘ 0y — veo — ’/’;’n a, 7= 0,
lo que nos dice, que la recta

r_ g _X—rn_ Xz [7,22]

% ’ Ay

no ha de ser tangente a la hipersuperficie I', sobre la que se dan las
condiciones iniciales.

Ademads, como en las férmulas resolventes, tanto en el caso par
como en el impar, se presentan integraciones extendidas a los va-
lores de o, ¢, ..., ®,, pertenecientes o interiores a la variedad esfé-
rica «} 4+ af 4 ... - a2 = 1, se tendrd en consecuencia, que conside-
rando el cono caracteristico de la ecuacion diferencial [1,1], cuyo vértice
es el punto genérico (¢, x;, ..., s ¥ cuya ecuacion sera :

X —z) + o+ (X, —2,) = (T—1) [7,23]

cualquier recta que pase por su vértice, perleneciente o interior a él, no
ha de ser tangente a la hipersuperficie I" donde se dan las condiciones ini-
ciales de Caucny.

Interpretacién geométrica de las derivadas de la funcién I (p).

La derivada de orden k de la funcion F (p), particularizada para
p = 1, tnico valor qué interesa en las féormulas resolventes, consta de
dos partes: una integral, y la otra constituida por valores de funcio-
nes de (T, X, ..., X,) sobre la hipersuperficie I". Estudiaremos separa-
damente estas dos partes.

En la integral

t ok
[ [pheutaec—n] 7,24

? ()
la expresion
ak
ezt apa—n)| =

o =1
n

J (%
=0 (Susx) hmataGc—0, 0

i=1
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tiene una interpretacion muy sencilla. Consideremos, en efecto, la recta

Py Bim@taGc—0) X @daG—0) ;e
o o,

(donde T, Xj, ..., X,,, son las coordenadas de un punto arbitrario de
la misma) que pasa por el punto R= (7, 2; + «, (t —1{)) de la recta
[7,22], y es perpendicular al eje del cono caracteristico [7,23]. El segundo
miembro de [7,25] sera precisamente la derivada de orden k en el punfo
R de la funcién f, (T, X;, ..., X,) a lo largo de la recta [7,26], multipli-
cada por la potencia k — esima de la distancia r del punio R al eje del
cono caracteristico.

Representando por j—l la derivada de f; a lo largd de la recta [7,26],

la integral [7,24] se podra expresar como integral curvilinea de la fun-
ok
cién 1* ?fkl a lo largo de la recla [7,22]. enire el punio P = (t, x,, ..., T,)

y el Q de interseccion de dicha recta con la hipersuperficie I', es decir

C)I‘

t ‘ ) P k
-[(a-)[gp‘ A :/Q ( %L‘“’ [7,27)

donde R es un punto cualquiera del segmento PQ.

La segunda parte de la férmula [7,21] que nos da F® (p), parti-
cularizada para p = 1, sc refiere a valores calculados en el punto de
interseccion de la recta [7,22] y la hipersuperficic I". Se ha de tener
en cuenta que en el desarrollo de la expresion

_dkflp ok _
[t — 5 i)

las derivadas parciales de f; - [7,17] respecto de g, se expresan por medio
de las derivadas de f; respecto de r, particularizadas en el punto
de interseccion de I" con la recta [7,22]. Por otra parte, como al variar
p, la recta [7,16] se desplaza en la variedad lineal bidimensional
N—nm X—n X [7,28]

o] Uy o

n

todas las derivadas de ¢ respecto de p, particularizadas para p =1,
se referiran a la variacion, a lo largo de la interseccién de la hipersu-
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perficie T =y (X;, ..., X,) con la variedad [7,28], de la coordenada
T en un entorno del punto Q. Con mas precision, como la fangente

del dngulo 8 que forma la recta [7,16] con el eje T es p i «;%,y por
i=1

otra parte, > «,;% es la tangenle del dnqulo y, que forma la recta [7,22]
i=1
con el eje T, se tendri

ig B :
22 7,29
P =gy (7,29]

y por lo tanto, salvo el coeficiente /gy (o potencias del mismo), las
derivadas respecto de p, son derivadas respeclo de la tangente del dngulo
que forma el eje T con una recta que pase por el punfo P = (¢, 2y, ..., %)
y se desplace en la variedad [7,28].

Férmulas finales.

Obtenidas las derivadas sucesivas de la funcién F (p), y teniendo
en cuenta las férmulas [7,7] y [7,13] para los casos n par e impar respec-
tivamente, las soluciones encontradas en § 5 tomaran la siguiente
forma :

Caso I : n par.

21 do; ... da [r P
STy e T,) = " Pu_y [t )}, (T,X,)dT
“ (l % T ot g, ,41;\/1 —_ 0(%— —0512;. Q _2_2 (r dl') fl ( ) +
9 1 3 doty ... da [— (d) ’d)— )
_— X tI))x— o —-p"—-? 3, Ii \’
+ ot g, .{" '\/]——-C/]-— — O'.;'),’ - —3"2 ap /l[‘ 9 (d{‘ ( 11’1)-9*1

donde el polinomio P,, _, tiene el sentido indicado en [7,8], siendo A= n:
o 2

y en él, se ha substituido la variable § por los simbolos diferenciales
expresados en los paréntesis.

Caso II : n impar.

i [l e, o

3
2

3 — Collectanea Mathcmhtica.



34 E. Linds

donde el polinomio Q,, 4 tiecne el sentido indicado en [7,13], siendo
n—3

2 .

l:

8. Expresion de las férmulas resolventes por medio de infegrales
de volumen, sobre el cono ecaracteristico, sobre la hipersuperficie I, y
sobre la vaiiedad interseeeion de las dos anteriores.

Tiene interés deducir las integrales que aparecen en las férmulas
[7.30] y [7,31] a otras, bien sean de volumen, bien sobre variedades co-
nocidas situadas en el espacio T, X;, X,, ..., X,,. Veamos que todas las
integrales que aparecen en las formulas resolventes puede reducirse :
1) a integrales de volumen extendidas al recinfo del espacio T, Xj, ..., X,,,
que designaremos por V, . 4, limitado por el cono caracterislico [7,23] y
la hipersuperficie I" de ecuacion T' = y (Xy, ..., X,,) ; 2) a integrales sobre
la hipersuperficie 1", extendidas al recinlo superficial I, limifado por el
cono caracleristico [7,23]; 3) a integrales sobre el cono caracteristico
[7,23], extendidas a la porcién C, del mismo limitada por el vértice y la
hipersuperficie I' ; 'y 4) a inlegrales sobre la variedad de n — 1 dimen-
siones I',,__4, interseccion del cono caracleristico con la hipersuperficie I'.

Previo, para csta reduccion, es el cdlculo de los elementos dife-
_ renciales de volumen, y sobre cada uno de los recintos C,, I', vy I, 4.

1) Elemenlo diferencial de volumen expresado en las coordenadas
Olgs wves Oy T

Teniendo en cuenta que las férmulas de transformacién son

T=T, X,=a,4+0,(T—0), (@(=1..n), [8,1]

se tendra
dX, dX, ...dX, dT =

(X e X, 1)

3@ o 1) dog ...do, dT = (T — )" doy ... da,, dT. [8,2]

2) Elemento diferencial sobre la hipersuperficie T =y (X4, ..., X,).
Consideradas oy, oy, ..., 2, como coordenadas curvilineas sobre la
hipersuperficie I',, sus ecuaciones seran :

T = v (x] + 51 (T_ l)’ EhA] ‘Tn + Ly (T_t))’
X, =x,4 ¢; (T —1), (i=1,..n), [8,3]

donde en la primera ecuacion estd expresada T como funcién implicita
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de las variables «;, funcién que se tendra que substituir en las ecuacio-
nes siguientes.
El elemento diferencial de extensién ds, sobre I' vendrd dado por

0 (Xi s Xiys oo X))
ds, — ﬁ( 1 ] day, ... dor, —
S" [Z{ o (”—1’ 0(2’ ) 251 Oy

b ocn)

(1_+_2_wi (T—1)" day ... du,, [5:4]
1— Z ®; Y

donde X; , X;,, ..., X;,, €s una cualquiera de las combinaciones que
se pueden formar con T, Xj, ..., X,, y el sumatorio estd extendido a
todas estas combinaciones.

Teniendo en cuenta que si w es el dngulo de la normal a la super-
ficie, con la recta X, =x; + o, (I'—1), (i =1, .., n),

n
1—
Cos @ = - 2 %Y =, [8,5]
14+ o) (143 p2f
se podra escribir como valor del elemento diferencial buscado
T—18" 1
as, = L= L gy da, 8,6
(14 So2)t oo

3) Elemento diferencial sobre el cono caracleristico.
Tomadas como coordenadas curvilineas sobre el cono caracteristico
las T, oy, og, ..., 0,, SUS ccuaciones son :

T=T,X,=2,4+a;T—1), (=12 ..n), 8,7]

donde af + ...+ a2 =1 Il elemento diferencial de extension ds, so-
bre el cono caracteristico, expresado por medio de las coordenadas cur-
vilineas indicadas sera

2 (X1 s Xi,,, ceey Xi ) 2 %
d( - ) ) : e —
Sy [Z’\ ( 0 (O'.], e s Op—q T) ) J dOC] doc,,,_ 1dT

- dot ... doty
=4/2(T—ty—1 ﬂ—j'“—-de, (8,8]

“n

donde X;,, X;,, X;,, s una cualquiera de las combinaciones que se pue-
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den formar con Xj, ..., X,, T, y el sumatorio estd extendido a todas es-
tas combinaciones.

Teniendo en cuenta que la fraccion indicada es precisamente el ele-
mento diferencial de extensién do, sobre la hipersuperficie esférica
o3 + ... 4«2 =1, se tendra finalmente

ds, =1/2 (T —t)*—1dT do,. [8.9]

4) Elemenifo diferencial sobre la variedad n — 1 dimensional, inter-
seccién de la hipersuperficie T = vy (X, ..., X,,) con el cono caracteristico.

Consideradas oy, ..., &,y como coordenadas curvilineas sobre la
variedad n — 1 dimensional I',, _, sus ecuaciones seran:

X, =, 4 o; (T —1), i=1,..n)

T =y @+ a (T—0 ., + o, (T—1), (8,10]

donde o + ... + «2 = 1, y en la ultima ecuacion aparece T' como fun-
cion de oy, ..., o, .. 1, en forma implicita, que habra que substituir en las
ecuaciones anleriores.

I£1 elemento diferencial sera

' L\ ] x’[ 3 eee 1"_' 2 :l
(I.S'”_l = [Z (a (Y“’ \ 2 \Z"_‘)> jz dotl N dO(n—iy

2 (V-p OLgs «ov5 O —-~1)

donde X;, X;,, ..., X;,_, es una cualquiera de las combinaciones que
se pueden formar con X;, X,, ..., X,, T, y el sumatorio esta extendido
a todas estas combinaciones.

Il calculo algo laborioso de los términos del sumatorio anterior,
asi como de su suma, nos conduce a la relacién

) -
d“l .--dU.”_l -
_ (T—f)g”‘g( 20+ yi+ o+ vd) At ap+ -+ oy’

a;zt (1_ 0511/)1 T T V'n’l,un)z_ (1 — Y "'—dn'l/)u)z/’

[8,11]

que admite una interpretaciéon geométrica muy sencilla.
Sea w el dngulo de la generalriz del cono caracleristico, con la normal
a la hipersuperficie I" en el punio P de interseccién, entonces

__1 + 0511/)1 + v + “nl/)n;
V2V T+ g+ o+ i

COS w =

(8,12]
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sea analogamente w’ el dngulo de la normal a la hipersuperficie en P
con la normal al hiperplano tangente al cono caracteristico a lo largo de
la generatriz, se tendra

1 + “11/)1 + o _I_ “u"pn .
V2T +pi+ 2

cos w' =

[8,13]

Substituyendo cétos valores [8,12] y [8,13] en la [8,11] resulta

ds _ (la] e dU_,,_1 sen U)' (T—- l)n——1 [8 14]
n—1 o, COoS w ’ o

y leniendo en cuenta que el primer factor es precisamente la do, sobre
la hipersuperficic esférica a? + «3 4- ... - 22 = 1, se obtienc finalmente

7
sen o’ . cos
(1 - t)” —t da;t =

dSu -1 =
COsS w CoOS w

(T —1)*—'do,, [8,15]

donde w y 7 son los dngulos que forma la normal a lu hipersuperficic I,
con la generalriz del cono caracteristico, y con el hiperplano tangentc al
cono a lo largo de dicha generalriz.

Conocida la expresi6n de los elementos diferenciales en el espacio
T, X;, ..., X,,, ¥y sobre cada una de las variedades I',, C,,y I's...;, ob-
tendremos como soluciones de la ecuacion de ondas, las siguientes
expresiones integrales extendidas a recintos y variedades del espacio
Ty Ngy eos X,e

Caso I : n par.

21 1
u(t,zg, oy = — ——/
ot (% »
P (T — gy =1 V(T — =2 (X;—x)?

1 T 124 3 (X, —x,)?
Pn—z(” %)ﬁ (T, X;)dv, 41 + %g‘ (;(i(;))n \/( Y+ ?( i— %)
ek Vr—p— 35 x—ap

[T Pas (r ;7) (T X) — Pas ( 5‘95)9 @@ X,.))] ds,.  [8,16]

2
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Caso II : n impar.

u(l, g, e x,) =

2 i 1 cos w
=é—\/2a / (T — t)n 1Qn—;< )fl(:l X)db”+ to_” /]"_mi

) d . .
|ros(rg)nex)—en(g)  an@xy|o, s

entendiéndose que en el calculo de las derivadas respecto de p del producto
T-f, (T, X)), las derivadas de T en un punto (79, X,% dela hlpersuperﬁ-

0
cie I', se han de calcular a partir de T =1y (m +: —7—0—— (F——l))
micentras que las de f; (T, X,;) se expresan por cl operador antes de-

9
finido r —.
ar

9. Estudio de la solucion de la ecuacion no homogénea cuando las
condiciones iniciales de Caucuy sobre la hipersuperficie I" son: [u] ,=0
y [wip=0.

Aun se puede pasar mas adelante en el cstudio de las soluciones
de la ecuacciéon de ondas, al tener en cuenta la forma de la funcion
f1 (T, X,), que desarrollada completamente es [1,10] :

£ (T, X)) = / /@) i+
'l/)

ra—nn[i- 3223505+ 0SSt w1 S,

[9.1]
y que en forma abreviada escribiremos :

[i(T, Np) = F(T, X)) + (T —p (X)) & (X)) + ¥ (X).  [9.2]

Teniendo en cuenta la observacion hecha en § 1, podemos consi-
derar la solucion de la ecuacion [1,1], como suma de la solucién de la
ecuacion no homogénea, cuando las condiciones iniciales sobre I' son
[ulr =0y [u,]r=0, y de la solucién de la ecuacién homogénea con
las condiciones generales sobre la hipersuperficie I,
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Consideremos en primer lugar el caso de la ecuacion no homogé-
nea con las condiciones iniciales nulas sobre la hipersuperficiec I'.

En este caso la funcién f, (T, X;) se reduce a F (T, X;), y las for-
mulas resolventes, tanto en el caso de ser n par, como en el de ser im-
par, son exactamente las mismas [8,16] y [8,17] después de hacer el
cambio de f, (T, X,) por F (T, X,). -

In el caso de ser n par, el valor de la solucion u de la ecuaciéon di-
ferencial en el punto (¢, x;) viene dado por la derivada respecto.de { de
una suma de dos integrales, una en V,,.; y la otra sobre I',,. En con-
secuencia, considerando el recinto espacial V', ., limitado por el cono ca-
racteristico de vértice en el punto considerado, ¢l valor de la funcién u en
(t, x;) dependerd exclusivamente de los valores que lome F (T, X;) en los
puntos de un enforno de V, ., que difiera de él lan poco como se quicra.

Iin el caso de ser n impar, el valor de la soluciéon u en cl punto (1, z,),
viene dado por la derivada respecto de / de una suma de dos integrales,
una sobre C,, y la otra sobre I',_,. Considerando, pues, el recinto su-
perficial C,, sobre el cono caracteristico, limitado por el vértice y por
la hipersuperficie I",, el valor de la solucién u en ({, x;) dependerd exclu-
sivamente de los valores que lome I (T, X,) en un enlorno espacial de
C,, y que difiera de él tan poco como se quicra.

Iin ambos casos, el conjunlo de punlos del espacio I, ¥, Ty ..., T, €1
que con scguridad existe la solucion u (¢, ¥y, Xy, ..., x,) de la ecuacion en
derivadas parciales [1,1] con las condiciones iniciales nulas sobre la hi-
persuperficie I', estd constifuido por el conjunto abierlo R, de puntos
que son vérlices de conos caracleristicos que corten a la hipersuperficie I',
stempre que en dicho conjunfo, la funcion I (7, X,) sca regular; y
teniendo en cuenta la forma de esta funcion [9,1], bastard que en cl
conjunto R sea regular la funcién f (T, X)).

10. Estudio de la solucion de la ceuacion homogénea euando las
condiciones inieiales de Caucuy sobre la hipersuperficie I" son: [u (¢, x,)]
=@, () y [u':( 2)]= ¢ (x;). Principio de ITuvcHENs.

En vez de hacer el estudio directamente sobre las formulas [8,16] y
[8,17] volvamos a las [5,3] y [5,6]. I<n ambas, la derivacion parcial respecto
de /, la podemos realizar sobre la integral que aparece en ultimo lugar.
Como en el caso que estamos estudiando es:

[ (T, X)) =(T—y (X)) @ (X) + ¥ (X)), [10,1]

se tendra ;
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;2/:1 fi(@ x4+ a;p(v—t))dv=

¢ (i 0)
= ;j—t /_t [t—y @+ owp(r — )] D(x; + a0 (z—1)) d7 +
v ¢ (we)
+ t V(@ + ap(r-1)dr. [10,2]
(4z9)

Efectuando la derivacion respecto de ¢ en la primera integral del
segundo miembro, y después una integracién por partes se tiene:

d% /-t [t—y @ + wp (z—1)) P (2, + 00 (v—)dr=

i 0)
11
=/ D (@, + o0 (r—1) dt [10,3]
T (n0)
Analogamente, parala segunda integral resulta :
J 't ) 7
S| Pt ase—dr=(1— ’(“’”)‘P(r Fap(i—10).
ol /.
* ¢ (i0) [10,4]
Distingamos los dos casos correspondientes a n impar y a n par.
Caso I : n par
La solucion de la ecuacion diferencial serd en este caso [5, 3]:
d oy d o o o o
,'” ey Uy ————————”—_ Y - 2 d
u(l,ey, e x,)= o= 2,)"‘0 / \/1_0{1 — -oc,,’da"o / P(9 P) p

: . da,
¢(x +a1,p (T—t)) d7:+ s
'/:('xlo) Z)”2 g, ,/ ’\/1-—0(.1 T eee — n2

-2 ol 0 [ (o) [10,5]
2__ 2 il e _ .
d@,, 1/ PO — )T ( Y >‘P(T ko m(l fH)dp.

En virtud de [7,4], [7,7] y [7,30", el primer sumando se desarrolla
en la siguiente forma :

1 1 r iy o ot
s | e T (6°—972 f’
(11—2)1120‘,,/En\/l_alz—..— 2d6 60— 1/ g P) ’

/ B (@, + a0 (v L)) dr +
i

1 (o)

L1 W_"_%l"_fi_[u,, A2 )q>p P z( )(t@r)]

o=1
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y a su vez, el primer término de la suma anterior se transforma facil-
mente, después de invertir el orden de integracion, aplicando la rela-
cion [6,3], y asi se tiene:

1 doy ... da o" n—2
— — e — 62— 2 0
(n—2)112 Un/}i‘,,'\/l—mlz—--—m,,zc)ene-_-. | P( p?) 2 op
:
D (x; + ap (v-1) dr =
" (o)
1 1 doy ... do, on—i n—e- o
~moms, | e | s [ T o e o
" 17— e —

[10,6]

Ahora bien, de mancra analoga a como sc reducia el operador [7,4]
a un polinomio [7,7] en las derivadas sucesivas, se reduce el operador

Lo [r@—ramd
OINE 3 2 plm—p%)" p)ap
@HEIT |

a un polimonio en las derivadas sucesivas de G () respecto de 7. En

efecto :
1 J2A+1 /-r ]
st | PP —e) G de =
@iz ar¥rl [

A v
., 0 0 |
=T E——l AT ;)-?, G (T) =T ]I/ (T 5;) G (T), [10,7J

donde los polinomios 11, (7) = Z ay,t" verilican la ley de recurrencia

Hy@) = gr @3+ 14D H,_ () + 11 (@] ¥ 1, =1 [108]

Aplicando este desarrollo a la expresién [10,6], resulta :

/ .. da,
(l’l —_— 2)” Un '\/1 — 0(1 0(’2L

on—1 T n—2 0
BFT./. p(2—p) % D (x; + a,p) dP]_ =
t—1t

d
% [(t-—t) Hys (i) QDF], [10,9]

=—./ \/l—ocl

t—-—t
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y en consecuencia, la solucién de la ecuacion homogénea en el caso
n par sera :

o .o d
=g | G| e M) o
I R T

+t11,,;(,( )qbp %( >(1¢P+at —y )]0.21 [10,10]

Esta solucion se puede expresar por medio de una integral extendida
sobre el recinto superficial I",, es decir, sobre la porcién de hipersuper-
ficie T = y (X, ..., X,,) limitada por el cono caracteristico [7,23], y asi
se tiene finalmente [8,16]:

u(l, ty, .0 T,) =

. _1_ cos m V(T 0>+ % (Xi—w;)* [
Y "
PN o

‘|‘1H%<%)¢(Xz)—1)u»;z< Sre )+ 5w ) — W(X,-»];:l

[10,11]

T(Pyy—H, 2)( )cb(x,)+

‘)

Caso II : n impar.

lL.a solucion de la ecuacion diferencial serd en este caso:

u(f,xy, . ,) =

1 1 a’b—l n--3 P .
=___(n__2)10_/; d""——aeu—»‘ _/p(Bz_pz) 2 (lp/‘@(fvi-{—oc,-p(t—t))dt_l_

(“10)
1 1 or—1 =3 at(a 0)
PR do. ——— 2__p2) 2 i _Md
T2 a,,/sn ""aenﬂg:l/ﬁ p(6°—?) ( )'f’(xﬁoc,p(l f))dp.
[10,12]
I2]1 primer sumando se desarrolla en la siguiente forma :
1 l/ do, 2 (60— T d /(D(m Lo (r—1)) dz
(n—2)! 0udSy "&0” Ly P P P 7 if

o)
LRV P ( )@ (a);qs
o), ‘";* P Galsg) ()

y a su vez, el primer término de la suma anterior se transforma como
en el caso anterior, obteniéndose :

o=1
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11 gn—1 6 L
(n—_ﬂ‘Z)er—_/s‘ do"é_ﬁ”—‘10=1/o p(62—p? ® dP_/CD (;+op(r—10))dr =

t (%)
: 1/d A S d j 13]
= =2, Js. Oy 51’1——2/;“7 —p?) 2 O (v;+op)dp f_t[lo’ ]

Ahora bien, considerando el operador

e P 6
e pT—p pyap =
@A 1) ovor |

2

;I ’ v oY
=1 2 byt Fpe G(x) =1K; (r a%_) G(z), (M) [10,14]
. v=1

2
donde los polinomios K; (r) = > bs, 7" verifican la ley de recurrencia,
v=1

‘ 1 , .
K; (7) = Y| AL 149K, (@) +tK—1 (@), v K,(z) =1,

se tendra como solucién de la ecuacion homogénea, en el caso n impar,
la férmula siguiente :

1 7 - 2\ .
ll(t’ Ly eeny xn) =-;- / (lG'n [l (Qn_—_:;'—Ku——‘;> (%) ¢F +

nJS n

2] o\[- al ... . . .
LKy (a—p-) @p—os (vg-‘;)(z O SV wF)]Q.:l [10,15]
IExpresando esta solucion por medio de una integral extendida sobre
la variedad n — 1 dimensional I',_;, obtenida como interseccion del
cono caracteristico [7,23] con la hipersuperficie T = p (X, ..., X,))»
se obtiene finalmente [8,17] :

1 cos . . (9
Uy, ) = G./; e [7 (Q%J_R—Ix,,_;j)<a—p>¢ (X)) +

P . ON[rn o von 0T .
+ th;;;.(@@ () — 0oy (2)rowy+5re)—v (X")ﬂ‘_fi’;‘“

[10,16]

Se ha de hacer notar una diferencia fundamental entre la solucion
de la ecuacidn homogénea de ondas correspondiente al caso n par, y la

() Cir. R. CouranT y D. HirpErT. — Lug. cit. pag. 393.



44 E. Linés

correspondiente al caso n impar. En el caso de ser n par, la soluciéon
viene expresada por una integral de superficie sobre I', dependiendo
exclusivamente el valor u de la solucion en el punto (¢, z,, ..., x,), de los
valores que foman @ (X,;) y ¥ (X;) en I',,; es decir, de los valores de las
condiciones iniciales sobre la porcion de hipersuperficie I' interceptada por
el cono caracteristico de vérlice en (f,x;, ...,x,). En el caso de ser n
impar, la solucién viene expresada por una integral sobre la wvarie-
dad I',__4, dependiendo exclusivamente el valor u de la solucion en el
punto (¢, x;, ..., x,,) de los valores que foman @ (X,) y ¥ (X,) en I'n—1;
con mas precision, el valor de la solucidn en el punto (¢, x, ..., ¢,) depende
exclusivamente de los valores de las condiciones iniciales, de sus derivadas
y de las de la ecuacién T =y (Xy, ..., X,) hasta el orden conveniente
indicado en [10,16], en los puntos de la variedad inlerseccién de I con el
cono caracleristico de vérlice en (¢, x,, ..., x,) ; no depende pues de los
valores que toman las funciones anteriores en los puntos de I interiores
al cono caracteristico, ni tampoco en los exteriores. Iista notable dife-
rencia en la estructura de la solucién de la ccuacion de ondas, homo-
géncea, en los casos de ser n pary en los casos de ser n impar, se conoce
con ¢l nombre de principio de HuyGHENS.

11. La solueion del problema de CAucuy de la ecuaeion de ondas en
el campo real. — Il método seguido para la obtencion de las féormulas
resolventes requiere la hipotesis de la analiticidad de las funciones
(), @o(x) @1 (x;) ¥ w(x,); sin embargo, las formulas resolventes
obtenidas tienen también sentido cuando se debilitan estas hipétesis
tan restrictivas. Limitandonos al caso de ser n impar (del cual, como ya
indicamos [4,8], se pasa facilmente al otro caso) se observa que la for-
mula [5,6] no sélo tiene sentido cuando las funciones f, g @1, ¥
son analiticas, sino en el caso general de ser la funcién

: _[t fr (& ; + o0 (1)) dv (11,1]

t (ot 0)

—1 . . .
—5— veces derivable respecto de p, con todas estas derivadas in-

tegrables respecto de las variables «; sobre la hipersuperficie

a2+ a4 ... + a2 =1, y tal que estas integrales sean derivables res-

n—1
veces de-

pecto de {. Ahora bien, para que la funcién [11,1] sea

rivable respecto de p, basta que existan todas las derivadas parciales
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—1
de f; respecto de X; [7,25] hasta las de orden HT, y que estas sean
continuas, y por otra parte que la funcién £ (p) definida por
1=y @+ epl—1) [11,2]

1 o
sea derivable veces, para lo cual basta la continuidad de las de-

2

2
ya se indico, que T = y (X;) no es tangente en ninguno de sus puntos
a ninguna generatriz del cono caracteristico. I.uego, supuesta la exis-
tencia y continuidad de las derivadas parciales de f, (T, X,) hasta las

rivadas parciales de p (X;) hasta las de orden -

, supuesto, como

de orden I—I—+—1

— respecto de X, y de primer orden respecto de 7', en un

. . . n+1 .
recinto espacial G, asi como las de orden —:I)—— de y (X;) en un trozo

I" de la superficie real T = g (X,) interior a G, resultara que la formula
[5,6] tendra validez para lodos los puntos de G que sean vértices de
conos caracteristicos que corten a 1" en el inlerior de G.

Si desdoblamos la funcion f, (T, X;), aun sc pueden precisar mas
las condiciones de derivabilidad necesarias para que la funcion u (¢, 2;)
esté definida. En cuanto se refiere a la funcién f (T, X,), segundo miem-
bro de la ecuacién no homogénea, las condiciones indicadas subsisten,
pero en lo referente a las otras funciones resulta que teniendo en cuen-
ta las relaciones [10,3] y [10,4], para la existencia de la funcion, nos

bastara admitir la continuidad de las derivadas de orden n—1 “de las

funciones @ (X;) y ¥ (X;), mientras que para la funcién T =y (X))

. . : . n-41 .
serd necesario suponer que dicho orden es el — — en virtud de [10,4].

Ahora bien, teniendo en cuenta la forma de las funciones @ (X;) y ¥ (X)),
resulta que deberemos aceptar la continuidad de las derivadas par-

n+1

2

ciales de orden

para las funciones ¢, (X;) ¥y ¢; (X;), ¥ la conti-
nuidad de las de orden - _l_ 3
Si ademas, ha de ser la funcion u solucién de la ecuaciéon en deriva-
das parciales [1,1], habrd que suponer que existen las derivadas par-
n—
2

para la funcién y (X;).

1
ciales continuas de f (T, X;) de orden + 3 respecto de X; y de
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tercer orden respecto de T,y las de orden n__—-_l + 3 de @y () ¥y @1 (X)),

y finalmente las de orden ©

+ 4 de p (X;), con lo que quedara ase-

gurada la existencia de las derlvadas parciales segundas de la funcion
u (). ()

Queda por contestar la pregunta de si cuando las condiciones ini-
ciales cumplen estas condiciones de diferenciabilidad, la funcion u (¢, x;)
dada por la férmula [5,6] verifica el problema de Caucuy planteado.
I.a respuesta es afirmativa. Aparte de la comprobacién directa de la
solucién se puede justificar la afirmacién teniendo en cuenta las si-
guientes consideraciones. La férmula resolvente [5,6] o [7,31] no es
mas que la expresion de una dependencia funcional tal que a cada sis-
tema de funciones f, ¢ ¢, ¥ w le hace corresponder una funcién
u (t, v;). La féormula [5,6] es pues la expresion de un funcional
mixto y real

u(l,x;) =FI[Lx,f, e o p] [11,3]

definido en el campo real, para aquellas funciones que verifican las
condiciones de diferenciabilidad siguientes: la funcion f (T, X;) tiene

n-+1
2

derivadas parciales de orden respecto X; y de primer orden res-

pecto de T, y todas ellas continuas ; la funcion y (X,) tiene derivadas

parciales de orden I _i— 3 continuas ; y las funciones ¢4 (X;) ¥ ¢; (X))

. . n - <, .
poseen derivadas parciales de orden también continuas. Natu-

D)

ralmente que este funcional también estd definido para las funciones
analiticas, incluso de wvariable compleja. Ahora bien, supuestas las
variables del funcional funciones analiticas, sabemos- que el funcio-
nal verilica la ecuacion en derivadas parciales dada y las condiciones
iniciales impuestas :

(-3 ) F =t
Fly (@), T f> 9o @1 1= (@) Fi[(@:):%05fs 0 o1, ] =1 (). [11,4]
Ahora bien, si consideramos las sucesiones de funciones

fis @ois @1,i5 Wi» (i=12..)

(1) Lvidenlemente las condiciones indicadas no son las minimas.
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convergentes uniformemente hacia las correspondientes [, ¢, @, ¥ v,
y ademas suponemos, que tanto las funciones de las sucesiones como
sus limites verifican las condiciones de diferenciabilidad indicadas en
la definicion del funcional F, aumentadas en dos unidades, poseyendo
ademas las tultimas derivadas parciales continuas, entonces dada la
estructura del funcional F [5,6] se tendra :

F [t, .’l‘i, fs Pos P15 ?/1] =11Lm F [1, 3‘,‘9 /1'5 Po,is P1,is 1/)1':'5

R S
2 5] T 1% o s p] =
n

. [o% o2 -
=111¥H.:1°(ﬁ—2£?) F [t, xj, fis @0,is P1,is w,] [11’5]

y lo mismo ocurrira con las condiciones iniciales.

Dadas las funciones f, g, @; ¥ v que verifiquen las condiciones de
diferenciabilidad que se acaban de indicar, formemos cuatro sucesio-
nes de funciones analiticas (por ejemplo, polinomios) que aproximen
uniformemente tanto a las funciones dadas como a sus derivadas
hasta el orden requerido; por paso al limite de las identidades [11,4]
correspondientes a las funciones analiticas, obtenemos las identidades
para las funciones f, ¢, ¢, ¥ y consideradas.

12. Resolucién del problema de Caucuy sobre una hipersuperficie
cualquicra en la ecuacion de los telegrafistas :
2u % 2%u .
——2—-——2———2—...-—-—2—11 =]((l, ﬁ‘], ...,.T”). [12,1]
at oxg  oxs ox2
Como condiciones iniciales se tomaran las mismas [1,3] y [1,4]
consideradas para la ecuaciéon de ondas.
Aplicando tres veces el operador I a los dos miembros de la ecua-
cion anterior, se obtiene la ecuacién integrodiferencial

u— D'BRu—Pu=1If (1), (12,2]

i=1

que compendia la ecuacién dada junto con las condiciones iniciales
propuestas, y en la cual la funcién f, (z;,f) es la dada en [1,10]; y
como entonces, se ha representado por u la funcién

; -
u =/ u (r;, v)dz, de donde resulta u = i—Ltl
v
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I.a aplicacion del cilculo de operadores nos conduce a la férmula

u=

1
[1—«312—322__,,_B 2__12[f1 (xist)], [12,3]

de la cual se deduce que it vendrd dada por el producto proyectivo

_ 1 ]
"= { l—o®—o?— ...~ 2 — ?m} AP (o smmsoni), [124]

donde p («;, 0tgs «oos &, ypq) €s la indicatriz proyectiva, resultado de
1

1+°(1B1+"'+°(11Bn+“n+11

es decir p (og, 0gs «os 0,y Gptg) =

aplicar el operador

a la funcion I f;, [2,4];

1
I
1 + HE B2+ + o, Bn + n--1 I

I

La funcién p (e, ..., ®y41) S€rd por consiguiente, la solucion de
la ecuacion en derivadas parciales

op

op
ot

o mnp=h [12,5]

0
—Jrf/.lg':]g"l—{—...—l—ot

que verifican la condicion inicial pp = 0.
Iista solucion es precisamente (%) :

-

L
POy ves Oy Gnts [y Xps e s 1) =/ etn (=0 f (g, x, + o, (v—1))d7
) [12,6]

donde [ («;) tiene el mismo significado que el indicado anteriormente :
coordenada / del punto de interseccion de la recta [2,7] con la hiper-
superficie I'.

Caso I: n par.

Cuando el numero de variables x; es un nimero par n, el producto
proyectivo [12,4] se referird a n 4 1 variables «; y entonces deberemos
aplicar la expresién del producto proyectivo en el caso impar [4,7],
y asi se obtiene como solucién de la ecuacién diferencial propuesta,
la siguiente :

(") CIr. I.. FANTAPPIE. - Risoluzione in termini finiti... pag. 955.



Resolucién en forma finita del problema de Cauchy 49
&

" @ v, 1) = 9 _1—‘ 1 i o (6 g2 11;2‘1
1w —31(11—1)!0” +1 ./S1x-lin+jmo=1/ ° ~p) °

/.t e %@ (t—t) fl (’L' xX; —|— o0 (T—-l)) dTa [12’7]
t

t (o)

donde S,y; es hipersuperficie esférica o2 4 ... + a2+ 2,12 =1,y
d 6,44 el elemento diferencial de area sobre la misma.

Poniendo 1% = oy% + . + ... + «,2, se le puede dar al elemento di-
ferencial d ¢, la siguiente forma

n—1 .
doy, =1 _drdao, [12,8]

V11

representando do, el elemento de area sobre la hiperesfera o2 4
+ o,® + ... + «,% = 1. Por tanto, la integral

13
/° doﬂwj' ecun o0 [, (7, 2, + oyp (7—1)) d T
sn‘|‘1 i

t(c;0)

se transformara en la suma de las dos integrales siguientes:

1 pn—1 . t 1-7 o0 (t—
[ o, ng/ VT s o op (r— ) dT 4
M \/1~12 t_(a o)

o Su

1 dr —V1-rol(r-1)
+/d%/ ‘ fo (5, + oy (5 — 1)) d .
n 0 Vl— a;o .

ComoZ(oc,.p) y fi (v, x; 4+ o;p (t—1)) no dependen de r, se podran
invertir las integraciones respecto de r y de 7, y se obtendri :

1 VT (-1 — V1= (-1
/ dcr,,/drfl(rl'r —|—a,p(r—l))/r"'1 ¢ i dr
)

/1__ 2
(«i0) v 1 I

La solutién de la ecuacién sera pues finalmente

-2

u(x T ‘i)-- 0 2 d o /0 (62 2)an
10 Bps “az(n_z)uza,,_é g, , S, PYTE)

L+t Ch (\/1=12p (z—1)) dr 12,9
dtf, (v, x; + a;p (v—1)) " 2
fen s G,

4 — Collectanea Mathematica.
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Caso II: n impar.

En este caso habrad que aplicar la expresién del producto proyec-
tivo [4,3], cuando el numero de variables «; es n + 1 impar, y asi
se obtiene como solucién de la ecuacion diferencial, la siguiente :

o 1 dtxl--,dotndan—{—l
u (xl’ s Ly t) Y I TT S
dt (n _ 1)” U71+1 En+1 '\/1—&12—--—“”2—“;214»1
on+1 0 o =t b ageio (z-1)
s, [ - s [ (& it agp e—0)dr [12,10]
6=1/o T(ou0)

donde E,.; representa el interior de la esfera n 4 1— dimensional
o F oo+ o+ anpy < 1.

Indicando explicitamente la integracién respecto de la variable
®n+1, la integral

do, ... do,, dot, 14 t —t
12 - n: 2 /eawg U (@ 4w (t—1) de
Eyn '\/1——0{1—...—0c,',—an+1 't_(die)

se transforma en la

¢ 1 Vi-r en+1@ (t—1)
/da”/dt fi (3, & 4ap (T—t))/l‘"—l dr/ —— dty41.
Sn ? (xz0) 0 Y \/1‘”—%“

Ahora bien, haciendo el cambio de variable a, ;= 4/1— 12 sen ¢ en
la ultima integral, se tiene

Ai-r e (=)
——du« =
/ '\/1 5 5 n+1
MERVETT — I — Oy

o'y

e\/ 1—72 o (t—1) sen @ dt’p —

N.]a

2n = —_—
=%/ e\/l—r Q(T_t)senwd(p=%J0(i'\/1——1'29(1—-1)),
0

donde, como es costumbre, J, representa la funcién de BEsseL de
orden 0. La funcién J, (i 4/1—r2p (v—1)) serd real, ya que J, es
una funcion par. .

La soluci6on de la ecuacién propuesta serd finalmente

{ i ! /d o ? 62 2nT_1d
N (A )=§(n—1)!an,‘s" c, a6"+19=1/; p (02— p?) p

/‘d'r f (2, + op (v — t))/lr”—1 Jo i/ 1—r2p (z—1))dr. [12,11]
£ 0 »

(2:0)
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CAPITTLO II

CASOS NOTABLES DE RESOLUCION DEL PROBLEMA DE

CAUCHY EN ECUACIONES Y SISTEMAS EN DERIVADAS

PARCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES Y DE TIPO
HIPERBOLICO

13. Productos proyectivos en los que una de las funciones del mismo
es par respecto de todas las variables. — Cuando una de las funciones
de un producto proyectivo, s6lo depende de las potencias pares de las
variables, se puede reducir su calculo al de otro en el que se substituyeA
dicha funcién por la obtenida cambiando las antiguas variables cleva-
das al cuadrado por nuevas variables.

In primer lugar, se ha de advertir que como en la serie que define
el producto proyectivo [3,4,] aparecen multiplicados los coeficientes de
términos semejantes, si el desarrollo en serie de una de las funciones
s6lo consta de términos con potencias pares, los tinicos términos del
desarrollo en serie de la otra funcion que intervendrian en la construc-

cion del producto proyectivo serdn los de potencias pares.
. Sean las funciones p (¢, a3, --.s @2) ¢ ¥ (ey, gy -..r @), €n donde se
ha puesto de manifiesto la dependencia de la [uncion p respecto de los
cuadrados de las variables. Se trata de calcular el producto proyectivo

Po=p (o ad s 03) A Y (25 gy vy ). [13,1]

En virtud de las propiedades de la indicatriz proyectiva (1), se Siene:

1
P (od 0B, woos ) = T 4D (sl oy l), [13,2]

Ladly + ... + a2t

y substituyendo este valor de la funcién p (@2 ..., «2) en el producto pro-
yectivo buscado, se tendra

: @y ]_
1+a%t1+"'+0(,2,tnay Olps »ees Oy) | =

1
ey S (%5 ens ocn)]. [13,3]

1 —oadty— o —

P—p i) h|

=Pp (——'tl’ ""_'tu) %[

(*) L. FaNTAPPIE. — L’indicalrice proiettiva..., Lug. cit., pag. 194.
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En el caso particular de que la funciéon y («, ..., «,) fuera de ma-
nera explicita funcién par respecto de todas las variables, es decir :
Y (g 5eees &) = U* (e, ..., a?), la expresion del producto proyectivo aun
se podria dar en forma maés simplificada, ya que entonces seria :

1
P = p ('_ tl’ ""—tn) % [_7— % y* (a%tl’ ey OC12Ltn ] =

1— «?
1
=Py ly) § | ——— 29* (—afty, s —aft,) | [13,4]
1—'2 0(,;2

Claro es, que dada una funcién y («y, ..., ®,), cuando es analitica,
-es facil construir la funcion y* (a3, ..., «?) obtenida suprimiendo en la y
todos los términos que contienen alguna potencia impar de las variables.
En efecto, la' funciéon y* es:

1 < -
l]* (O(%, srey (1,21) = Qﬁ Z .I/ (61 S TIRLED 87: U'n) (13’9]
donde ¢, = -- 1, y la suma esta extendida a todas las disposiciones po-
sibles de los signos mas y menos.
1
Como el producto ti funcié . .
omo el producto proyectivo de la funcién g p—r

por y* (a} 1y, ..., «21,), ya se ha calculado en forma de valor medio sobre
una superficie esférica real [3,16], [3,20], de la funcion y* (x,;2{,) trans-
formada de la y* («,%{;) por medio de los operadores [4,2] y [4,7], se ten-
dran como expresiones del producto proyectivo propuesto, las dos si-
guierztes que corresponden a los casos de ser n par e impar.

Caso I : n par.

P=pem%[ :

Mwﬂﬂ#@]=
2 (27)2 " Sun

=po—m%[ ln/dmﬂymvm]. [13,6]

2 (27'[)‘_!. SSpa

Noétese que los radicales cuadraticos que aparecen en 7 (x;4/%;), pueden
tomarse con cualquiera de sus determinaciones, ya que como hemos
indicado, los términos que los contienen se anulan en el cilculo de la
integral sobre S, ; ;.
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Desarrollando la funcion j («; \/Z;), se tiene:

I B or 0 12 ~
= —L, ZaN —_— 1A 2__p2) 2 ; t~J d .
P p( l@) t [(n—l)! 0,”_1_1. S:i_g”"rlaen 9=1/0p (6 P ) y(mt\/ 1{) P]
[13,7]
Caso II : n impar. '
P=p () A[—l—_— [ do, 7+ <afti>] -
9 (271)~2— S Sn

—p(—t)b [—1— / do, 7 (a; \/t‘,-)] [13,8]
22 ) 2 %

donde, como cn el caso anterior, los radicales 4/Z; en j (2;4/1;) no

influyen en el producto. _
Desarrollando la funcién §j («; 4/Z;) se tiene:

n—3

Pepiys| L 1 [ge 2" /6 02—p2) ° y(o,0/1;p)d
p( 1) t (n__z)‘a S O'”C)G”"'le;1 Op( {‘) y(“;‘ p)ap |-
: [13,9]

14. Estudio del producto proyeetivo :

1 .
P = 0 0 @Y (@ e ) (14,1]
(I—2Za¢?e®)(1—Xb2e?
Aplicando la formula [13,3] se obtiene:
: 1 1
D A A
I [l—aﬁtl——...—aﬁtn R ACTR ocn)]

- " n ¢
(1—Xafe?) (1-2b2a?)

o bien, en el caso de ser n par
I RV \/t”l da, ... da,,.
[14,2]

1 1
n n n :
(27Z)§ (1+2ai21i) (1+2b12t1) E, \/1 i a% — . — Oy

P =

Ahora bien, el producto proyectivo [14,2] respecto de las variables ;
es precisamente la media proyectiva () de la funcion

. g (o(l '\/a, ceey Uy '\/t_n) dotl v da [14,3]

F(ty, . t,) = Y/ G —

(1) L. FanTAPPI&. — L’indicatrice proiettiva..., Lug. cit., pag. 234.
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, entre los dos puntos (a3, ..., a2 y (b ..., b2), cuya expresion es:
M (a2 b%) F = F (a3 +
+ ”Z_Ll'bﬁ’/: F, (0347 (a2 —b3), ..., b2 + 7 (a2 —"bﬁ)) d‘r [14,4]

Se tendra, pues, como valor del producl'o proyectivo buscado :

1 d . do,

P= : y (a; o) +
1— ve— o2 [
(2%)) En \/ n
b,%o, -
/ 2\/1, 2—|—7:°Za b—g) O'1 \/b1+'5 (@3—b03), ...yt ‘,/b 217 (a2— )] .
=1

[14,5]

.Casos particulares. I.-— Supongamos, en primer lugar, todas las a;
iguales a la unidad, y las b; iguales a una constante k :

4 =dy=..=0q,=1; by =b,=..=0b, ="

Ln este caso, los dos puntos (1,1, .., 1) y (k% K2 ..., k?) estan ali-
neados con el origen, y la media proyectiva de la funcion F (¢, ..., t,) es:

k2

MOI)F = ) — g F (2 1) [146]

y el producto proyectivo propuesto :

1 A
L7 y (‘xli sy U‘n) =
(1—2.02)(1——21‘2 %)
T s ) —_— 2 u .
_ 1 ”/ 7 doclz... da,, : 7] (oc,)1 lckg; (kety) [14,7]
5 JE — ] — . — O -
(27‘5)2 E, 1 n

II. Si ademéas de todas las a; fueran todas las b, iguales a la uni-
~dad, la media proyectiva anterior se reduciria a la media proyectiva
de la funcion I (4, ..., ¢,) en el punto (1, 1, ..., 1), y el producto proyec-
tivo buscado

1
- a % y (0(1, L] O('n) =
(1—Xa??
1 dal “es da

— " 5 (@) + 3 o i, (). [148
el v LAEREA
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Férmulas andlogas a las [14,5], [14,7] y [14,8] se obtendrian en el
caso de ser n impar: °

I1I. Consideremos finalmente el producto proyectivo

1

R (e e o e e

% Y (a5 o 02g)  [14,9]

que en virtud de [13,8] se transforma en

1 1

- N 7 7 7 7
P G (e 1) (@G ) /s,y oVt 2z V33 Vo) dog

donde S, representa la superficie esférica o + a2 + of = 1.
La media proyectiva de la funcion

F(ty, 1y ty) = ./s. y (“1 \/1_1’ 22 \/t_z’ o3 \/rz) do,

- entre los dos puntos (c% ¢% a?) y (a? a?, a?) es
MF = F (a2 a?, a?) +
1
4+ / dv[2F; (¢ + 7 (a® — ¢?), @ 4 7(a®— ¢?), a®) + ¢*Fy, + a®F,) =
0

@2 F (a2, a2 a?)— c2F (¢, c2,a?)
2 2 +

1
/ a®F;, (2 + 7 (a2 — c?), 247 (a@— ¢?), a?) dr.
0

IZ1 valor del producto proyectivo buscado es pues:

p =l_ ' das[y (aoy, aoy, ag) a®—7 (coy, Coy, aog) €2

TTJ S, a? — 2
0“3 a,_ ’ 1 0
+ 2 2 U o, (04, otgll, otza) udu | [14,10]

- c
15. Estudio del produeto proyectivo : .
1 2 15,1
Pt eV erop o) [15]]
4

Otra aplicacion de la propiedad demostrada en § 13 es el calculo del’
producto proyectivo anterior, Aplicando la féormula [13,3] resulta:
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1 1 -
P = n % [ n % s (ai)J =
1—32 11— a2

! e[ L y<a,.vzz>], [15,2]

1—3t2 [1—3«2

quedando el producto proyectivo reducido a dos sucesivos de la forma
estudiada en el capitulo primero.
Si n es par se tiene:

/' 1. dl, 7] '1]\//1, . at”\/tu
(2n>" \/1—12 ) O e S L

[15,3]

donde E’, y E, son los recintos esféricos n — dimensionales
G483+ .. +122<1,ya?+ af+ ..+ a2 <1 respectivamente, y la fun-
cion § (a;4/45 - 2,4/1,) se puede calcular aplicando dos veces suce-
sivas el operador [4,2] a la funcion y (a;4/%, ..., ¢,4/1,) es decir :

T = — 2 2 [ T
o i on—2 (11_2> d ae" 9’”6"—‘-1 0 e ( —F ) e
9

[ v @ — e T ay a7, [15.4]

Otra forma del producto proyectivo [15,1], se obtiene tomando como
nuevas variables\/Z; y 4/p’

on+1 1 on 9 2 2 T ,3 ’ rq 112—2
P S 30 - /“0‘“ %, by T

1,dly ... di, / y (lipp’) do, ... do [15,5]

/ \/ 2” ’E’liz

donde las integrales cstan extendidas a los recintos espaciales n di-
mensionales limitados por las superficies G, =# 4 3+ ...+ (2 —1=0
yE,=a}+ a2+ ..+ 02—1=0. ’

En el caso de ser n impar la expresion del producto proyectivo es

1 e -
P = W_/S"nda n / y (dl'\/ll, cvey d"’\/tn) dG'”, [15,6]

v n
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donde las integrales estin extendidas a las hipersuperficies esféricas
S,y S,, cuyas ecuaciones son tz—{—t +oF2=1yadtad+...4af=1
respectivamente, y la funcién § al\/ by oees a”\/ t,) resulta de aplicar
dos veces el operador [4,5] a la y (2,0/1;, ... ,0/1,)-

Casos particulares.

Tiene interés el considerar las férmulas del producto proyectivo en
los casos n =2 y n = 3.
Si n =2, la férmula [15,3] se transforma en la

P— _1_ di, di, y (o'.]f\/il, 0'.2'\//2) do, do, [15,7]
4]!2 E':V )

1—88—8/i, /1 —o03—o03

donde la funcion § (e4/75050/1;) desarrollada en seric es :

DACRVRERVINES
=2 3 U i F A Dy a2 (V)" (/)" [15,8]

0 7,,7g

cuyo valor se puede expresar muy sencillamente por medio de una de-
rivada segunda, ya que se tiene:

L 1 - .
7Vl a/B) = 53 [0 (/5 6, 00/50)-0%). [15.9]

El valor del producto proyectivo serd por consiguicnte :

_ 1 dt, dt, 6% (o/4, 6, 21/, 0)
T8 s Tt e, A1 —af—ad

do, da,. [15,10]

En el caso n = 3 la formula [15,6] se transforma en la siguiente :

P= 3%2 : 020" / o / 62y (a,0/7, 6, ap\/ I 6, 2\ /F; 0) do,.  [15,11]
16. Resolucién del problema de Caucuy en la eccuacion on deriva-
das parciales :

otu otu
_c)—l_z — 2-’ d’L f(t’ xl’ sy .'U”)- [16’1]
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Para simplificar, supondremos las condiciones iniciales dadas sobre
el hiperplano { = 0; sean éstas:

[5’—”] o @) (r=0,1,23). [16,2]
oy

Aplicando los operadores [1,5] y [1,6], la ecuacion dada junto con
las condiciones iniciales, se transforma en la ecuacién integrodiferen-
cial siguiente :

u— D' Biu = f () (16,3)
i=1

donde la funcién f; (f, ¢;) tiene una estructura andloga a la obtenida
cn [1,10] aunque mas simple, por haber supuesto las condiciones ini-
ciales sobre f =0 :

1 t
frba)= ;ﬂ/ (—0)'f (v, x) dv 4 By (x,) 4+ Ppa () + 1y (@) + o (X))
/o [16,4]
La solucion buscada se obtieﬁe por el producto proyectivo
o 1 A [ -
uw) =5 | ——24 / h (o + o (e—D) de | [16,5]
1— Z o4 0

=1

Sin es par, la formula [15,3] nos da:

9 1 di, ...dt¢
u l, ;Ui = 7717 n/ - -
L7 S v
doy ...da, /t? (t, &, + a; /1, (x—1)) dz [16,6]
.E,;\/l—ulz—"’_‘unz 0 e 1 1 | ’

Como ya vimos, la tltima integral de la formula anterior no es mas
que la integral curvilinca

/ (T, x,)dT, [16,7]

a lo largo de la recta
Xl—xl _ Xn""xn

wvi

T—1t=

[16,8]
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entrc los puntos P y ( correspondientes a T = 0y T' = ¢{. Ahora
bien, los cosenos directores de esta recta, que son proporcionales a
Loy A/ 1y eees 0, 4/1,, no son arbitrarios, ya que las variables «; y las t;
verifican respectivamente las desigualdades oy? 4+ o2 + ... + ,2< 1
y 4h% 4+ 6,2 4 ... 4 t,2<1. Si consideramos fijas las #;, el conjunto de
todas las rectas [16,8] estara constituido por las rectas de la radiacion
de vértice (f, x;) que son interiores a la hipersuperficie conica de se-
gundo orden cuya ecuacién es:

n

Z tl X;i—x)? = (T—1)? [16.9]

i=1

Si suponemos ahora variables las {;, pero verificando siempre la ecua-
7

cion X 1,2 = 1, las superlicies [16,9], tendran por envolvente la hiper-

superficie :

4 4
3

& 2 N - o
X—a) " F Xp—2)" + o+ (X, —2,) =T —10" [16,10]

y las rectas [16,8] seran todas las de la radiacion de vértice (4, ;) que
son interiores a la hipersuperficie conica anterior. En consecucncia, €l
valor de la solucién u (¢, x;) de la ecuacién diferencial [16,1] en el punio
@ x5 ..., ;) depende exclusivamente de los valores de f, (T, X;) en los
puntos interiores a la hipersuperficie cénica [16,10] comprendidos cnire
el veérlice y el hiperplano T = 0.

s de advertir, que

k 4 4 +
vl vbp U=V oy Uit Usreb e+ U V120,
116,11
son las ecuaciones tangenciales del cono caracteristico de la ecuacion
[16,1], con vértice en el punto (f, z,):
(X — @)t + (Kp— )t + oo+ (X, — ) = (T — D [16,12]

y por lo tanto, la ecuaci6én [16,10] se puede considerar como la obtenida
cambiando en la ecuacion tangencial [16,11] las coordenadas tangencia-
les por las puntuales, y trasladando el vértice de la hipersuperlicic
conica resultante del punto ((, ;).

Iin el caso de ser n impar, la formula resolvente de la ecuacién es:

e] 1 b= _
) 2 do’ ) A/t (z,—1))d
u(, x,) dl4(2n)”—1/,” a,t'/; do'n/;]‘:l (z, xt—[—oc,\/,(r Ndr
[16,13]
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El valor de la solucién u (¢, x;) en el punto ({, x, ..., ,) depende también
exclusivamente de los valores de f, (T, X;) en el recinto andlogo al
estudiado en el caso n par.

Nolfa. Aplicando reiteradamente el método seguido para el cilcu-
lo del producto proyectivo [15,1] del que se deducia la solucién del pro-
blema de Caucuy para la ecuacién [16,1], resulta un método para la
resolucion del problema de Caucuy para las ecuaciones de la forma.

&
2u n_ 92y

ot ,;

e =ty 2y, Tgy oo s T,) [16,14]
Z;

con cualquicr ntiimero de variables.

17. Resolueién del problema de CaucHy en la ecuacién en derivadas
pareiales :

; o2 i 02
U(Eﬁ— Z a%; m) u=fa, . .x,). [17,1]

i=1

Esta ecuacion es de orden 2k y de tipo hiperbdlico puro. Para sim-
plificar, supondremos las condiciones iniciales dadas sobre el hiperplano
1 =0; sean éstas:

[9_;] = (pm (.’Ul, ceey xn) s (’n == 0, 15 seey 2"——' 1) ’ [17,2]
1™,y T

Aplicando los operadores [1,5] y [1,6], la ecuacién dada, junto con
las condiciones iniciales, se transforma en la ecuacion integrodiferen-
cial siguiente :

k

ZZ(I—Z([,-ﬁB,-z)Iu=I/1 ¢ z,), [17,3]
i=1

i=1

donde la funcién f; (¢, x;), obtenida por un proceso analogo al seguido
en § 1, tiene la siguiente forma :

. 2k-1
h <t,x,>=(217),_/0 (=9 [r)de+ S Up@) (174
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La solucion buscada se obtiene por el producto proyectivo

i
uyz) = - ! A/hﬁwﬁmﬁ—mh . [17,5]
: N ma—zae,n/o

i=1 i=1

Ahora bien, en virtud de la propiedad expuesta en [13,3] este pro-
ducto proyectivo se transforma en el

9 1
u(t,z;) = 37 _ A
IIa+x a.;iz t) !
i=1 =1
1 t 1
Ll—“lztl_"'_a 2t %/{: fl(T’xi+ai(T—t))dTJ’ [17’6]
y llamando
1 ot
r = » i (t—1)dr, [17,7
(tz) 1 — 47'_12 tl s e ang t” f‘%ﬁ fl (T 'U1 —{— o (T )) T l: ]

observamos que
1

k 13

(1 + Z a2t

& F(1;) [17.8]

j=1

es la media proyectiva de la funcion F (f;, &, ..., t,) entre los k puntos
(@ a2 s a,®), (j =1, ..., k), que representaremos con la notacién

M (a;% az? oon ;%) F (G, 1y .00 1) [17,9]
La solucién de la ecuacién diferencial propuesta para n par seri :

1 d
u(l,z;) =—— FY]
(2m)=2

M( a2 a;? ..., a;,7”)

t_ o
/ : doy...da, / I (x, + a;0/L; (x—1) de, [17,10]
E, vV 1_'“92—‘ 2 ’

e 00,% S
y si n es impar la solucién andloga tendrd la forma :
1

E) - -t —
T a1 QM(%%’ a3 / dUn/ h (T,-Ti“l‘”-i\/ti (r—))dv. [17,11]
2(2n) 2 wew 70

u(t,z;)=
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Teniendo en cuenta la expresion integral encontrada para la media
proyectiva entre k puntos (*) las formulas resolventes de la ecuacién
[17,1] se pueden presentar en las formas (particularizadas para k=3
siguientes : :

u () :_1_”6% doy 2 do. :
(27?)5‘ E, '\/1—0(1—...—O(n

i 03 _ =
/(: dz [//A‘W/1(T,-’Cri—divaﬁfrF“i%"z‘{‘ai:‘s"a(f—'t»dTldedT.a

3
— az _ -
+Z‘/_/1; 07,97, (T xi+ai\/a?i11+a?k72 (z—1t))drdx,
i<k 2

3

+2/1a171 (@i+ oV G (r— D) dry + 1, (. xi)] [17,12]

0o °T

7

donde Ry es el tetraedro limitado por el plano 7, + 7, 4+ 7, = 1, ¥ los
planos coordenados 7, =0, 7, =0y 73 =0; y donde R, es el trian-
gulo limitado por la recta 7, 4 7, = 1 y los ejes 7; y 7,

En el caso de ser n impar la formula resolvente es analoga a la
anterior, bastando substituir la integral extendida al interior de la
esfera E, por la integral de superficie sobre S,.

Caso particular : resolucién del problema de CaucHyY para la ecuacidn
92 o ) [ O3 N o 3
(Bﬁ_k A) (Tﬂ“’) w=] %) @ [17,13]

Consideraremos las condiciones de Caucny sobre la hipersuperficie
{ = y (x;), y supondremos que son

C)m
[—J-’] — (), (m=0,1,2,3). [17,14]
o™ i _

Aplicando cinco veces el operador I a los dos miembros de la ecua-
cién [17,13] se obtiene la ecuacién integrodiferencial

(1— Y B2 (1— 3 BT = IF (bx), [17,15]
1 1

(*) Véase nota sobre « Nueva expresion de la media proyectiva de una funcién
entre k puntos» al final de este trabajo.

() Cfr. J. P. Korues. — Bull. amer math. Soc. — 1944. — Pags. 842 - 855.
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donde la funcién F (¢, x;) se deduce de la f ({,x;) por un proceso ana-
logo al indicado en § 1 para la ecuacién de ondas. La funcién u repre-

. _
senta como anteriormente | u (7, x,) d7, de donde u = %;f
y
En virtud de [14,7] la solucién de la ecuacién propuesta sera :
u ) = ;t 1 _ dal ... dot,,
(2%)?2 E”\/l—a%—...——aﬁ
1 it Tt
p— [ / F (n ik, =) dr—Ie / F (i ok (v—0) dr], [17,16]
t o # (ko)

en el caso de ser n par. Sin fuera impar, bastaria hacer la substitucion
de integrales indicada en el caso general.

18. Resolucion del problema de CaucHY en el sistema de ecuaciones
de la propagacién de las ondas luminosas en los medios eristalinos
uniixicos. — La forma de este sistema de ecuaciones es ():

o%uy o0 fou, ou
—————azz]u—a2—02—( : H) =gy (X1, %, X3, 1)

o2 1— ( )&:r:zr)xl_dx2 91 (X1, Ty, X3, 1) 1811
o2 u, o [du, odu S
2 _ _a®2Au az_,z_(__}__l — Ty Loy Tasl) .

Y 4 uy + ( ()axl oz, o, 2 (1 a5 Ty, 1)

Para simplificar, supondremos las condiciones de Caucry dadas
sobre el hiperplano / = 0 (el método a seguir es el mismo en el caso ge-
neral). Sean, pues, dichas condiciones las siguientes :

ou ’
Uy (T, g, g, 0) = @, (11, Tps Ty), _a't_l (15 Tgs T30 0) = 1 (T4, X, ),
[18,2]
cou
Uy (215 Tg» T35 0) = 5 (T4, Ty Tg), cJ—t2 (1, Tgy T3, 0) =y (T, Tpy Tg),

donde supondremos que las funciones ¢ y v verilican las condiciones de
analiticidad acostumbradas (§ 1).

Apliquemos dos veces a ambos miembros de las dos ecuaciones
el operador

11
Iz (%), Tg, T4, 1) = / z (T, oy T3, T) A T,
0

(*)  Cir. FLoreNT BUREAU. — Sur Uinfegration des ecuations de propagation des
ondes lumincuses dans les milieux cristallins uniaxes. —Comp. Rendus, 26 de abril
de 1948. — Tomo 226.
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y el sistema propuesto se reducird al integrodiferencial siguiente :

u;—a®(B® 4 By? + B3®) u; —(a®>— ?) (B; ByUy— By? ;) =Gy (¥, 2y, T3, 1),
Uy—a® (B2 + By?+ By?) uy+ (a2 — c?) (B, % ug— By By ) =Gy (T, Ty, T, 1)

(18,3]
donde, como anteriormente [1,6], los operadores B; son
' ¢
B3; z (%), Ty, T3, f) = / 2’ 4 (X, Xgy Ty, T)d T
y las funciones G; y G, serin respectivamente
Gl (xls (l?2, (l?s, t) = I2 gl (mis t) "%‘I ?31 (x1) + Do (*T'i) [18,4]

y Gy (X1, Tgy T35 £) = I2 g (x5 1) + T g () + 90 ()

Por ser licito el calculo simbélico con los operadores introducidos (1)
podemos resolver el sistema anterior como un sistema de ecuaciones
lineales en u i,, y poniendo

1 2

D = (1— (B + B —«® B®) (1— @ (B® + By + ByY)

se tendra

1—a? (B2+ By?+ Bj?) +(a%—¢?) B;?

u (1) = D G, (x;, 1) 4
(«®— ) B, B, .
+ 0 Gy (235 0)
[18,5]
a2 (R.2 2 2 2 2\p 2
uz ("'i’ [) — 1_»_ _a_ (Bl ‘I'Bz —I})B'i )+(a ¢ )B2 Gz (T“ i) +
(@>—¢) B, B,

B,
D 2 Gl (mi’ t)

Estas dos expresiones para u; y u; tiene la misma estructura, pa-
sando de una a la otra por cambio de los subindices 1 y 2. Calculare- .
mos por esto solamente la expresion que nos da u;.

Como ya se indico en §2, el calculo de los operadores anteriores

(1) Cir. .. FANTAPPIE. — Inlegrazione in termini finiti di ogni sistema ad ecua- .

zione a derivate parziali, lineare e a coefficienti costanti, d’ordine qualunque. — Mem.
Acc. d’Italia, vol. VIII, n. 13, 1937, pag. 613 y siguientes.
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aplicados a las funciones G1 y G,, se reduce al de los productos proyec-
tivos siguientes :

u, (,, t)=dit{ 1—a? (o P+ 037+ (a2— c?) 412}4 '/0' Gyt oy (o) dT 4

D (o)
[18,6]
aj(az—c ) oy oty ) la

611WJ /Gz(r,x +o;(r—10))dz

0

Considerando el primero de estos dos productos proyectivos, se
observa que el primer término se puede descomponer en un producto
ordinario de dos factores, y por lo tanto, para realizar el cilculo de
dicho producto proyectivo, se podrd emplear el método siguiente (%) :
primero, se calculard la media proyectiva M (u, 1) de la funcién

1
/ G, (z,2;+ o, (z— 1) dr,
0
entre los dos puntos (u;, ts, #3) ¥ (A1, A, A5) 5 y después, considerados
los dos factores
1

— 22— g (2 2

Aug® —a*(ug® +pg®) Y (A= (2 +2) — @22 (1 — a® (AP + A2 + A52))°

1

en que se descompone el primer término del producto proyectivo, una
vez sustituidas las variables o, por las u; y A, respectivamente, se cal-
cularin sucesivamente respecto de las variables u; y 4, los productos
proyectivos de la media considerada, por cada uno de los factores.
Analogamente se operard con el segundo producto proyectivo de
[18,6].
Tendremos pues

1—c2o.2—q? (a2 2) ] ¢
4 — Dtl(af;(2+a3)f4/ G (724 o, (r—D)dr =

D(ﬂ) (1= —a® (ud+ ) & & M(us 3 / G, (7, ; + o; (t—1)) d.
[18,7]

La media proyectiva entre los dos puntos u; y 4, se obtiene senci-
llamente con las operaciones de derivacion e integraciéon respecto una
variable real (%), y asi resulta:

(*) Cfr. L. FaNtaPPIt. — L’indicalrice proietliva... Lug. cit., pag. 237.
(3 Cir. L. FanTtappPiti. — Idem., pag. 213.

5 — Collectanea Mathematica.
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t -
M (u, 2) / Gy (v 0+ 0, (1)) d7 = tGl (T2, + 4, (v—1))d7 +
Jo 0°
t L 9
+ | ar [;/ 2 G+ [+ 0 ) T — () A0+
0 0 i

LI -
o [ 55 6 ot [0 i) 10040

~1 a
'HLs/ oX, Gy (7, %; + [+ 0 (A, —pp)] [T—1)) ")BJ . [18,8]

Advertimos que las derivadas parciales respecto X; se refieren a
las derivadas de G; en [18,4] antes de haber hecho la sustitucion de
las variables por las expresiones que aparecen en los paréntesis.

Como por la misma delfinicién del producto proyectivo, solo entran
en su composicién los términos semejantes de los desarrollos en scrie
de las dos funciones [3,4], resulta que si una de ellas se reduce a un
polinomio, el producto proyectivo se expresard por medio de las deri-
vadas parciales de la otra funcién en el origen, y precisamente de las
derivadas parciales tomadas respecto de los grupos de variables analo-
gos a los de cada uno de los términos que constituyen el polinomio.
Iin nuestro caso se tienc:

A— 2t —a® (U + 1) & M (u 1) =

1 2 2 2 s
=M (0,2 — ; ((:2 MO ]”fﬂ(gl) + a® d——lfﬂgo’l) + a? a—%}% (18,9]
2

2

02 M (%)

Calcularemos — Yaque las demés se ohtienen por simetria :
1t

o
2

{M (1) / G, (t,v, + o, (v — 1) df] _
a,u' Jo ;=0

it E) 1 9
—2 dz——[/—,a 0, [ 4 0 (A — p)) iz —1 dﬁ] -
s | [ s G et Gt 6 Gl e — 1 0]
dz

e G, (7,7, + 04, (x—1)) do.

— 9 /’dr (z_z)/'l(l_e)

Obtendremos por lo tanto como expresién para el producto [18,9]
la siguiente
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A t
2
I (e, 4) = (1 — 2ud—a® (ud + 1d) oM (u, 2) / G,dt =
JO

= /' tdr'[Gl (z,2,+ 4, (t—1))—

v

1 S 62 do
._(T—[)./(: (1—6) ((? m-{—a 3}?_:2,‘—1_61 Z\,—?J Gl (T,I'C,i—{— _i('l,"—l()) :l

[18,10]
Anilogamente resulta
¢
o, ({, z;, A;) = ((@®— ) py ) lAl M (u, 2) / Gydr =
' AY
" ’ TS 02
=/0 dt(r—t)/‘: (1=0) () s Go (5 2 402 (x — ) dO.
[18,11]
El calculo del producto proyectivo de estas funciones por %};)' va
se hizo en § 14, III, y asi, poniendo L
IN( ey, &) =11 (L, A) + I, (L xy, ), [18,12]
resulta '
1 (T, Tyy Ty 1) =

—171 (173? -/Sa day " (1, x5, ady, ady, ady) a®—I1 (1, ¥, ady, ady, chg) ¢ +
@ 577

+ al3/ 3%’ (4 %, udy, udy, ady) udu’, [18,13]
¢ 943

donde la funcién I/ es precisamente [3,21]

oIl oIl oIl

.]_I'=][+Z'1—()71+225—2_2+23(—)_23’

[18,14]

y S, es la superficie esférica A2 A2 + A2 = 1.

Para obtener la funcién u, (z;, x,, %5, 1), basta permutar en la [18,10]
y [18,11], G, con G, y ¥, con x,. A partir de la funcién Il construida
de esta forma, se obtienc la funcion u,, que junto con la u;, consti-
tuyen la solucion del problema de Cavciy propuesto.
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CAPITULO III

CALCULO DE PRODUCTOS PROYECTIVOS A PARTIR DE

SOLUCIONES PARTICULARES DE ECUACIONES EN DERI-

VADAS PARCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES.
APLICACIONES

19. Cilculo de produetos proyeefivos a partir de soluciones particu-
lares de ciertas ecuaciones en derivadas parciales. — La resolucién del
problema de CAaucrYy para una ecuacion en derivadas parciales con coe-
ficientes constantes, queda reducida al calculo de un producto pro-
yectivo (1) ; veamos que el reciproco también es cierto.

Consideremos el producto proyectivo de la forma

1
{ — - - ‘ILQ f(ag,nay), (ry+ ...+ r,<m), [19,1)
L 1 + 27,, o Ty ay, ..., n U'll annj

que suponemos que existe ; tal ocurre, por ejemplo, cuando la funcién
del primer término del producto, sea regular en un n — cilindro Q,
definido por las desigualdades

|IU“II<PI’ la2l<P2"”’!an’<Pn’

y la funcion [ (o, ..., 2,) sea regular en el n — cilindro «asociado» Q’,
es decir, en el definido por las desigualdades

, 1
s |0, [ <py, = o ®

En todo caso las dos funciones son regulares en un entorno del
origen; y si

1 & "ot
p” = Z,ﬂ s Pryyyry Of ooe O
7, 7.
14 2. P Ory 1y O wee O 0
y
& 7, 7.
1 n
f(dvls ceey O.n) = 2 Fi eees T yr,, s Ty Of oee Oy
. 0
(*) Cfr. L. FANTAPPIE. — Risoluzione in termini finiti del problema di Caucny.
Lug. cit.

(®) L. FanNTAPPIE. — L’indicatrice proiettiva... Lug. cit. pag. 192.
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son los desarrollos en serie de las dos funciones, el producto proyec-
tivo [19,1] viene dado por la serie absolulamente convergente (*)

el
ryl..r,l

Zh: ety (— 1)' _I'.;_— pyl’ e y’l: TR 4 [19’2]
0 i

Hagamos corresponder al producto proyectivo considerado, la ccua-
cién en derivadas parciales con coeficientes constantes siguiente :

" . " o+ it ety z

1; +Z|rl, e r"ar” o n o = f (1131, Loy oo xn)’

ol oT( OXY ... Oy
(rO + ry + . + r, = m)’ [19’3]

en la que, como se indica, todas las derivadas que aparecen son
de orden m, y ¢l segundo miembro es precisamente f(zy, ..., %,), que
no depende de ;. '

Estudiemos la solucion de la misma con las condiciones mas sen-
cillas de Caucuy sobre el hiperplano z; = 0:

0’z
Ll - - oy —1). 9,4
[axo’] %, =00’ r=01, D) [194]

La solucién existira por consiguiente, por lo menos en un entorno
del origen, donde, como se ha indicado, la funcion f(zy, ..., x,), es se-
guramente regular.

Aplicando el operador Iz = / ;(5, Ty, ..., x,) d&, m veces a los dos
0

miembros, se tiene:

m ud
) Zq
243 @near BY B o B 2= @ s 2) =f (@ ) =3, [19,5]

%o

donde B; es el operador B,z = / 2’ (&, ..y ,) dE. Como es licito
0

el calculo con operadores, la funcion z se obtendra por la formula :

)

1 )
2 (@ T o T,) = —; {ﬂ%mwpmf[mm
14+ X, .0r, s, ..r, B ... B

() L. FANTAPPIE. — Idem., pag. 193.
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Ahora bien, el calculo del operador anterior queda reducido al del
producto proyectivo (respecto las a;) siguiente:

Z(Tgy Tpy vees T,y) =
- ! Vol [fe _. ot
1 1+Xa,.., - ol ..ot J . \L 0/ (fbri.‘dl E—2g)s s+, (§—2p)) 77— (n—1)! fjk

que nos da la solucién buscada, que seguramente es valida para los
puntos (%g, 2y, ..., x,) de un entorno del origen.
Derivemos los dos miembros respecto x,:

E; 7 (Tps Tqs voer T,) =

1 '] Em—
—II—I—E(IH,“”,"O(?...OL" /()f(m —I—d (E xO))( l)’

d& L, [19,7]

y transformando el segundo término del producto proyectivo, se tendra :

” 1 331 —1

’ Xy
/f(a,—{—d(ff ro»( 51 06 =1 @ s 1) i
+/p o( n c)i (x + a; (‘S 0)) (_a')> E”l_l df,

ox, (m—1)!

pero como

i, of (x; + o; (6 — g)) "

.1y

d v
&Ef (x; + #; (§— ) =

71 o,
resultara
O [ o () o dE = /(z oy () o d
oz, /, To (m—1)! " m—2)
[19,8]

Repitiendo la derivacion m—1 veces en [1,7], quedard por con-
siguiente :
om 1

,
2 (@ Ty o Ty) = LD f(ry—a@y).  [19,9]
o Lo e Ll + Zar, . 1'"“1’ 7—)sz t ?

La derivada de orden m respecto de x, de la solucién z (24 Xy, -+o» T,)
existe en el entorno indicado del origen, por ser z la solucion; en par-
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ticular existird, la derivada de orden m respecto de x,, de la funcion ob-

tenida haciendo en la solucion z (v, xy, ..., T,), T = Ty = ... =, = 0,
y asi es
" 1 1
—_153(1:0’ O,.“,O): ﬁ( ) r 7 } ['ﬁf(>_' Ly Ty eeny — 0, Ty)0
oy LT+ 2, o, o e 2
[19,10]

Ahora bien, el segundo miembro de esta igualdad, no sélo esta de-
finido para los valores de x, de un entorno del origen, sino para todos
los |2, <1 e incluso para x, = — 1. Que el segundo miembro de [19,10]
esta definido para x, = — 1, lo hemos supuesto inicialmente, y el que
lo esté para |x,| < 1, es consecuencia de venir definido el producto
proyectivo para ¥, = — 1 por la serie absolutamenie convergente [19,2],
seric que también serd absolutamente convergente cuando se multi-
pliquen todos los términos por factores cuyo modulo sea menor que
la unidad.

I.a funcién de x; definida por el segundo miembro de [19,10], es ana-

litica para todo |x,| < 1, por lo menos, y converge para ¥, = - 1;ade-
m

maAs en un entorno del origen coincide con —, = (x,, 0, ..., 0), luego esta
2,

funcion coincidird’ con el segundo miembro en todo el campo de anali-
ticidad, de éste, y se tendrd cn consecucncia

7 Y22

.0 k) ]
xnl-I}T—lt Sa” (%9, 0, ..., 0)= {d_r_o”” z (g, 0, ..., O)] =

Xy=—1

1)
24' LA/(” ’ ""'7';1)' [19’111
L 1 + Z Ay, ..., N 0(:_1 .ee (X.::l J ! )

que nos da el valor del producto proyectivo, a partir de la solucion del
problema de Catcuy, en el caso mas sencillo, de la ecuacion en deri-
vadas parciales correspondiente.

Nota. Es de observar, que el resultado anterior, s6lo ha requerido
para su demosiracion la hipétesis de la existencia del producto proyec-
tivo [19,1], ahora bien, si sc hacen hipotesis mas amplias para la fun-
cion f (#y, ...» %,), no solo se puede precisar mas el resultado [19,11],
sino que se puede determinar un campo en el que es regular la soluciéon
de la ecuacion en derivadas parciales, con las condiciones de Caucmy
propuestas.
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En efecto: la solucion de la ecuacion se puede escribir de la si-
guiente forma :

m—1 1
z (ﬂco’ Ty ees T ) '—/ (ri—l)l 1_|_2 ay,,. '/, O':,”A /(xi_'_“i(f_xo))}

o Vn
y siempre que exista el producto proyectivo

1
o Tn
1+ Zaﬁy.. rp &1 eee Oy

Bf(@;+ o; (E—1,)) [19,12]

existird la solucién, ya que el producto viene expresado por una serie
absolutamente convergente, y el hecho de sustituir x, por § — z, para
después realizar la integracion indicada, equivale a multiplicar cada
uno de los términos de la serie por factores de médulo menor que la
unidad, (el factor xj’—! que multiplica toda la serie, no altera la con-
vergencia). Ahora bien, si la funcién

1
¥y Yn
1 + Y Aryy sy o e Oy

es regular en un n— cilindro Q de la forma
|“1‘<P19 |a2|<92"""“n|<pn}

con tal que f (x; 4 o; x,), considerada como funciéon de las «;, sea re-
gular en el asociado Q’

1 1 1
o | <—, <-,.., L | <—,
| 1| 0 l“zl 0 l”t| 0

el producto proyectivo estard definido. Luego para los valores de

Zy, &y, ..., X, tales, que todos los puntos (X, X,, ..., X,) que verifiquen
las limitaciones

|X —x; 1 .
= < o (i=1,2,..n) [19,13]

pertenezcan al campo de regularidad de la funcién f (X, ..., X,), el
producto proyectivo [19,12] estard definido, y en consecuencia para
dichos puntos existira la solucién de la ecuacién en derivadas parciales.
Si D es la region del espacio X;, X, ..., X, en que se supone regular la
funcion f (X, ..., X,)» ¥ 2, %y, «.., T, un punto cualquiera de D, si

IXi'_"Ti l < r; (l = 1, 2_. ey n) [19,14]
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es un n— cilindro interior a D, el conjunto de valores de x;, en que se-
guramente estd definida la solucién para z, ..., z, fijos, es

|2 | <rp [19,15]

donde rp es el minimo de los ry p;, rypss oo s Ty p,, -
En particular, sila funcion f (Xg, ..., X,,) es regular en un n—cilindro

|x1|<b_}-,...,|x,,|<{§, [19,16]
1

7

donde p’; <p;, tomados un sistema de valores cualesquiera z,, ..., z,
tales que
| 2 | <pl,, (i=1,2, ..,n) [19,17]

7

el n—cilindro |X;—uz;| < p—l,— —-|x;|, pertenecera al [19,16], y por

lo tanto al campo de regularidad de f. Para dicho punto z;, z,, ..., T,
el conjunto de valores de x, en que estd definida la solucion es por lo
menos [19,15] el conjunto de valores de 2, cuyo moédulo es menor o

igual que el minimo de los ntimeros p; ( 51,— EA ):

(2

[x0]<minimo(%—p,- |z (=1,2 ...n)) [19,18]

Estas cotas simultineas de |z,| son funciones lineales de |z;|, y
en general distintas. Si llamamos R al mayor de los p;, r al menor de

los Pp—,’ > 1, y u al maximo de los modulos de x;, la solucion de la ecua-

12
cion en derivadas parciales existirA seguramente para

|z,| <r—Rp [19,19]

acotacion que es lineal respecto de u.

Si se trata de calcular el producto proyectivo para una funcion re-
gular en [19,16], una vez hallada la derivada m — esima respecto de
xy, de la solucién de la ecuacién [19,3], que también sera regular, por
lo menos, en el campo anterior [19,17 y 19,18], bastard alcanzar el
punto zy = — 1, = x, = ... =, = O siguiendo cualquier camino in-
terior a dicho campo.
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Nota. La propiedad demostrada para los funcionales cuya indica-
triz proyectiva es de la forma [19,1], y en general, de aplicacion (}) a
los funcionales de indicatriz racional (funcionales abeloides), permite
deducir propiedades del producto proyectivo, a partir de las de ecua-
ciones en decrivadas parciales correspondientes. Toda transformacion
que cambic una ecuacion en derivadas parciales con cocficientes cons-
tantes de la forma [19,3], en otra del mismo tipo, permitird pasar del
calculo de un producto proyectivo correspondiente a la primera ecua-
cion, el del producto proyectivo correspondiente a la segunda.

Iin el proximo parrafo hacemos aplicacion de este método a un

caso sencillo pero de gran interés.
L]

20. Estudio del produecto proyeetivo de la forma:

S B f (g oos ). [20,1]

a00+2;a17', aI_f > Ap;

1,j=1 z—l

LEste producto proyectivo corresponde [19,1] a la ecuaciéon en de-
rivadas. parciales siguiente :

n
6)2
L
oo Mﬁz i 5nram, T 0 Tagez, = | @ o) (20
con las condiciones de Catcuy

a?’
[ axoL—oO r=0,1,..m—1). [20,3]

La ecuacion [20,2] se puede reducir a la forma canénica por medio
de una transformacion afin de las variables independientes

E,=CpTy+ Cuty + oo F €5, T,s i=0,1,..n) [204]
o bien
T, =Y EO + Vi1 51 _I- + Vin Eu’ (l =0, 1’ cees I'l) [20’5]

La forma canénica de la ecuacién [20,2] sera (%)

c)2.. C)2,-
X9 - d§2 + 1 S5 052 + + n afn F (Sos 515 eeey En)s [20’6]

(*) Cfr. L. Fantarrits. — L’indicatrice proiettiva... Lug. cit, pag. 263.
(?) Dcjamos aparte las ecuaciones de tipo parabdlico.
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donde I (&, &, ..., §,) es cl resultado de realizar en f (xy, ..., ,) dicha
transformacion.

Al transformar la ecuacion [20,2] por el cambio de variables de la
forma [20,4] se obtendrd una ecuacion analoga a la dada cuyos coefi-
cientes a;; son:

n
A;p = Z Cr1Cis s

lL,s =0

que precisamente son los mismos que aparecen cuando la forma cua-
dratica
n

Z A Yi Yps [20,7]

,k=0

se somete a la transformacion afin

yi — ZC”’ 7]1’ (l == 0, l, coey ll).

=0

Tomando, pues, la misma transformaciéon afin que reduce la forma
n

cuadratica [20,7] a la Z %;7,% la ecuacion diferencial considerada [20,2]
t=0
se transformard en la forma reducida.

En particular, si los coeficientes de la ecuacion [20,2] son reales, se
podra reducir a la forma canoénica por una lransformacion real, de ma-
nera que los coeficientes x; sean 4 1.

Nosotros nos ocuparemos exclusivamente del caso en que x, =1,
"y # =%y, =..=%,=—1 que en el campo real corresponde al caso
de ser la ecuacién del tipo hiperbdlico puro. Cuando se estudia la ecua-
cion en el campo complejo también se puede hacer la misma hipotesis,
ya que siempre existe una transformacién [20,4] que la reduce a este
tipo de forma canonica.

El hiperplano x, = 0 se transforma en el

Yo Yoz You
Y
00 Y00 Y00

en el cual tanto la funcién desconocida z, como su derivada parcial
respeclo de &, son nulas.

I.a solucién de la ccuacion [20,6] en estas condiciones, vendra dada
por la féormula [2,2]:
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> |
= [1 —m— i 5,,),], [20,8)

donde el operador I aplicado a una funcién ¢ (&y, & ..., &,) es en este
caso [1,5]:

o
/ @ (v, &, ..y &) dT,

— o Eru ks
y la funcion F, (&) = I?F (&,), [1,10].
L.a solucién en forma de producto proyectivo [2,5] sera por con-
siguiente : ’

1—Sa2| 174

(o Y s ]
z=a§<|——’~_—l4<|/ Fy (v &+ o (s — E) dr | . [20,9]
Ol &o(2%3)
L i=1 ) L J

La funcion {?0 (e, -.-» ,) s la coordenada &, del punto de intersec-
ci6bn de la recta [2,7] :
é:,1_">“:I E’u—su

Elo—Eg=21"31— . =

o Oy

(donde &'; es la coordenada del punto genérico) con el plano
&y =— Yo El— . — You &', y asi resulta:
Yoo Yoo

_ i Voi (Eo i — &)
§0 — 1=1 .

Yoo -I—E.l Yoi %;

Substituyendo F; por su desarrollo se tendra .

z (50’ El’ R En) =

o 1 ) [ [& . 7 )
=z l— 18] /dr/dr'/m”, £+ ai(r— &) dr” |, [20,10]

‘9504 2 r 1 EoJe & r

‘1__ o | So Se ° |

L i=1 J J

donde se ha puesto

1 n
§o=—— Z Yor (& 4+ o (t— &)p))-

Yoo ;=1
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Si en la primera integral del segundo término de [20,10], hacemos
el cambio de variable { = 7— &), se transforma en

4 (Eos E1p v &) =

a 1 1A ) —& &+t
= 55—0 —w l}_ / / / F (‘L'// £ 1+ ;1) dt” [20 11]

J

0——_‘2%1(51‘*“0'0

Se tiene, pues, como solucién de la ecuacién transformada

]r En“szu §o+t
<| - ‘/Odt -/g”oF (T”, E,' + oy t) dt” +
L

N

Yo _/ "4 / F (", &+ o; (B — £0) d7” |,
Yoo + 2 Yoi &i "% %

N
—_————
>

)
donde

& = _Z 7o &+ nlbo— £0)-

Volviendo a las variables primitivas, y haciendo z; =t,=...=x,=0
después de sencillos cambios de wvariables, se tiene

%o 2‘0 Ao :

f ] (
2 (@0 0,0, ., 0) = | 1 o) / (50— Ad) dr L [20,12]
|1 —2Xa?| |70 70 |
L J L J
donde se ha puesto
A=Y+ Vaos+ o+ Viaoy  (=0,1,.,0).  [20,13]
El producto proyectivo buscado [20,1] sera, por lo tanto,

%o %y 4,

Zo_ Zoy

dzz (Z'O, 0)) ( 1 A [ d2 'An Yoo Yoo
—_— =5 R ——— > —;T—-Atdf
82 el [

X o
L i=1

Zp=—1
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que, efectuando la derivacion indicada y simplificando, nos da :

S R R el

dxg . é o2 T ) AoVe0" \do
A
1 T3 Yig 9f (?’1’0 yip ]
Yio OF (Yio(q__ 4 —-'r)dr . [20,14
A4 700 A =1 Yoo 0N 700( )+ 4, JL [ ]

Pero el segundo término de este producto proyectivo, es precisamente el

por la media proyectiva (*) de la funcion f (X;, Xy, ..., X))

entre los dos puntos (ll—i’, M, ...,m> (éh, 4—2, ...,é>; y por lo tanto
Yoo Yoo Yoo 4, 4, Vip

podremos dar como expresion definiliva del producto proyectivo [20,1]
la siguiente ;

producto de

1
AgY o0

1 | 1
n n | /:\/(7'1’ o U‘n) =
| ago + T a0+ X ay; U-,T
L B,i=1 i=1
1) 1 T
= J ; 'LM M <@, 4—’-)/{ [20,15]
\\ 1—3 ,/_in WI Ao 700 Yor o J
L i1 L
Caso particular.
Consideremos el producto proyectivo
]
1
)( ; ; LA f (o, v o) 5 [20,16]
1 1—20'-1;2—‘22(11‘0%-/"
L i1 i=1

la forma cuadratica 720,6] es, en este caso,
y— Xyt - 12 2¢;y;9, =93 (1 + ; a?) — ; s + a: yo)®

1

que con el cambio

o=  Mi=ayy+ U (5 - \/1 + 21] a¢2>, [20,17]

(1) L. VFaNtavpif. -- L’indicalrice proiettiva... Lug. cil., pag. 243.
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se reduce a la forma candnica :

En las formulas de transformacion [20,5] se tendrd, por consiguiente:

Yoo = O y Vio = @; i=12,..,n),
y entonces
AO = 6 y Ai = a; + oK (i = 1, 2, ceey n).

La formula [20,15] aplicada a nuestro producto proyectivo, nos dara

J 1 - IA [ (ogy voos @) =
1——-1201——;2(1 C/,J'
_ [_ln_l AJ 1 M((; 4+ “’)/‘L [20,18]

5 -
1—Y a2 1()
[1=ze) | J

21. Resolucién del problema de Caucmy para la ecuacién en deri-
vadas pareiales :

otu otu ¢ oL
oo 37a +—2: i Sapant T 2 1 o crap =1 an o). 211]

Estudiaremos el caso en que la forma cuadratica [20,7]

n
N |
> ;Y

ij=1
se reduce a una canodnica de la forma #3 —#2—7n%-——...- -n%2 =0 por
una transformaciéon afin
’ n
wl .
gi=2 cam  (i=0,1,...n).
=1

Sean las condiciones iniciales sobre el hiperplano { = 0:

o’u ‘
[ mJ = q’m ('T]’ ceey CC"), (m == 0, 1, 2, 3) [21,2]
o™ Iy .
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Aplicando los operadores [1,5] y [1,6], la ecuacién dada junto con las
condiciones iniciales se transforma en la integrodiferencial

[am + > a,B2BR+ 2 B, ]u — i (L) [21,3]

i,f =1

donde la funcién ¢, (f, x;) se obtiene por un proceso anadlogo al seguido
en § 1, a partir de f(f,z;) y de las ¢, (z,).
La solucion buscada se obtiene por el producto proyectivo

u(z)= jt ! /fl (T, z; + o; (v — 1)) dr,

%r+2ama,a-k2amm [21,4]

=1

que en virtud de [13,3], se puede desdoblar en los dos sucesivos

o 1 A

5[ 1 3
Ao + Z a,,, it ;lao,i t;

17—‘

u(t,xz;) =

1

J; 2 //‘1 (r, %+ 0 (r— 1) dr |5 (21,5]
2 0 I’

L i=1 J

y teniendo en cuenta el resultado obtenido en [3,16] y [3,20], tenemos
finalmente como expresion de la solucién (n impar)

1 o
u(t,x;) = 4(2n)” T30 /do

Loy (Lo, 1/d —t)dr  [21,6
{AOyOOM YOO O-n/ fl (T,'L +01 (T )) T [ ]

donde las integrales estin extendidas a las superficies
S,=+83+.4+82—-1=0,yS,=3+3+ ... +a2—1=0,
Y 7io Y 4; tienen el sentido indicado en [20,5] y [20,13]:

di=yio+valh+ o+ Vil (=01,..,n).
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NOTA

Nueva expresion de la media proyeectiva de una funeion, entre k puntos.
L.a media proyectiva entre k puntos (4;, 4,5 ..» 4;,), i =1,2, ..., k de
la funcion f (%, 0y, ..., 2,) que es por definicion (%)

1

M (A Ay vis &) | =~ A f (o 0tgy evs 00y,
I (1 '|_ 51 2’1’1 + ] }'iz + - %y Zin)

i=1 [n’ 1:[

se puede reducir a k — 1 medias proyectivas sucesivas entre dos puntos.
En efecto : en virtud: de las propiedades de la indicatriz proyectiva
se tiene

1

o1 -
IT (1 o Aoy oo o, Ay

=1

1 A 1 [,2]

= ;8 4

ilzj (1 + ﬂll )'z'l + + ﬂ]n /11'») 1 _i" ﬂ]l O!] + + .Bln %y

de donde

1
M Ay, dgyoes 1) | = = n
']__71 (1 + /3)1 Z‘il + "’+ ﬂ]n lin)

,
{(1 + B+ -+ ﬂ_m U-u)l 1+ Zkl + oo, Ay 9 A Um)JL "
que siguiendo la notacién empleada en [n,1] se podra escribir

M Ay, 2 f =M (Agy ever ley) M By 2) | [n,3]
y reiterando el razonamiento

M (s Ags oes M) f=M (Ay ) M (Br—o» Ag) M (Bizs Ag) - M (B, A3 [ -
[n, 4]

Agrupando las h— 1 medias proyectivas primeras, y las k—h
restantes se tendrd que la media proyectiva entre k puntos de una fun-

(1) L. Fanrtaerii. .- L’indicalrice proieltiva... Pag. 234.

6 —- Collectanea Mathematica.
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cion /, se puede reducir a dos medias proyectivas sucesivas, una entre
h de los k puntos, y la otra entre k—h ++ 1: los k —- h restantes y
uno B auxiliar

Mgy 2) ] =M (Ays s ) M By Dty s M) f- [0, 5]

Media proyectiva enire dos puntos.

El calculo de la media proyectiva entre los dos puntos (81, Bigs +-s B1n)
Y (A41s Augs -or Ayy) de la funcion f (oq, ooy -.os @0,), se puede realizar por
la formula (%) '

M B> 2) [ =1[ Brrs s Brn) +
” 1
- Zlkr / f,r (Zkr (1 - 01) + 01 ﬂll > om0 Z‘kn (1 - 01) + 01 ﬁln) d0] >
r=1 0

o bhien, escrita abreviadamente

e 1
M= B0+ 2 |1 G (=0 G p) A0 (0]
r=1 1] .
A esta expresion se le puede dar una forma mas simétrica por me-
dio de la integral

i o2 ~
I, (4, 131)=//R mf(}'kl_ T+ BTy o T+ Bt d T d 7y [n7]

donde el recinto R; cs el triangulo limitado por los ejes 7; y 7, y la rec-
ta t; + 7, = 1, pues desarrollando la integral resulta :

1—n

o :
'd_T_ , (}'kl 7 "]' ﬂll Tas s lkn T + ﬂln 72)] ==
°T

1
LG g1 = [ om,

o 0

. B d
=M By, 4)[—[(B) —/ dry oy [y Tas oo s A 75
0 1
y si introducimos la notacién

19
LGAyf=/| — f(QT)d1,
W= [57 G

() L. Faxtappit. — Idem., pag. 213.
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analoga a la empleada en [n,7], con la cual serd evidentemente

f(B) =1L (B) I+ 10);

y si finalmente ponemos, para mayor simetria del resultado,
Lf=10,

la expresion de la media proyectiva entre los dos puntos f; y 4, de la
funcion f (¢, ..., «,) tomara la forma simétrica siguiente :

M@, d) =1, B) [+ L) [+ L (B)f+ L. [n,8]

Media proyectiva enire ires punfos.

Para calcular la media proyectiva entre los tres puntos (85, Bag «--» Ban)s
(Ar—1,15 Ae—1,25 s Ar—1,0) Y (Agas Apgs -oos Azy) de la funcién f (g, oy, -5 @,,),
en virtud de la propiedad [n,3], bastard aplicar dos veces la formula
[n,6], y asi se tiene:

M By Mers B) [ = [ (B + N 2 / 1) (b (1— 0;) 4 6, By) d 6, +
r=1 0
+ sz_m/ 'y (Gaey (1— 0,) + 6, B) 46, +
r=1 0

r 1 1
S his Ay / a0, / By /", (A (1= 0,)+ A (1—65) 6, + B, 6, 6,) d 6,

7,s=1 0 0
(n, 9]

Haciendo en el tiltimo sumando ¢l cambio de variables 1 — 6, = 1,
y 6; (1—0,) = 7,, se obtiene

A= S hridy / 16, | 0 ()t (100, 0) 0=
0 0

t,s=1

= 2 A—ts Agr //. s (A T+ Y- Ty +Bs (1—7—7y))d7, dv,  [n,10]
r,s=1 R,

donde R, es el tridngulo limitado porlarecta z,+ 7, =1y los ejes 7, y 7,.
A la expresion A se le puede dar una forma mas simétrica, por medio
de la integral
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o3
Iy (A Ak—1s /92)1‘ :/./-./1;, ng (A T+ -1 To+ Ba 7y) dry drydy
[n,11]

donde R; es el tetraedro limitado por el plano 7; + 7, + 73 =1, y los
planos coordenados. Desarrollando esta integral, se tiene

1-1-17

1Guha-s )l = [ [ drldrz[ S (Tt Aei et m)] =

o7, 9T, 0

=4 — Iz (}'k’ Zk—i)f’

y teniendo en cuenta la [n,8], se obtendrd finalmente como media pro-
yectiva entre los tres puntos, la siguiente :

M By A=t M) | = I3 (Ao Di—1s B) [ 4 Lo (s 2a1) |+ Lo (A Bo) f +
+ Iz (lk—l’ ﬂz) f + 11 (Ak)f'{_ Il (Zk-l) f‘i" 11 (ﬁz)/+ Io f [n,12]

Media proyectiva entre k puntos.

Reiterando el proceso seguido para el calculo de las medias proyec-
tivas entre dos y tres puntos, se obtiene como valor de la media entre
k puntos la siguiente expresion :

" n 1
M (g s Bamis ) (=1 G35 37 0 [0 (L6 + 2,0 26,
j=2r=1 4

1
}*ins }*i.r/odoll;@ frs (}‘7‘1(1_01)‘{‘27'2(1_92) 61+}*1 91 92) d62+

-,
[y

1>

©
N

)y $=

n (B—1) 1 (k—1) A1 b o b (k—1)
Z 1214 e ;-k—l,s }-kr'/o del oo 0 01_.‘ 62.—3 oo 6.’;—2 /fs...n (}'k (1 - 01) +

7,5 4=1

e dp g (1—0,) 0 4 oo+ A 0,605 65 1) d6,—y  [n,13]

donde los sumatorios exteriores de cada uno de los términos se suponen
extendidos a todos los grupos de indices jj, Jy, -.- (de dos, de tres, ... de
k—1 indices) que se supondran distintos y decrecientes.
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Tomando como nuevas variables de integracién 1 — 6, (1 — 6,) 6,
(1—03) 0,05 ... (1 — 6z —_1) 0,0, ... 0, se tiene

n n

My A [ =1 () | 2211,/ 7' (7 4 &y (1 — 7)) d, -+
j=2r=1

Z 2 27’1’5 }'7.21"/1‘? f:S (}'71 Tj, + Z]z T, + )'1 (1 - T"lv_— sz)) d‘rfx driz +

11>72 rns=1

Z, Z )‘ht 1735 2‘7:7 f;:f (2‘71 ‘rjl —I_ 2'72 Tif. + lh Tia -l_

P1>>7s 1 st=1
"'_ ll (1 — T, T, T,V'a )) dtin dtfz de: _{—

(k—1)
Z Agy .. lk—ls}»kr/./‘rs wTe+ eyt o+ AT+

7yS.au=1

A (l—rk—rk_i—...—rz)) dr, dzp —1 ... AT, [n,14]

donde, por ejemplo, en el tultimo término, R,_; es el recinto del
espacio Ty, T, ..., T, limitado por los planos coordenados y por el
7o+ T3+ ... + 7, = 1; y andlogo es el sentido de R,, Ry ... en las otras
integrales.

Representemos, en gencral, por I, (Y, ¥s ..., Y1) f @ la integral

Iy (Vs Ve Y0 [ =

- ok
B /R,. m it + V2iTo & oo + Vaiw) drydry .. dry, [n,15]

donde R, es el recinio del espacio Ty, T, ..., T), limilado por los planos coor-
denados y el 1 =7, + 75+ ... + 7.
Al verificar la integracién respecto t; en la integral anterior resulta

I, ('}’19 Vas eees }’h)/ =
T Pai Ty YT »]—Ih P V-

=l —T,— Ty—...— T

nh—1

0
dt, ...dt
T2 "[a

R h—1

Ahora bien, teniendo en cuenta que un término cualquiera del su-
matorio [n,14], por ejemplo, el

Z 2-7‘,5 }']2:’/. I'S (2'71 T, + l 2 s + Zl (1 — T, T )) dTh drh

7,s=1
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se puede escribir en la forma

02 .
4 dz;, dtj, [m f (7, + 4,7+ A 71)}1_1_ .
© Ry ' 2 7 7a

expresando cada uno de los términos del sumatorio [n,14] por integrales
de la forma [n,15], se obtiene finalmente la expresién de la media pro-

yectiva entre k puntos de la funcién f por la siguiente férmula simétrica

M Ay Ay s B =213 (Apy Agy oy A 1, [n,16]
donde el sumatforio estd extendido a fodas las combinaciones sin repeti-

cién que se pueden formar con los k puntos (A;4, A9, ..y A;,), 1 =1, 2,..., k,
teniendo las integrales I, el sentido indicado en [n,15'.



