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Sumario : Sc estudia la ley de probabilidades cuya funcion de den-
sidad es g(v) = de—2I, hallando los polinomios L,(|z[) orlogonales
respecto a la misma. Se hallan también las condiciones necesarias y su-
ficientes para que una funcion de distribucion sea desarrollable en serie
de polinomios L,(|z). Se estudia también la ley que sigue una variable
aleatoria suma de otras n, que siguen la primera ley de Laplace. Como
combinacion de las 1.2 y 2.2 leyes de Laplace se consideran las leyes cuyas
funciones densidad son : f(z) = Ke—%¥—## y f(x) = Ke—*l#—al—Flx—0p,
hallandose la expresion general de sus momentos absolutos y aplicAndolas
a casos practicos de interpolacion.

INTRODUCCION
1. En la Memoria de Laplace, Sur la probabilité des causes par les
evenements* y al estudiar el problema de la determinacion del valor pro-
medio mas plausible entre varias observaciones de un mismo fenémeno,
aparece por vez primera la ley de distribucion de probabilidades definida
por la funcién g(z) = de—4.

* LAPLACE, Sur les probabilités des causes par les evenements, 1774, en Oeuvres,
t. vi, pag. 27.
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En memoria posterior,* el propio Laplace, al estudiar la influencia
de la habilidad de dos jugadores sobre las respectivas probabilidades
de ganar la partida, mediante consideraciones acerca de la limitacion
de tal habilidad, reconduce el problema a la determinacion de una curva
que represente la curva media entre todas las que cumplan ciertas con-
diciones prefijadas, obteniendo la formula:

y=LL0g% (1)

formula que, segun indica Laplace, debe considerarse valida también
para valores de x negativos, conviniendo en tal caso que x se substituya
por [x]|.**

No obstante, toda la Lrascendencia de estas consideraciones de Laplace
que por distintos caminos hubieron de conducirle a la ley de probabilidad
definida por una funcién del tipo f(zr) = Ke—“* — obsérvese que esta
funcién es precisamente la que resulta por inversidn de la (1) —, es bien
notorio que en cuantas cuestiones conciernen a la teoria de errores ha
venido utilizindose la segunda ley de Laplace f(z) = K=, en lugar
de la primera antes citada. Sin cntrar en la explicacién de este hecho,
que desde el punto de vista puramente analitico tal vez radique en la
discontinuidad de la derivada, es interesante observar también que dicha
primera ley ha sido tema de algunos estudios aislados, tales, por ejemplo,
cl de Edgeworth,*** quien propone definir los valores mas plausibles de
Z, Y,... [, tomados de los datos en la forma usual

G+ by ... + =1

asx 4 by - ... + [l = u;s

(siendo u; u, ... u; medidas de igual precision), los que hacen minima
la suma

|al:v+ o F il —uy |+ | agt 4 o fol — u2| ot
+ a4 oo fol —ug |

* LAPLACE, Memoire sur les probabilités, 1780, en Oeuvres, {. 11.

**  No es hasta 1810 que Laplace encuentra su segunda ley de errorcs, la llamada
ley de Gauss, al estudiar la probabilidad de que la media de los crrores de un gran
numero de observaciones esié comprendida entre limites dados. Sur les aproximations
des formules qui sont fonctions de tres grandes nombres et sur leur application aux pro-
babilités, en Oeuvres, t. 1II.

*#%  lin Phil. Mag., 1. 24-25, 1887.
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regla que, como sc ve [acilmente, proviene de tomar como ley de errores
la primera ley de Laplace.*

Citemos, asimismo, los trabajos de Wilson,** quien ha demostrado
que la primera ley de Laplace se adapta a los hechos casi tan bien como
la ley de Gauss, y se debe a él la denominacion adoptada después por
Frechet,*** de primera y segunda ley de error, para designar a las dos
leyes propuestas por Laplace.

2. Dosteriormente, I'rechet**** ha observado que no siendo sino
aproximadas (y aun de hecho inexactas) las hipotesis que conducen a
la formulacién matematica de la ley de errores, no tiene sentido hablar
de una verdadera ley en sentido estricto, sino del mayor o menor grado
de plausibilidad que cabe atribuir a una ley determinada a base de su
mejor o peor adaptacion a los resultados de la observacién, habiéndose
ideado experiencias para verificar la ley de Gauss, mas estas experien-
cias son poco numerosas, y la mayoria de autores reproducen siempre las
mismas. Propone Frechet: 1.° Reemprender y desarrollar el estudio ex-
perimental de las leyes de probabilidades de los errores; 2.° Confron-
tar con los resultados experimentales, no solamente la ley de Gauss,
sino también las otras representaciones que han sido propuestas.

Siguiendo las indicaciones de Frechet, Samama estudio cual cra, de
las leyes propuestas por Laplace, la que representaba mejor veinticuatro
series de quinientas observaciones del astronomo Pierce, llegando a las
siguientes conclusiones : 1.2 Tanto la primera como la segunda ley re-
presentaban bastante bien las observaciones consideradas. 2.2 La ven-
taja desde cl punto de vista de la precision estaba para la segunda, pero
con una superioridad muy modesta, puesto que ciertas series estaban
mejor representadas por la primera ley.

3. Las consideraciones que anteceden, unidas al estudio de ciertos
esquemas que se exponen en las paginas que siguen y que conducen a
la primera ley de Laplace, justifican, a nuestro juicio, el interés del exa-
men analitico de la misma y de algunas generalidades que pueden entra-
nar cierto interés por sus relaciones con ¢l problema de los momentos.

Este estudio analitico es lo que constituye el nicleo fundamental
de esta Memoria. En ella, y por método paralelo al que corrientemente
sc siguc para el estudio de la secgunda ley, se hallaran los desarrollos en

* Véase WuITTAKER and RoBiNsoN, The Calculus of Observations, pag. 259.

** WiLson, E. B. First and second law of error, en Jour. Amer, Statist. Ass.,
t. 18, 1923, pags. 841-851.

*#*  T'REcHET, M., Generalités sur les probabilités. Variables aleafoires, pag. 109.

*k*%* FRECHET, Sur Uhipothese de l’additivité des erreurs partielles, en Bull. Sci.
Math., t. 63, 1928.
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serie de polinomios de I.aguerre, que pueden ser utilizados en los pro-
blemas de interpolacion, estudiandose los criterios de convergencia para
dichos desarrollos. Con vistas a su aplicacion practica, estudiamos tam-
bién algunas leyes de distribucion, combinaciones de la primera y se-
gunda ley de Laplace y que contienen a éstas como casos particulares,
dando métodos para su aplicacion a la interpolacion de series estadisticas.

CAPITULO 1

ESTUDIO ANALITICO DE LA LEY DE PROBABILIDAD
DEFINIDA POR f(z) = ¢

1. Funcién caracteristica y momentos. — I.a funcion caracteristica
correspondiente a la ley de distribucién f(z) = de—2*1l vienc dada por

o + =

@)= 6fe—2élx| et dy — § [/e—x(?.o-{-it) dr - /c—x[zé—it) drc] —

—_—

1 1 1
=9 [26+il+26-—i1] =1+<_[_2
20
Desarrollando en serie de potencias obtenemos :

0 4 21
s =51 <29

n=0

Vemos, pues, que los momentos impares son nulos, como tenia que
ser por ser la funcion simétrica, y los momentos pares scran:

(2p)!

Mer = oy

En particular, el momento de segundo orden sera
1
Me= g5

y la dispersion,

l‘l j
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La ley reducida, es decir, tomando como unidad o,

y= L v

Los momentos absolutos de orden par son iguales a los momentos
ordinarios, y los de orden impar son, como se calcula ficilmente,

k : .,
W’ 0 sea: obtenemos, como expresion de los momentos absolutos

tanto si k es par como si es impar,

k!

M = oy

2. Momentos incompletos. — Designemos por M, el valor del mo-
mento de orden n (n par) obtenido, prescindiendo de las masas situadas
fuera del intervalo (— 4, + 1), o sea el momento incompleto de orden n;*

. . 1 .o , .
si ademas suponemos 6 = 5 para simplificar los calculos, sera

+A A

M,; = %/‘e—'" " dx =/e—" 2*dr =TI (n—1)

—A

designando por I'y (n— 1) la funcién I" incompleta.**

Adoptando la notacién de K. Pearson I n—1) = I%((:;ll)) =

=1-2 ';T puede escribirse

f=o L!

My, =nlI,(n—1) =nl [1_e—12f;]

i=ol

¥y, por tanto, el error cometido al tomar como valor de M,, la expresion

n Ai
M, serd igual a nle—*X =,

i=0

* Levy, P., Calcul des probabilités.

** JompaAN, Ch., Statistigue mathematique, pag. 48. Esta funcién I' estd tabu-
lada por K. PEarsoN, Tables of Incomplete I function, en His Majesty’s Stationery
office, Londres, 1922.
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3. Polinomios que aproximan la funcién 5 e—l#l por los minimos cua-

drados. — Para obtener el polinomio de grado n que en el intervalo
(— A, + 4) haga minima la integral

+A
= [ A[f(x) P, ()R dx

observemos que si
P,(x) =, 2"+ ap_; 2" 1+ ... faxtqq
debe verificarse

+1
of _ / [f(@) — P, @)]a*dx = 0

(‘)(lk

y, por tanto,

42 +A
xk [(x)dx = fmk P, (x)dx
havy vy
cs decir,
B+l (. Q)EHL B2 (. A)k+2
I‘/Ik,l. =a, Z____(___})___ £ l__.(_l)—

k+ 1 ! k-2

Luego, si k es par, sera

2 Akt 2 AF+3
M) =y ——— + tg ——— + ...
M T3
y si k es impar,
2 Ak+2 2 Arit

0 = i e
“rretBEraT

Tgualdad, esta ultima, que debiendo verificarse para cualquiera que sea 4,
obliga a que ¢; = az = ... = gy = ... = 0, de donde resulta que los
polinomios P, serdn de grado par y simétricos.

Para el calculo de los coeficientes de P, consideremos el sistema de
ecuaciones
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i AR Y prs
QMOA—GO}“-F% 3 +‘14 + ot a,

........................................

1 ln-{-i An-3 ltt+5 A2n+1
§M,,,;,_a° +1 2n—f—3+ 4n—}—o+ +a”2n+1
el cual da
A8 A2i—1 Antt
A -3- N 2—1— i IWO,). g 1
13 25 Z2i+1 An-{-‘d
3 5 2t M““'n+3
An-(- 1 Jn43 2n+ 2i—1 M A2n+1
n+1n4+3 "ny2—1"" a1 1 diyy
Aos = ] 73 Jntt T 92+ T 4
g‘ e n + 1
A8 A5 An+3
3 5 n+3
l;z+1 1n+3 A2n+1
n+1n43"""° 2n -1
habiendo designado por A4 el determinante
, 1 1 1
3 5 n+41
Lo !
3 B) 7 n-+3
1 1 1 1
n+1n+3nt5b 2n + 1
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y por 4, al determinante que se obtiene cambiando en A4 la columna
FEREES T

Obsérvese que al tender A a infinito, cualquiera que sea n, todos los
coeficientes de P, tienden a cero; por lo tanto, cuando se toma como
intervalo para la aproximacién todo el eje real, los polinomios P, se
reducen al eje de las 2.

k——sima por la columna My,,

4. Polinomios ortogonales respecto a de—201*l. — Consideremos los
polinomios
326[::[ d” )
1)) = —— « — (e—20l%]
L, (20]x]) TR (e ") 1)

Estos polinomios son los de Laguerre, cambiando la variable inde-
pendiente por 26jz|. En efecto: aplicando la férmula de derivacion de
I.eibnitz a (1), obtenemos

n

d % (n) (— 2 d|z|)
& (e—2517] 7Y — n e—20l5]
e (e x*) =nle kz (k) i

=0
0 sea

L, (28[x)) =k§0(_ 1yt (r;c ) @ 61|CT|)k' o

Puede comprobarse también, sin necesidad de un cilculo directo, es-
cribiendo los polinomios L, (26z|) en la forma

205z dr

e )

designando por s la funcién sg x, es decir, la funcion iguala + 1 six > 0,
e igual a — 1 si * < 0. Ahora bien: si en los polinomios de Laguerre
ordinarios substituimos x por 2 dsx, obtenemos

02057 d” s o e20sx  (n (2 532,)" ses o
W@y T G = T Gy [ =

205z i

n! dx"

(6—2633: i'C")

que es la misma férmula anterior.
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Es importante observar que estos polinomios se comportan como de
grado 2n respecto a , y, por lo tanto, aunque su forma coincide con la
de los polinomios de Laguerre, con el cambio de x en 2 d|x|, difieren esen-
cialmente de éstos.

Las derivadas sucesivas de estos polinomios son

) N o o _ (n\ @)t )
L, (206]z]) = 265k£2(—1)k 1( )ﬁ j
4 a 3 " ‘) (2 6Ix|)k_2
ER@opD = (2002 -y () CRI L)
L (2 8)]) = (— 2 8s)" J

Vamos a probar que
+ o

f L, (2 8Jx]) P(x) 621l da — o

siendo P(x) un polinomio de grado inferior a n.
Seguiremos una marcha aniloga a la que sc emplea para demostrar
esta propiedad en los polinomios de Hermite-Tchebycheff, respecto a la

funcion —= e—*".*
\/ n
Bastard probar que

4 o=

I= f * Ly (2 8J2]) de—201 g — 0

para k=0, 1..n—1, descomponiendo el dominio de integracién, sera

4

d
— : 0208 k »—208%
1 ni[/ d"({ ") dx /”c — (¢ 1)(11]

—c

Vamos a calcular la primera integral, para lo cual, integrando por
partes, obtenemos

0 o o
d" s -t dn—1
rk ___ (p20% o e 20x qmy 2k | __ 0208 My pk—1 Jan
/ ot o (2% ™) dv = [ e (2% a™) a ] k / po (e2%% 2™y xF—1 du
—_—0 -_— —_—0
* DELTHEIL, R., Erreurs et moindres carrees, pag. 67. — BorgL, K., Principes

et formules ('lassquus ‘du Caleul des probabilités, pag. 151.
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El primer término del segundo miembro es nulo, como se comprueba
facilmente.

Integrando por partes reiteradamente n veces y teniendo en cuenta
que k es menor que n, obtenemos

o

dn
-k 20x 41 r —
/.’L e (€**2")dx =0

— 00

El mismo resultado se obtendria para la segunda integral; por lo
tanto,

I=o0

Veamos ahora que estos polinomios L, (2d[z]) son normalizados ;
para ello calcularemos

4 o

J = L3 (2 8fa]) 9= da

Se tiene

+
. 0 ar
J = — 20|x] = —26[z|k " i —20|x| r —
J == fe oo (€720 %) Ly (2 8fa]) el do =

da”

o

+ o
:r% / @ (1 27 L, (2 8]]) de

Descomponiendo el intervalo de integracién, sera

0 + oo
6 d” - d* obe
J = - [ - (e®%% 2™) L, (2 0|x]) dx + e (=2 2") L, (290|x|) d:c]

y repitiendo un proceso analogo al anterior, se obtiene

é [nl nl
"=rﬁ(z—a+z—5>=1

Constituyen, pues, los polinomios L, (24}z]) un sistema ortogonal y
normalizado respecto a la funcién de—20l%,
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5. Formula de recurrencia. — Teniendo en cuenta la relacién entre
estos polinomios L, (26|x) y los de Laguerre ordinarios, vemos que es
valida la misma férmula de recurrencia, que ahora podra escribirse en
la forma

(n+1) Ly gy 20]x) —[2n+1--262[] L, (26[r) —nL,—; (26jx) =0 (4)

Podriamos hallar esta férmula directamente siguniendo un método
analogo al que se utiliza en el caso de los polinomios de Hermite-Tcheby-
cheff,* observando que al dividir L, (24[z]) por L,—; (26]x|) sc obtiene

Ly (28[x]) = (¢4 [t] 4+ @) Lu—s (28[2]) — by, L (28]2]) )
siendo
- o
by =c, j 8|| Lu—s (28]]) Lu—s (2 8[]) =21 da:
pero
+ o .

/ O] Lns (20[a]) Los (28fal) e=20bl d = — 1

como se ve facilmente considerando el polinomio
26|x
Q(|zl) = Lu—y (20]x]) + ~ _l '1 Ly_s (20lz))

cl cual es de grado n—2 en |z| a .lo més, multiplicando por
0 L,—5(20[x|) el ¢ integrando entre + oo y — oo,
El célculo de ¢, y @, puede hacerse efectuando la division de L, por
L,_, obteniéndosec
—26 1
=2 -
n y ay n

Cy =

Substituyendo estos valores en (3), obtenemos la féormula de recurren-
cia (4).

6. El problema de los momentos respecto a la funcién de probabili-

x
dades totales F(x) =6 f e—2#l dx. — Propongadmonos construir una fun-

—_—

* DertueiL, R., Loc. cit., pag. 18.
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cién G,(x) escalonada tal, ‘que sus momentos absolutos sean los mismos
que los 2n primeros momentos absolutos correspondientes a F(x).

Sean estos momentos absolutos Mg, M, ... My, ¥
__:i *2 _ }r: las raices de L, (26[z]) = 0.

Estos polinomios en |v| tienen, como los de Iaguerre ordinarios, las
propiedades siguicntes : 1.2 Tienen sus raices reales y distintas; 2.2 For-
man una sucesién de Sturm generalizada, y 3.2 Las raices de L, (24[z])
estan separadas por las de L, (2 dz|).

Llamando «; a, ... a, las masas correspondientes a los puntos
+ 2, & %, ... = T,, tendremos

2(q;+ag+ ......... .+ a) =M, ]
2 ()] + agta] 4 ... + aulr,)) = My l
‘} (1)
2 ([0, P F @l A ) = Dy,
!
Designando por Q, () a los polinomios (—LZO—)’-' L, (29|r|), éstos son

los que figuran en el problema de los momentos de Stieltjes,* y pode-
mos plantear el problema considerando solamente los valores positi-
vos de la x;, pero con las masas 2 a;.

Obtenemos para los valores de a; la formula siguiente :

1 ==}
2q; = ) / (T—a)? .. () (@ — iy q)? ... (x—2a,)2 8B dy

La funcién G, (v) construida tomando como puntos de discontinuidad
los — x; — x5, ... —y, T, Ty, ... T, ¥ con masas situadas en estos puntos
respectivamente iguales a; ay, a3, ... @y, a5, @, ... a,, es una funcion de
probabilidades totales, cuya funcion de probabilidades elementales es
simétrica y, por tanto, sus momentos pares coincidiran con sus momen-
tos absolutos, y sus momentos impares seran nulos, tal funcién tiene,
pues, los mismos momentos (los 2n primeros) que F(x).

Hallemos el limite de a; cuando n tiende a infinito ; para ello recor-
demos la relacion siguiente :¥*

* DrrtuEIL, R., Loc. cit., pags. 15 a 22.
BorrL, L., Loc. cit., pags. 119 a 146.

**  DpLTuriL, R., Loc. cit., pag. 19.

7 — Collectanea Mathematica.
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i=1

5P a; 0(x;) = f 0 (x) 6¢—2* dx )

siendo O(x) un polinomio a lo sumo de grado igual a 2n — 2.

Qn Qn X Xn—1

Iaciendo 6(z) = cl primer miembro de (2), se reducira a

;) 0 T;
2 ai . Qn (2) \.n;] (T’L) — 2 ai Qlﬂ (T,) Qn—l (Tz)
T—T;

En cuanto al segundo miembro, sera

o

— 1!
] = /()n Nn—1 O¢20% (Jy — Qn (n .1)' Ln—l (2 57:) Se—20z dr =

T—ay r—; (—20)"1

— 1! -
_ (n 1.) - ()nT. Ln—] (2 6‘[‘) Se—20% gy

(,_. 2 6)11--»]
S Qu . .
T'eniendo en cuenta que . S de grado n— 1 y que su primer tér-
T—T;
mino es "1, sera
n—1
- .L:Zs% "1 L, (207) 6207 dy —

o

©

n—1

o

Integrando por partes n---1 veces, obtendremos
p

d(n— 12

T

Se tiene, pues,

é

20 = 56 L (20)

expresion que tiende a cero cuando n tiende a infinito.
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Ahora bien : segtin las desigualdades de Tchebycheff* podemos afir-
mar que: fijado x y un nimero positivo arbitrario & podemos hallar un
valor N tal, que para todo n < N

IG,,(."U)—F(IE)[<3

lo que expresa que G,(v) converge hacia F(r), convergencia que sera
uniforme en virtud de un teorema de Polya,** segtin el cual, si una suce-
sibn de funciones de probabilidades totales G,(x), Gy(2) ... G,(2) ...
converge hacia una funcion de probabilidades totales I'(x) continua,
la sucesién de las G,(x) converge uniformemente hacia F(z). Se puede,
pues, alirmar que las funciones (r,(x) tienden uniformemente hacia

F(x)=9¢ f(:‘“%l"l dx

CAPITULO I1

DESARROLLQO DE FUNCIONES DE DISTRIBUCION EN SERIE
DE POILINOMIOS DE LAGUERRE

1. Segun hemos visto en el capitulo anterior, los polinomios L, (2 d|x|)
son ortogonales respecto a d¢=2%1*; podemos, pues, representar, por lo
menos formalmente, toda funcién simétrica de probabilidad en serie de
polinomios L, (24|x|) en la forma

f() = 8¢ X a,, L, (20x]) (1)

n=0

Esta seric cs analoga a la de Bruns-Charlier respecto a la ley normal
y a las de Romanowsky respecto a las curvas de Pearson.

2. Cdleulo de los coeficientes «,. — I.a expresion de a, sera

4 o
a, = f /(@) Ly (26]a]) da

* Derrnrmn, R, Loce. cit. pag. 21.

**  Porya, G., Uber der Zentralen Grenzwertalz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und das Moment-Problem, en Math. Zeit., 1920.
Borer, E., Loc. cit., pag. 157.
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es decir,

we | /()2"(”)(;‘2‘*M v =2 (J) 22 /Hk/mdr—

k=

_z,(>(:_2‘5_)ksmk )

k=0 k!

—c

(M, representa el momento absoluto de orden k de la funcién /(x)).
Obsérvese que esta expresion es la misma L, (26Jx]), cambiando g
por M, ; podemos, pues, escribir simbolicamente

a, = L, (2 69)?)

y el desarrollo de f(r) en 1a forma simbélica
j(x) = el £ L, (26M) L, (20[]) @)

Por haber supuesto f(r) simétrica, ser4 suficiente estudiar su desarrollo
para valores positivos de x, o sca en la siguiente forma :

j@) = 82041 3 g, L, (262) r >0 )

n=0

3. Condiciones suficientes de convergencia. — Obtendremos unas
condiciones suficientes de convergencia apoyandonos en el siguiente
teorema debido a Broggi :*

St la funcidn @({) es entera y de tipo exponencial, puede delerminarse
un , tal, que para todo valor de < A, se verifique uniformemente en todo
recinto finilo cerrado del plano t

¢(l) = 5 hn L, (Z'i)

n=o0

siendo

w qm
D) =n§o“nn_l y f(s) = o + + <2 +

y las hy, los coeficientes del desarrollo de f(s) en serie de potencias de i

*  Broacar, U, Sugli svzluppz in serie di polinomi di Laguerre, en Rend. Accad.
Nat. Lincei., 1. Scxn, 6, 1935, pags. 108 - 112.
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Las condiciones que ha de cumplir 4, son

1 ]
Z‘o>5 |

1

lh(@—-ND+pu<o |} ()
Ao >1 J

sicndo g el radio de convergencia de la serie «, 4 o,z 4+ #3224 ..., el
cual si @({) es entera y de tipo exponencial es distinto de cero, y reci-
procamente ;* u es la abscisa de convergencia de la transformada de

Laplace de @(/); por lo tanto, u < p, y 9 > 0 es el maximo valor que
hace 4, (90— 1) + u < o.
En nuestro caso

D() = % e g (1)

Si @(f) es de tipo exponencial, es decir:

P < 4 et

se tendra
L s 1 A
|D()| = |5 gt < 5 201t [,],([)| < 5 ed+all

Yy, por lo tanto, también sera @(¢) de tipo exponencial.

Tenemos, pues, 26 =4, pero como 6 < 1 por ser la probabilidad
correspondiente a x = 0, habra de ser 4 < 2.
‘Por las condiciones (1) tendremos °

1 . P) 1 .
0>§‘ B >‘2 3

n<l
Dada una funcion de frecuencia @ (z) simétrica, enlera y de tipo ex-

1
ponencial, podremos construir la funciéon @(f) = 5 e® (), y hallar

su desarrollo en la forma

-} lﬂ
D=2, —
D(l) &t

* PorvA, G., Uber die Liicken und Singularilalen von Potenzreihen, en Mat.
Zeit., 1929.



102 ¥. de A. Sales

IL.as «, son funciones de é y, por tanto, también lo seran p, y la abscisa
de convergencia x de la transformada de Laplace.

Si es posible hallar un valor de 8 tal que o(6) > %y 1(0) < 1, serd

valido el desarrollo

(1) = 8 3 a, L, (20r)
n=0

4. Condiciones necesarias y suficientes de convergencia. — Consi-
deraremos ahora la expresion reducida de la primera ley de laplace

1 Ce e .
Qe"’” ; el desarrollo de una funciéon simétrica f(x) sera :

f@ =5 L 0,1, @ M

para valores positivos de x.
Si f(x) es entera y de tipo exponencial, su transformada de Laplace

oo

p(s) = f ¢ f(x) dx

o

serd regular en el infinito,* y podemos hallar una circunferencia de centro

—1
en el eje real del plano delass y que pase por los puntos s; = .

1’
1--2n . _
T siecndo r y h reales, r > 1 y & suficientemente pequerio,

-

tal, que @(s) sea regular fuera de este circulo y desarrollable en la forma

Sy =

1 &y, (s + h— 1)”

tp(s):s—[—h ,L=o—2_ s+ h
y, ademas,

f@) = e 2 21, )

n=o0

En nuestro caso, i =1, o sea @(s), ha de ser regular fuera de un

. —1
circulo de centro en el eje real y que pase por los puntos s; = b
o —1

* DogrscH, G., Theorie und Andwendung der Laplace-Transformation, pag. 62.
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Tomando r muy préximo a 1, s, estard muy préximo a — Q; luego,
sera posible hallar este circulo siempre que ¢(s) no tenga ningun punto

. . : 1
singular en el semiplano Rs > — 5

. . 1
vergencia de ¢(s) sea menor o igual que — ok En este caso, pues, el

, 0 sea siempre que la abscisa de con-

desarrollo (1) sera valido.
Reciprocamente : Si el desarrollo (1) es valido para todo valor de
x > 0 e incluso para x =0,

lim. — =<1

s oo 2

ya que L,(0) =1y cl desarrollo para x =0 sera

Pero

o =210} — g 3 ()

designando por £ {/(.1:)} a la transformada de Laplace* de f(z), de
donde

a,f s \"
G+ D96 =2 F(—) @

s Sa
i =z sera: ) = X L 1
Haciendo ST serd : (s 4 1) p(s) nio 5 2 convergente en e

s 42

circulo |z| < 1; luego (2) sera convergente cuando <1, o sea

en el semiplano Rs > — 5

Teniendo en cuenta la simetria de f(z), @(s) tendra un desarrollo en
serie de la forma
o ED'\
(=1 3)

n—o nl

DI —

@(s) =

* Doegrsch, G., Loc. cit., Pag. 136.
Tricomi, IF., Transformazione di Laplace e polinomi di Laguerre, en Rend.
Accad. Naz. Lincei, t. xx1, 6, 1935, pags. 232 - 239.
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Ahora bien : si ¢ (s) es convergente para s = s,, lo es para todo valor
de s tal que Rs > Rs, ;* luego sera condicién necesaria y suficiente para
la validez del desarrollo (1) que el radio de convergencia de (3) sea mayor

que 5, 0 sea que

2

"

La condicién necesaria y suficiente para que, siendo f(x) simélrica,
sea vdlido el desarrollo (1), es que f(x) sea entera y de tipo exponencial y,

m
ademds, que el limite superior de \/-n—!” sea menor que 2, siendo M, el mo-

mento absoluto de orden n de [(x).

5. Vamos a ver ahora como esta condicién referente a los momentos
absolutos repercute en el comportamiento de la funcién caracteristica
y en la misma funcién de distribucién.

Para ello consideraremos las series

a0 y ELpa_pe

n=o [ n=o N!

la segunda de las cuales es la funcion caracteristica de la funcién de
distribucién considerada.
Por la desigualdad de Schwarz** podemos escribir

(EDEZ»L+1)2 < Em‘m §m2n+2 y (M2n+1)2 < 11421: ]"12n+2

o sca que la convergencia de las dos series depende solamente de sus
términos pares, y como en las dos series estos términos son idénticos,
ambas tendran el mismo radio de convergencia.

La condicion lim \/T!” < 2 equivale, pues, a que la funcién carac-

- . . 1
leristica lenga su radio de convergencia mayor que 5

Para el estudio del comportamiento de la func16n de distribucion
demostraremos primero el siguiente teorema :

Si el radio de convergencia de la funcidn caraclerislica de una funcidn

* DozxrscH, G., Loc. cit., pag. 16.
** Levy, P., Theoric de 'addition des variables alealories, pag. 36.



Sobre la primera ley de errores de Laplace 105

de distribucidn f(x) es mayor o igual que r, la funcién f(z) verifica la des-
igualdad

@) < 5 eH

desde un valor de |z| en adelante y reciprocamente.

En efecto: Bastard considerar los momentos de orden par, puesto
que solamente de éstos depende el radio de convergencia. Si éste es mayor
o igual que r, se verificara

.— " JE 1
(n par) lim \/m— < -

1 7
y, por tanto, desde un valor de n en adelante, M,,<nl(—r +a>
siendo & positivo y tan pequefio como se quicra. Por tanto, haciendo
1

1
- = - - ¢, se tendra
e r

!
M, <>

siendo g < r.
Mas si se observa que el segundo miembro es el momento de orden n

de g e—el#l, resulta

4o +

/a:” [(@) dx < e /x” eeld dx
2 v/

—c0

y, por tanto, a partir de un cierto valor de |t| en adelante,
f@) < § el + o)

tendiendo £(|z]) a cero cuando |t| tiende a infinito. Podemos, pues,
tomar [t| suficientemente grande para que difiriendo o’ tan poco como
se quiera de g se verifique

fa) < G emew
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y como g puede ser tan proximo a r como se quiera, obtenemos, final-
mente,

[@) < 5 )

Reciprocamente : Si se verifica (1) desde un valor de |¢| = 4 en
adelante, sera

—7

+ o —A
(n par) / A fyde + [ 2" f(x)de < é / " el dr -
+2 —o

+ o

+ é /x” el dx

+A

Observando que por ser f(x) < 1, se tiene

+A +2
/ f)yde < [a"de =
—

—A

2 A+t
n—+41

y sumando esta desigualdad con la anterior, obtenemos

2 A+t -
n+41

—4 g
M, < g / e d o f 2 el da
— 2

pero la suma de los dos primeros términos del segundo miembro es el
. r
error que se comete al tomar el momento incompleto de 5 el en el

intervalo (—- 4, + 1) en vez del momento total, error que, segun hemos

. . nl  rA
visto en el numero 2 del capitulo 1, vale = e 2 iR
1==0 L:
Tenemos, pues,
n! L;—). n Ai ﬂ.'”"‘l
ISP ] | n+41

y observando que por ser las expresiones que figuran en esta desigual-
dad csencialmente positivas, la raiz n-sima de la suma sera menor que
la suma de las raices n-simas, podemos escribir la desigualdad
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€ - —_ 1
\/ n im0 1! + Y 2 A+
n! r '{Vn! (n+1)

cuyo segundo miembro tiende a ~ bara n, tendiendo a infinito, de

donde se inliere que

n!'<

lim.

n—>cc

1
I

lo que prueba que el radio de convergencia de la funcién caracteris-
tica serA mayor o igual a r.

Como consccuencia inmediata de este leorema, obtenemos la  si-
guiente conclusion :

La condicién necesaria y suficiente para que el desarrollo de una fun-
cién de distribucion siméfrica f(x) en serie de polinomios de Laguerre en
la forma

1
(@) = 3 c—l"l .2, a, Ly, (|2))
sea vdlido, es que para todo valor suficientemente grande de || se verifique
f(x) < 1 -y

Este teorema puede también aplicarse al caso estudiado por Le
Roy,* el cual supone que los momentos son de la forma

M, = n! G(n)

siendo G(n) una funcién entera de tipo exponencial de orden menor
que la unidad, o sea

G(n) < ne™
siendo o < 1, ya que en este caso se tiene

AI

lim S 1

n—>cec

* L Rov, 13, Sur les series divergentes et les fonctions definies par un developpe-

ment de Taylor, en Ann. de la Faculté de Sciencies de Toulouse, 11, 1900, pag. 317.
BoreLr, L., Legons sur les series divergentes, pag. 85.
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puesto que

nm
nl

o—1

< ne"

'

y el segundo miembro tiende a 1 cuando n tiende a infinito. Resulta,
pues, que la funcién de distribucién f(z) correspondiente verifica la
desigualdad

f(r) < % el < e—hlA

siendo /4 < 1, desde un valor de [z] en adelante.

.6.  Desarrollo de la ley de Gauss en serie de polinomios de Laguerre. —

La segunda ley de Laplace o ley de Gauss y = L e## cumple las
7

condiciones para que su desarrollo en serie de polinomios L, (]) sea
valido. Si para simplificar los calculos se toma k = 1, se tendré
1

1
i e~ — —
VAR

Los primeros coeficientes son

e X q, L, (jz])
n=o0

1
a, =1 a; =1— —— ay =

V=

Si tomamos un solo término del desarrollo sera

2 1
1] —— -
V=1

J, = l e_lxl
Jl 2

Si tomamos dos términos

y si tomamos tres términos

1 il 1 3 ; 1 i 5 1
e R v il A A RIL VA
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Hemos construido las graficas de estas tres curvas en el intervalo
(0,1) para su comparacion con la curva de Gauss. Es interesante com-
parar estos graficos con los obtenidos por Wilson,* al desarrollar la fun-

cion % ¢~V'2 1"l mediante la funcion de Gauss y los polinomios de Her-

o<

o4
N
S
o
Qo

&

(XS

o2

mite. En nuestro grifico se observa que en las cercanias del origen
da mejor aproximaciéon la curva y; que las otras; en cambio, en
las proximidades del punto x =1 se obtiene mucha mas ventaja con
la y;, notandose, ademas, una cierta regularidad en las variaciones de las
aproximaciones que en los graficos de Wilson es dificil preveer.

* WiLson, E. B., The developement of a frecuency function and some comments

of curve fitting, en Proc. Nat. Acad. of Se. of the U. S. A., 1T, 10, 1924, pags. 79 - 84s
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CAPITULO I1I

COMBINACIONES DE LA PRIMERA Y SEGUNDA LEYES
DE LAPLACE

1. Variables aleatorias independientes que siguen la primera ley de
Laplace. — Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes cuyas
leyes respectivas son

6] (1——261].1’] y 620—262 |2
y sus funciones caracteristicas

1 . 1
Ty AR
s e

Consideremos la variable aleatoria X suma de X; y X,; su funcion
caracteristica sera

1

[+ Gl [+

y su funcion de distribucion, por la férmula de reciprocidad de Fourier,

1 4o :——itx ! .
@=g. [ e (1)

[l ][

.1 valor de esta integral se calcula facilmente por el método de los
residuos, observando que de los cuatro polos + 24,i, 4+ 28, — 24,i,
—-20,i de la funcion subintegral, hay que considerar solamente cl pri-
mer par o el segundo, segin sea @ << 0 6 @ > 0, obteniéndose respecti-
vamente*

@ () =

c—m-

" s ] o]

& 20,7 - 202027

TG o)

*  Los residuos de la funcion

correspondientes a los

polos £ 2 §i7 v £ 2 son, respectivamente, (véase

GoursaT, Cours d’Analyse, 11, pag. 103).
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1
@) =55
"
1 1

—28,% 1 N
. 51)2’ 0,¢ T : <(§2>2
[+ 6] /]

formulas que pueden condensarse en la expresiéon tinica

@) =

28,7
0,¢ 2%

1 8,62l _1_ §.¢—0al7] (2)

[ G BT

Este procedimiento se extiende sin dificultad al caso de n variables
aleatorias independientes X; X, ... X, cuyas leyes de distribucién sean,
respectivamente, 6,620, §,e2%l .. §,e7%04, obteniéndose para la
variable X = X, 4+ X, 4 ... + X,,, una ley de distribucién dada por

f@) =

. 3,20l
[(x) = -1 (Es_l 2 —1 _‘?_1 2] —1 (51>2 +
~G =66
] Gye”20ell |
0 Jy)* 0,)? A
=l | [ 6T 6]
| (Sne-—?ﬁ"!.ﬂ .
o 1 (é’—l)g- 1 6” 2 1 ( 611 )z (3)
Rl e Y e

Para simplificar esta expresion consideraremos el polinomio P, de
grado 2n, cuyas raices son - 26; (i = 1,2...n) '

o[- ]

La derivada de este polinomio en el punto z = 26;, es

o[BI [ G G4
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luego, se puede escribir

2 o204

fx) = — ONGYRY 4)
&~ P, (20;) (

Si suponemos ahora una sucesion indefinida X; X, ... X,, ... de varia-

bles aleatorias independientes que siguen la primera ley de Laplace con

los parametros 4, 6, ... 4, ..., el polinomio P, se convierte en un producto

infinito, para cuya convergencia uniforme es necesario y suficiente que

. 1 . . .
converja la serie 2 153’ lo que exige que la sucesién 8, 4, ... 9, ... tien-

da a infinito. Prescindiendo del significado de estos parametros y colo-
candonos en el punto de vista puramente analitico, admitimos, pues,
que lim. §, = c.*

n— %

Como ejemplo de este método lo aplicaremos a dos casos: en el
primero, considerado ya por Haussdorf,** supondremos una sucesién
indefinida de variables aleatorias independientes, que siguen la primera

135 2n—1
1 Lapl 1 ametros -, =, = ... ———
ey de Laplace con los parame sz, 5.5 5
mente ; el polinomio P,(z) sera ahora el producto infinito

..., respectiva-

PE = (—(1—F) . (1— ) - = eon

su derivada para z = 2k—1 sera

P'(zk_1)=_§sen(ﬂ‘-j—l)”=(_1)kg

obteniéndose como funcion de distribucién de la variable aleatoria suma
la expresion siguiente :

o 9 e—(2k—1)j2] 9 o
) =—2 (— 1) T — Zelal I (— 1)k ¢—2Ir] —
(@) k=1( ) - i k=o( )
2 ¢l 1
Tz 1+ e T geosh ||

* Podemos suponer variables aleatorias que siguen leyes de la forma Jde—20||
siendo § > 1 siempre que no se considere intervalos comprendiendo el punto z = 0,
puesto que en este caso §, representando el valor de la probabilidad en el origen, ha
de ser forzosamenle menor que la unidad.

**  HAuspnorf, F., Leipzig. Ber. t. 53. Véase también FREcHET, Sur U’hipo-
these de Uadditivité des erreurs partielles, en Bull. Sci. Math., t. 63, 1928.



Sobre la primera ley de crrores de Laplace 113

En el segundo caso consideraremos una sucesion indefinida de varia-
bles aleatorias que siguen la primera ley de Laplace con los parametros
1, 2, 3 ... n ..., respcectivamente. IXn este caso,

-2 22 -2 2 sen
() = —_ — =] ... - s = =
PE) (1 22) (1 42) (1 2 11)2) 7z

.

y su derivada para z = k sera

1)
Py = 21c)

obteniéndose como expresion de la ley de distribucién de la suma

J@) = — 2 (— 1)k 2 ke 23 = — Ll ( 5 (— 1)t—1 ge—2klzly —
k=1 dx -1
d [ e2ll 9 2%l
Tl + e"‘-‘l*l] T (1 + ey

(s significa, como en el capitulo 1, un numero igual a - 1 para x posi-
tivo ¢ igual a— 1 para x negativo).

2. En el numero anterior se supone que todas las J; son distintas,
puesto que si hubiese dos o mas de iguales los polos de la funcién sub-
integral de (1) no serian todos simples. Vamos a considerar ahora el caso
de n variables aleatorias independientes que siguen la primera ley de
Laplace con el mismo parametro J ; la funcién caracteristica correspon-
diente a la variable aleatoria suma sera

1
¢(1)=m

y la funciéon de distribucién

o

1 f+= il

— 53

los polos de la funcién subintegral con + 2 6i, los dos de orden n y el
residuo correspondiente a 2 di es

8 — Collectanca Mathematica.
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2 6 n d”_l ) .
énhﬂ'@:ﬂrw*”0+2&yk=

= __—e—zam 24 2”1E1 (“ » 1) 1 1) ... (n 1 mlml”_ﬁ_l
=G (20) 20 n+1..(n+p— ) 5rvs @syr

por lo tanto, la expresién de la funcién de distribucién sera

— ¢ "0 29 27E7E1 (n —1 1 1 Il‘l"—PMI
@ =y @2 (" et 0t p—n B

que puede escribirse también

| lt—1 p---28|x] 11— /
- S
(n—-Db popl(n—p—1)I\|a]

3. Estudio de la ley de probabilidades f(x) — K ¢—=l*—6+ __ Fsta
ley, que puede considerarse como ¢l produclo de las primera y segunda
de l.aplace, con iguales valores medios, contiene un parametro mas que
la ley normal; luego, en los problemas de interpolacion dara mejor
aproximacion.

El parametro K es funcion de los paramelros « y B,y su valor viene
dado por

K- !
2 [emm—pe dy
Haciendo : * _ s, obtenemos*
1 1 B
K _ VB

L / ctemd oy € A/m 00
Vi) Ve T

designando por 0 (s) a la integral de Iaplace.

Como la funcién f(x) conticne dos parametros independientes, en los
problemas de interpolacién por el método de los momentos serin nece-
sarios los de segundo y cuarto orden, cuyo calculo puede hacerse me-
diante la funcién caracteristica

*  Dowrsci, G., Theorie und Andwendung der Laplace-Transformation, pag. 90.



Sobre la primera ley de errores de Laplace 115
+ oo

o) =K f €% e—alzl—p2* dg

que con la descomposicion del intervalo de integracion y el cambio

u
r = —— toma la forma:

21/3
00 = g5 [ [l [l o ta]-
A o5 )]

substituyendo k por su valor y haciendo
/il
24/p
esp

10 =L‘\;_tﬁ—> [1 — 0 (
= 3T —00)] o) + o(— 0]

obtenemos
D)

I.a expresion del momento de orden n es

M, = D™ (0)

Si hacemos ahora el cambio = u, sera

t
24/p

M, = @™ (o) (2 \/ﬂ)"

siendo

32

€
P =37 —50)]

[p@ + ¢ (—w)]

Derivando segtn la férmula de Leibnitz, obtendremos

— 5ty (o) & as @ 199 @) (17 9 (— )]

D™ (u) 3T
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donde I’, , representa el polinomio de Ilermite de orden n-p, pero
con todos sus términos positivos.
La derivada p-sima de @ (u) se obtiene partiendo de la formula

p) =€"—e*0(s 4 u)

resultando

?
P (u) = e*s? — X (i) e stk R (s + )

k=

Ahora bien : se tiene

stu

0(s + u) = ;/27; /é“"z dr

y por sucesivas derivaciones

2
0'(s 4 u) = —= e—(+up
v

T

0 (s + u) = \—3—; e 2 (s )] = 0(s + u) I, (s -+ u)

y en general
0B (s + u) = 0" (s -+ u) Hy_, (s + u)

Designando por I, al polinomio de Hermite de orden k, sera, pues,

?
p® () =¢"s?[1—0(s+u)]—2 (i) e st 0" (s + u) Hy_; (s + u)

k=1

La expresion general del momento de orden n puede escribirse en la
forma

1 n 1 n , ) .
M= (2 \/73> ST 56 2 (p) it @[99 @) + (17 0 01

Para p impar sec anula el corchete, y para p par es

1 n 1 n , ‘
M, = (2 ,\/3) 21— 0(s)] p‘fo@) - (0) 2 @) (0)

considerando solamente los valores de p pares en el sumatorio.
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Si n cs impar, n-p lo sera también; pero por ser F,_, (0) = o los
momentos impares seran todos nulos, como habia de ser por ser la fun-
cién f(x) simétrica.

Sin es par, se obticne para el momento de orden n la formula

M, = (2—1\/7) [pz(,(?’)S I, (0) —
11((89)( )‘pz"‘ ( )H,,_,, ), z ( )ap—k I, (s)]

en la que debe sobreentenderse los sumatorios en p solamente para va-
lores pares de p.
Il momento de segundo orden sera

M, = [II (0) 4 s Hj (0) —

4p

) 1115 0) 25 Hy (5) + H, (S)]] 15 @+

T 1—0(s)

y cl de cuarto

. 0'(s)
M, = 1¢ 2[12—1—1282-[—34 - 1_6()4 ]

4. Interpolacién de una ecurva de frecuencia mediante Ia funcion
f(x) = K e—«4l—8# _ En aquellos esquemas cstadisticos en los cuales la
frecuencia maxima supera en mucho a las demas, parece convendra me-
jor una curva de interpolacién en « pico» que no una en «campanav,
tomando como origen de coordenadas el valor correspondiente a la fre-
cuencia méxima podemos dar al parametro K el valor de esta frecuencia
maxima.

Escribiremos los valores de K, M, y M, en la forma

« 0 ()
K T 4s1—0(5)

2
M2='o,‘_-§(2+32)

16 52 1
M, = M+ 852§ - gf}

lbﬂ[ o
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e introduciremos, para simplificar, el valor
— 2
m= M, — M3
el cual sera

4

s 0
m :&5[83 + 8—

16 52 K]

o

24/

Substituyendo s por su valor obtendremos

|

1
My = ggs (86 + o)

T,
m_16f33L2a + 8p—4aK]

Dados, pues, los valores de K, M, y M, empiricamente podemos
calcular los valores de « y f mediante el sistema de ecuaciones

168> M,—8f—a’>=0
1683m—8f+ 4aK—20>=0

La primera ecuacion representa una hipérbola cuyo centro es el

1 o 1
unto (o, ——) tiene como asintotas f = 4+ ———x - ——.
p SR 4 44/, ' AM,
L.a segunda ecuacion es una cubica (de forma aproximadamente,
como indica la figura), cuyo punto del infinito es el del eje o.

[}

\// \ |
N

it ﬁl*\




Sobre la primera ley de errores de Laplace 119

Sc ve facilmente que estas dos curvas solo pueden tener un punto
comun cuyas coordenadas scan ambas positivas.
Si substituimos la hipérbola por la asintota

8 o i 1
IRVATAME YT

el error cometido sera tanto menor cuanto mayor sca cl valor de la abcisa

del punto de interseccion con la cubica, con la cual se obticne la siguicnte

ecuacion para hallar el valor de «

My /M, mo® + (3mMy— 8 M3 a® + (3 \/ My m — 8 M3/, —
— 16 KM3) o -|-m—8M2 =o

de la cual solo nos interesa la raiz positiva.

5. Aplicacién al ejemplo del ndmero de pétalos de la « Ranunculus
repens ». — Consideremos el siguiente cuadro de observaciones del nu-
mero de pétalos de las flores de « Ranunculus repens », tal como aparece
cn un trabajo de K. B. Wilson :*

| [etalos 6 7 8 9 10
I“lores observadas. 133 5% 23 7 2 2
I'recuencia . ... ... 0,266 0,11 0,046 0,014 0,004 0,001

limitandonos a considerar aquellos casos en que cl nimero de pétalos
supera a cinco, ya que la distribucion es sensiblemente simétrica. In-
terpolando por diversos procedimientos, se obtiene la siguicnte Labla :

Pétalos 5 6 7 8 9 10
| 132,6 55,2 22,9 7,1 3 0,1
II........ 131,6 55,2 24,5 15,5 1,6 0,2

InI........ 136,9 48,5 22,6 9,6 3,4 0,8

Iv... ... 131,8 66,1 20,6 6,4 2,2 0,8
Voo 1349 51,6 22,5 9,5 2,9 0,6
I........ 134,6 53,2 21,1 8,3 3,3 1,3

en donde la fila 1 son los resultados obtenidos mediante un desarrollo
del tipo de A de Charlier, hasta el término sexto; la 11, con el mismo des-

* WiLsox, E. B., The developement of a frecuency function and some comments

of curve [itting. Proc. Nat. Acad. of Sc. of the U. S. A, t. 10, 1924, pags. 79 - 84.
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arrollo hasta el término cuarto ; la 111, mediante una curva de Pearson

apropiada ; la 1v, por la transformacién logaritmica

F

183,2 1 [loz; (x—4)—o,o44]
= €2 0,5445
0,54454/ 27

la v, por una curva del tipo

I = e=081 (0.631)" : 2!
y la vi, por la curva

I' = 134,6.10—0:4027 (+—5)

Aplicando los resultados del nimero anterior, obtenemos para K
cl valor 0,266 y para los momentos de segundo y cuarto orden, los va-
lores M, = 1,168, M, = 11,008. m sera, puecs, m = 9,644, y la ecuacién
para la determinacion del valor de «

12,165 o® 4 21,019 & + 2,454 o — 1,268 = 0
cuya raiz positiva es
o = 0,187

Iil valor de B sera

y la ley de frecuencia
y = 0,266 e 0:187[#—0,257#

suponiendo ya el origen trasladado al punto x = 5.
Los valores que se obtienen mediante esta ley son :

Pétalos B 6 7 8 9 10
Frecuencia ............. 0,266 0,122 0,047 0,011 0,0012 0,0001
Observaciones .......... 133 61 23,5 5,5 0,6 0,05

Comparando estos resultados con los de la tabla anterior vemos que
se obtienen resultados bastante accptables, teniendo en cuenta, ademas,
que no son necesarios calculos excesivamente laboriosos, sobre todo si
se comparan con los nccesarios para los desarrollos de Charlier y las cur-
vas de Pearson.
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6. Estudio de la ley de probabilidad definida por la funeién f(x) =
K¢~ ol=FE=0" __ Bsta ley puede considerarse como el producto de
las primera y segunda de Laplace con valores medios distintos. Para
comodidad del calculo supondremos b = 0, es decir, tomaremos como
origen el valor medio de la segunda ley de Laplace correspondiente.
Sera, pues,

y = Kc—-—alx—ul—ﬁxz

cuya derivada para los valores de x menores que a es
—a)—pBx2
!/I — ‘Keoc(x a)—pB% [oc—2ﬂm]
y para los valores de x mayores que a

y' = Ke ¢TI g 28]

EEn el primer caso se anula la derivada para v = , v en el segundo

o
2B
caso, para t = ¢

s P r=—3z 5
De esto se infiere que si — > a, la curva tiene un maximo

2p

si — < «, tienc un maximo regular para

regular para T = x . *
T 28 T 2B

T , v si a es interior al intervalo (— 2%’ -+ EOEE)’ la curva ca-

o
~ 28
rece de maximo regular. Vemos, pues, que el « valor medio» a de la
primera ley de I.aplace correspondiente influye en la forma y situaciéon
del maximo de la curva.

Consideremos ahora la discontinuidad que presenta la derivada en
el punto x = a.
o
2_ﬂ'a

quiecrda del punto « son, respectivamente,

1.° Sia > los valores de la derivada a la derecha y a la iz-

Ke ™ [—a—28a] <o y  Ke? [a— 2Ba] <o

y la curva presentard en z = ¢ un punto anguloso, siendo la funciéon
decreciente.

2° Sia<— % , se prueba igualmente que para x = a presenta

la curva un punto anguloso, siendo la funcién creciente.
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. 3 o . . .
3.° Si— 55 < <gp hemos visto que la curva no tiene ma-

ximo regular ; los valores dec la derivada a la derecha y a la izquierda en
el punto « son, respcctivamente,

K™ —a—2Bd <o y Ke™Ta—2pa]>o0

por lo tanto, tiene la curva en £ = ¢ un méaximo anguloso, y la forma
de la curva es en « pico».

o
FFinalmente, s =5 , 1a derivada por la izquierda en el punto «
, . o .
serd nula, y si ¢ = — 55 es la derivada por la derccha la que sc anula.

Podemos clasificar las formas posibles de las curvas de distribuciéon
dadas por la funcién

y = I{C—Gc[x—al—ﬂx?

segun las inflexiones que presentan.
Iin efecto: la derivada segunda de la funcion considerada tienc la
expresion

= Ke TP (g — 2 Bar— 2 6]
si x > a, y la expresion
" =K (g — 2 Br)2— 2 8]

si < a, luego las inflexiones posibles son

o 1
_— 1
T ARVET v
o 1
X = -— — — 2
BT VoT ®
x=ﬁ__|_ 1 3)
28 ' 4/2
o 1
T2 Vag @

cuya existencia exige, respectivamente, que
o 1 o
I - .
S — > a(u);
28 \/ 28 \/

1
< a(urn); ‘i —

28 4/2

<a(w)

2ﬂ Vz

=
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1.° Sia> 21(3, no puede existir la inflexion (2), y existird siempre
la (4); de las dos condiciones (1) y (111) se ha de cumplir forzosamente
una y s6lo una de ellas; tenemos, pues, los dos tipos siguientes :

:

¥ o i . ., s
2.° Sia < — ‘)_ﬂ_’ no puede cxistir la inflexion (3) y existira sicm-
pre la (1); de las dos condiciones (11) y (1v) forzosamente sc¢ ha de ve-
rificar una y sé6lo una de ellas; obteniendo los dos tipos

ok
B
Sk
<k
E;IL
Sl
Sl
£
S

. . . . —- o .
3.° Si a es interior al intervalo (—)—B—, -+ TB), no pueden existir

las inflexiones (2) y (3), obleniéndose cuatro tipos mas:

X/\

{

)
IR
%
.
EA
<l

!

<
3
=N
Sk
3
S
3
B
g
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.
5 o wh 5 G 3

=

bl

=

. . s . ., ot — 2
7. Como aplicacién del caso de la funcion y = Ke “F 9+ on_

sidcremos el ejemplo citado por Johansen del numero de radios de la
aleta caudal de 703 pleuroncctos :

Numero de radios 47 48 49 50 51 52 53 54 85 56 57 58 59 60 61

Observaciones. 5 2 13 23 58 96 134 127 111 74 37 16 4 2 1

cuya representacion da origen al grafico siguiente :

47 48 49750 31 52 53 55 S5 36 57 58 59 60 61
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Observemos que parece convendra una curva de interpolacién con
la tinica inflexién (1), y con la derivada a la derecha nula para el valor
del niimero de radios igual a 53, tomando como origen el valor 55 del
numero de radios y situando la inflexiéon en el valor 56, se obticne

ol

28

— o —=
28 4/2

y para los parametros o y B los valores

a= —2 =1

=Y

2 1
=5 F=13
Para calcular el valor de K, tenemos

—,‘:cc 2 z?
Kj —Slerd— Ty — 1

£

que con el cambio de variable x 4 2 =t y la descomposiciéon del inter-
valo de integraciéon sc convierte en

o + o

Kc—?;[fe%f—f—;dz + /'e—f—;dz] 1

—o0

0 sea

de donde

2
K — 2e3

P EEem

L.a funciéon que hemos de utilizar para la interpolacién sera, pues,

= 0,22956

2 a?
y = 0,22956 ¢—5 lx»l~2l—§

Sc disponen facilmente los cAlculos en la forma

2 —-
log y = log 0,22956 — [g e+ 2+ —;'g] log ¢ = 1,3609111 —
- A (2) 0,4342945
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9 2
designando por A(x) la expresion E;‘ lx + 2| + %8’ obteniéndose el si-

guiente cuadro de valores :

Ntimero de radios 50 51 52 53 54
Valores calculados. . ..... 20,39 42,18 78,03 129,35 122,32
Ntimero de radios 55 56 57T a8 59
Valores calculados. ... ... 106,5 78,03 53,43 32,34 17,57

IEs interesante observar que esta interpolacion, que da resultados
bastante aceptables, se ha hecho sin necesidad de calcular ningin mo-
mento, y solamentc por unas sencillas consideraciones de analogia con
los tipos de curvas de la funcion y = Ke—l#—al—6+",

NOTA A

Sobre el error cometido al tomar eomo valor del momento de orden n,
el momento incompleto. — Iin el nimero 2 del capitulo 1 hemos visto
que al considerar M,; como momento de orden n, el error que se comete es

lk

n
E =n! X —
k—o k!

Como para 4 > n es evidentemente

A (DA

o k! n!
es decir,

E<m41)e? 2
y observando que

— 1 1
’ - 2 yE Ank1 < Ank1

1A 2
R Y e ey B o B A rag 3

b

se obtiene

PPSGEIGES
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bastara, pues, tomar

1o EDH@e+1)

&

para que el error sea menor que un numero prefijado e.

Por otra parte, suponiendo A fijo, vemos que el error aumenta al
crecer n, Llendiendo a infinito como n!. Si queremos, pues, quc el error
tienda a cero, hemos de ligar el crecimiento de 4 con el de n, siendo su-
ficiente tomar 4 = (n + 3)!, ya que entonces se verifica

po @D+ @)
(n £ 3)! n+2)(n+3)

tendiendo el ultimo miembro a cero al ecrecer n.

NOTA B

Sobre una posible extension del concepto de estabilidad a la ley de
probabilidades definida por la funcién /(x) = de—2817l. — 1. Sean dos va-
riables aleatorias X, X, independientes que siguen la primera ley de
Laplace con los parimetros « y b; la variable aleatoria suma seguiri
una ley de probabilidad dada por (véase cap. 11, n.° 1)

ae2alx] b(——>2b]x[ a

[1 (%)] " ll_ ] ((b_)z] TP

Para hallar una funcién F(v) = k. 2%l del mismo tipo que las pri-
meras, que aproxime /(z) en un entorno del origen, consideraremos el
desarrollo en serie de /(2), el cual para x > o sera

@) =

b _
5 (D207 qe—20la]]
a -

() = b_“'g_ch? [b(1—2ax 4 2a%2...) —a(1— 2bx + 2b%2..)] —

ab . N ab , _
=72 »:\0—-0)-— —a) = - ... = ) ) a2z L.
b (b—-a) —2ab (b—a)a® 4 ... p— (1 —2aba® L ...

por lo tanto, para que f(x) y F(r) coincidan en el origen, debe hacerse
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Desarrollando F(r) para = > o sera
F@) =k [1—2kyx+ 2k32?...]
¥, por tanto, ¢l error vienc expresado por la serie alternada
(@) —F@) =2k3x—2[ab (b —a) — k3] 2® + ...

Y puesto que
fx) —F@) <2k

para que esta diferencia sca menor que &, bastara que

T << i
’ 2 k2
Ahora bien : siendo
1
k=17
a + b

y teniendo en cuenta que ¢ << 1y b < 1, serd

1
ky < 5
de donde
€
— 2
o > 2¢
y, por tanto, bastara tomar
T << 2e¢

para asegurar un error menor que &.

2. Pasando al caso de tres variables aleatorias X;, X,, X,, que si-
gucn la primera ley de Laplace con los parametros a, b, ¢, siendoa > b > c,
vamos a indicar un método que facilmente podra generalizarse para n
variables.

I.lamando /(x) la funci6n de distribucién de la variable suma, se tendri

ab? ¢ be? o
T) = —2al%| —2b|7|
=y "t e me—m T

ca? b? abe
—2c —2a) —2b|x
@A " = 45 [be .o 70 - e Ay 7001+

+

+ ab Ay, e7M]
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habiendo designado por 4, al determinante de Vandermonde

1 1 1
a2 b2 2
at bt ¢4 |

y Por Asa, Az, A;. los adjuntos de los elementos de la tltima fila
de este determinante. El desarrollo en seric de f(r) para & > o sera

fx) = %b—c- [(be Ago+ca Ay +ab A,,) — 2 abe (Aga+dsp+45,) x4 ...]
3

que teniendo en cuenta que

1 1 1
As0 + A3 + Ay = | a® b2 2|l =0
1 1 1

y designando por 4, al determinante

1 1 1 1 1 1
«® b? 2|l =1|a b ¢
be ca ab a® b3 3

puede escribirse
abc — . 5
f@) = — (45 + Av? 4= ]
43 7
La funcién F(r) = k; ¢=%*l que aproxima a f(x) en un entorno del
origen debera ser tal que

(_1b(: 53

4,

ky =

y el desarrollo de la diferencia f(x)

(@)

F(zv) tendra la forma

Fy =2kx—Az® + ... <2k3x

Y para que sea menor que & deberemos tomar

&
¢ -2
2 2

9 — Collectanca Mathematica.
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Ahora bien ; el determinante 23 puede descomponerse en la forma

Ay =@+ b+ )V

designando por V al determinante de Vandermonde

1 1 1!
V=1u b ¢ |
> b2 |

con lo que la expresion de k, sera

abcV-(a+4b+¢)  abe(a-+ b c) . clat+b+to)
A, Tt @+t ek

ky =

de donde

A 1 c(ad+-b4e) 1 1
B2+ by e)+ab 2 1 1
e e et
a'b a b
o siendo Cyve enores que 1 la suma oo, cc sera. menor que
pCI‘ S1e (l}bm. CS qu < L“:T)'—[—az‘ H q )
3y, por lo lanto,
i 1 3 3
"S5I8

de donde

y bastara tomar

32
T i
-9

para que el crror sea menor que &.
3. l.a generalizacion de este proceso nos da, para n variables

Xy X5, X3... X, con los parametros ay, ay, dg ... a,, el siguiente des-
arrollo:
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/(;lf) = __T {_.Zn + Ax? -+ ]

y para el valor de k,

U4y ... @y
]\'" = —_——— .
AH
siendo
1
4 ay
3
— a
__ n—1 1
4, =(1) '
2—3
a
Ahora bien; se ticne*
1 1 .1 1
71
o, ay ... Q, \ %
2 2 2 73
Z . a3 ay o an . Vn
n
aFt oaytdlt yzn—s

n

.1

.a,

.a

. (;3”—3
0 0 .. 0
1 0 .. 0
V2 vioo ..o
e syt

designando por V2 a la funcion homogénea completa de grado m con n
variables, es decir, el desarrollo de (a; + as + ... + @,)”, haciendo todos

los coeficientes iguales a la unidad.

La cxpresion de A puede escribirse también asi:

1 1 1 -
. 2 n
oy a (ln Vs
2 2 2 n
Z ay as (1”
w
VZ"—S
M—1 n—1 n—1 ”
ay a, oo Q@

1 0 .. 0
1'% vio .0

4 n

7 21—6 2n—7 Jn—1
} n Vn .V "

* BERzoLARI, L., Enciclopedia delle Matematiche elementari, vol. 1, parte 11,

pag. 103.
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obteniéndose la cxpresion general de k,

1 1 | ,
Vi1 0 .0
ay ady (l" V3 V?‘ Vi 0
a. a a a-z az a’ n n n
o= B %@ a4 . . —

J21n—>5 7 251—6 J2n—7 Tn—1
‘n ‘n ‘n e ‘n

-1 n—1 n—1
ay a, (1”

Vi 1 0 .. 0
V3 \% vio 0
Ay dy ..., L4 . " . n

- (ay + a5) (ag + ag) ... (@ + a,)

21—3 21—G6 7an—7 Tn—1
Vn Vn ‘n ‘,n
4. En particular, para n = 1 sera

_ A a3 a3 a,
(a; + ap) (a3 + ag) (a; + a,) (a -+ ay) (a4 ay) (a3 + a,)
a, a; aza, (Vi Vi— V3)

- (a1 + ap) (a3 + ag) (ay -+ ay) (as + az) (ay + a,) (a3 -+ ay)

Vi1
Vi Vi

ky

que recordando la expresion de k, y haciendo para simplificar
V1 V23— V3 = H, puede escribirse

k, a, H
- a; + a; + a3 . (a3 + ay) (az + ay) (a5 + ay) -
. kya, H
o H 4 aya,04 (0, + a5 + a3 + @)

k,

Yy, por tanto,
ky < kg

lo que nos indica que el entorno del origen en el cual sc obtiene un error
menor que & es mas amplio que en el caso de tres variables.

Este resultado parece indicar que a medida que el nimero de varia-
bles aleatorias independientes va aumentando, se va ampliando el in-
tervalo en el cual se obtiene con la funcién F(z) = k, e—2*l#l una apro-
ximacién menor que un numero prefijado e.
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NOTA C

Sobre la extension a dos variables de la primera ley de Laplace. —
1. Consideremos dos variables aleatorias X e Y, y designemos por zdxdy
la probabilidad de que un par de valores salisfaga simultineamente a las

desigualdades

T <1< x4 de) )
y<y:<y+dy :

Si las dos variables siguen la primera ley de I.aplace, las probabilidades
respectivas de que se verifiquen las anteriores desigualdades son

0,620l dx y 0,0 202171

y si suponemos que X e Y son independicntes, la probabilidad de que
se verifiquen simultineamente las condiciones (1) vendra dada por

zdady = §,0,07201#=25% dedy (2)
Hagamos un cambio de variables, mediante una rotacion de cjes
T =ucoso - vsena y=—uscno -4 0cosa

la probabilidad para que un par de valores u;, v, satisfaga simultanca-
mente las desigualdades

u<<u;<u-+du 3)
D < v <<+ dv

la obtendremos substituyendo en (2) xey por sus valores, o sea
P — e—201[# cosw 4 vseno| —28,|—usence + veose| (fy (g (4)

2. Consideremos las derivadas parciales de la funcién

f(ll,l)) — K e—20:ucosc + vsenoe| —20,|—usene + v cos o] (5)

respecto a u y a v

af(u,v)
ou

of(u,v)
o

= f(u,v) [— 20,5, cos & + 2 0,5, sen a]

= f(u,0) [— 2 8,5, sen & — 2,5, cos a]
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indicando con s; los valores 4 1 6-— 1 segun sea u cos « - v sen « mayor
0 menor que cero, € igualmente s, es 4 1 6 — 1, segun sea-— u sen . 4+ v
cos o positivo o negativo.

I.as rectas perpendiculares

v =cotag o - u )
v=taga-u J}'

forman el lugar geométrico de los puntos de discontinuidad de las deri-
vadas parciales.

Si & es nulo, u y v son independientes ; si no es nulo, el valor atribuido
a una variable influye en la probabilidad de la otra modificando su curva

de distribucién ; esta modificacion es maxima cuando « es igual a 1
£

3. Podemos, pues, suponer como gencralizacién a dos variables de
la primera ley de Laplace la dada por la funcién de distribucion

[(13!]) = K e—Kilaz-+by|—K,|—bz+ay|

Las rectas, lugar geométrico de los puntos angulosos, son

ar + by =0
—bx+ay=0

. b . . .
y el coeficiente angular - nos da ya una primera idea de la correlacion
a

cstocastica entre las dos variables X e Y.
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