“C-BASES EN ESPACIOS PRODUCTO”
por

CELESTINO MONTES (*)

SUMMARY

We construct a Cesaro basis in the countable topological product of spaces
with Cesaro basis.

1. INTRODUCCION:

Una sucesion (xp), - ¢, 5, .. . de elementos de un espacio localmente con-
vexo E se dice que es una c-base de E, si todo elemento x de E admite una tinica
representacion en la forma x = 212 a, (x) x,, (c), donde el simbolo (c) indica que

la convergencia se toma en el sentido de Cesiro, es decir

1/ 1 i
lim —( Z~ I g (x)xi> =x
B\j=1 i=1

Es trivial que los operadores a,, son lineales. La sucesién (app - 4, 2, ...deldual
algebraico de E se denominara sucesién de coeficientes funcionales asociados
(abreviadamente s.c.f.a.) a la c-base. Son conocidos espacios con c-bases que no
son bases. Por ejemplo el sistema trigonométrico en C[0, 1], y la sucesién (ey)en
el espacio CS de las sucesiones que son sumables en el sentido de Cesiro ((1D. Es
un problema abierto el determinar si existen espacios de Banach que posean una
c-base y no tengan base. La resolucién de este problema implicaria la del pro-
blema de la base en su actual estado: ;Debe todo espacio de Banach separable
con la propiedad de la aproximacién acotada tener una base?. En este trabajo
obtenemos las propiedades de estabilidad de los espacios con c-base frente a los
productos topoldgicos en el contexto de los espacios localmente convexos.

(*) Este trabajo ha sido realizado bajo la direccién del Prof. Dr. P. Perez Carreras.
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2. RESULTADOS PREVIOS

La siguiente proposicién puede obtenerse con las técnicas del caso escalar
(Criterio de Stolz).

Proposicion 1.

Sea (ap)y = 1.2 una sucesion de escalares positivos estrictamente cre-
ciente y divergente. Sea (), = ; 5, ... una sucesion en el espacio localmente
convexo E. Supongamos ademas que

lim(an_—la— (xn—xn_1)>=x

n-1

1 . 1
Entonces { — x, | es convergente y im — x, =x.
oy n Op

El segundo resultado que necesitamos es un resultado sobre supresion de
ceros en una serie c-convergente. Si en una serie covergente se suprimen todos o
algunos de sus términos nulos, la serie resultante sigue siendo covergente y tiene la
misma suma. Es conocido que esta situacién no puede trasladarse en caso de
series c-convergentes. Damos, en el teorema, siguiente, una condicibén suficiente
para que ésto pueda hacerse, en el contexto de los espacios localmente convexos.
Necesitamos antes un lema.mDada la sucesion de reales positivos (py)p = 4, 2, . . .
de tal forma que la serie . El p, diverge, se dice que una sucesion (x,,) de ele-

mentos de un espacio localmente convexo E es N(p,, )-convergente a x si:

lim !

—— +.. =
n p;t...+tp, (1 *: Pp Xp) =X

Nos basaremos en un resultado de inclusion de medias de N6rlund para obtener
el resultado anunciado.

Lema 1.

Sean (p,,) ¥ (q,,) dos sucesiones en las condiciones anteriores. Supongamos
ademds que

9n+1 Pn+1
dn Pn

N

Si 21) X, es una serie N(p,)-convergente de un espacio localmente convexo,

entonces es N(q,, )-convergente y tiene la misma suma.
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Su demostracién, que puede encontrarse en [4, pg 25], sigue la linea de
[2, pg 59], basindose su demostracion en el teorema de Silverman-Toeplitz. Con
ella podemos demostrar el siguiente teorema, que est4 basado en los dos ejem-
plos de [2, pg. 60].

Proposicion 2.
Sea %‘ X, una serie en un espacio localmente convexo E y Z y, la serie de

témino general

Xy si. n=my
Yn =
0 si n#n

donde (ny ) es una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales.
Simgi, — Ny 20 — 0 ¥ ? ¥, €S c-convergente entronces 21) X, €s
c-convergente y tiene la misma suma.

Demostracion:

Sean (S,) y (T,) la sucesién de sumas parciales de las series Z x, y Z y,
respectivamente.
Se tiene entonces la siguiente igualdad:
T] +T2 + ... +Tnk =(n2—n1)Sl + (ns—nz)SZ +... +(l'lk—ﬂk_1) Sk-l + Tnk
De donde:

(n2_n1)sl + (n3—n2) Sz + ... +(nk—nk_1) Sk'l _

Ny

Ty +T,+...+T,, Toy

ny Iy

Al ser (T,)) convergente en el sentido de Cesdro, digamos a x:

ATt ATy, Tk

e

My ng

0

De esta forma es claro que la serie Z x, es N(rik+1 — Iy )-convergente a X.
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Dk+3 — Dk+1 1 .
Como ————— > — , aplicando el lema 1, obtenemos que X x,, es

Dk+1 - Nk 1
N(1)-convergente a x, es decir, c-convergente a x.

3. PRODUCTOS DE ESPACIOS CON CBASE

El caso de los productos finitos es sencillo, pudiéndose abordar directa-
mente mediante el cdlculo de las sumas en el sentido de Césaro. El resultado que
se obtiene es el siguiente:

Proposicion 3.

Sea (x;) una c-base del espacio localmente convexo E, e (y,) una c-base de
F. La sucesién

Xy, 0) si n=2k -1
k

©,v) si n=2k

es una c-base de E x F con la topologia producto.

Pasaremos entonces a estudiar el caso de productos numerables. En adelante
mantendremos la siguiente notacién: (Ey )=, ,, ... representard una sucesion
de espacios localmente convexos. Supondremos que para cada k,E, posee una
c-base que denotaremos por (xlfl)nq, 2, ...

Consideremos la sucesion doble:

(x1,0,0, ..), (0,x3,0, ..)
(x3,0,0, ..), (0,x3,0, ..)

(x3,0,0, ...), (0,x3,0, ...)

N’

a la cual daremos la siguiente ordenacién:

©,....,x5",0,..) si n=k*+p (p=1,...,k+1)

(o,...,ﬁk:'r’,o,...) si n=k?+k+1+p (p=1...kK)
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(flr‘l)nﬂ’ 2,... serilascfaalabase (xlfl); a paitir de ella podemos construir la
sucesién doble (hﬁ)n, k=1, 2,... donde hlr(l: k|:|1 Ex — K estd definida por:

hﬁ Gy, . )= t*fl (yk), es decir, hlr‘1 = fﬁ - Py, donde Py es la k-ésima proyec-
cion candnica.

Ordenaremos esta sucesién doble de la misma forma que la primera, es decir,
denotaremos por (h,) a la sucesidn:

h+! si n=k +p (p=1,2,...,k+1)

hiiiP si. n=k® +k+1+p(p=1,2,...,k)

Finalmente usaremos las siguientes notaciones:

SE ) =K Ry ok + L+ 1R () <K i XK e By
S, () =h, (x)z; +...+h ()2, si erEk
HE () =8k F) +. .+ 5K () si xKeE,
H, (x)=S; () +...+S, (x) s xekliEk

Omitiremos las variables x y x€ cuando no haya lugar a confusién.
La prueba del siguiente Lema, de caricter laborioso aunque no involucra
nuevas ideas, puede encontrarse en [4].

Lema 2.
(1) Sp2 (x',x%,..)=(Sh (x"), 82 (x*), ...,8: (x™),0,...)
(2) Sip=1,2,...,n+ 1 entonces:
Spzep 1, %%, )=(8y (1), ..., Sp (x"), 8" (x™,0,...)
(3) Sip=1,2,...,nentonces:
n

S2anerep & X7 )=(Sy (1), .., SPP (x"P), SRR (MR, L,

i ™',0,..0)
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Lema 3.

Sin>m+2, la coordenada m-ésima de H_» (x) es:
= m, my % om,m el .m . om
P (H2 (x))=A, +mS; (x7) + _Zl S (xM)+2 ‘21 i5;" (x7)
i= i=

Donde A, e E;;, depende de my x y no de n.

Demostracion:
En primer lugar, teniendo en cuenta el lema 2:

n? n-1  (k+1)? n-1/k+1 k
H.®)=2 $=2 2 §=3% (.z St 2 Sk2+k+1+i>=
i= i=

1 k=0 i=k2%+1 k=0\i=1

n-1/k+1
2(_2 (s;(,s;,...,sﬁ,s}‘“,o,o,...))+

k=0\ i=1
s ! Kk-i ok-i 13
+ k§1<i=21 (Sk»---» 8¢ 1,sk;;1,...,skj},o,o,___)) =

-1
- 3 ((k+1)s;(,(k+1)s;,..., (k+1)sk,H§1},o,o,...> +
=0

n-1
+ k=El (ks;( + fierr (") Xe 1, KSg + 2y, (x2)x§+1,,..,

k-1 k-1  k-1y k-1 k k+1
ST 4+ - 1) £ (x )ka,kSkH,kSkH,O,...).

Con lo cual la coordenada m-ésima de H 2 sin>m + 2 sera:

Pn(H, () = HY + (m+1)Sp +...+nS, +
+ (m—-1)ST +mSM,, +(m+1)Sm,, +...+(@-1)Sy, +
+ mf® , ™)xm,, +mim s (X)Xt T
+ mfy x™)xp .

Es decir:
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m m-1 m n-1 m m
P (Hp, x) =Hy-Z (+1DS§ + 2 (+1)S"+(m-1)sSy +
=1 1=1
m n-1
+ mSE+1 -2 iS{n + X iS{’n + m(Sf —'Sgﬂ).
i=1 i=1
De donde finalmente:
n-1 n-1
P (Ho ())=A, +mST x™) + T SPP ™) + 22 iSP (™).
i=1 i=1
Donde A, € E, no depende de n. c.q.d.

Podemos entonces enunciar el siguiente teorema:

Teorema.
Sea (Ey -1, ,, . .. unasucesion de espacios localmente convexos.

Sea (xlfl)n= 1, 2,...unac-base de Ey. La sucesion (z,,) definida por:

©,...,x571,0,..) si n=k+p (p=1,..,k+1y

©,.., x5t 1P 0, ) si n=k?+k+1+p (p=1,...,k)

L

es una c-base de ﬂ Eg.
. k=1
Demostracion:

Veamos en primer lugar que lixl;n %2- H, x)=x.

Bastard para ello, manteniendo la notacién precedente, demostrar que

li{ln P ('an H, (%) ) =P, (x) =x™. Ahora bien, segiin el lema 3:

1 1 -l nl.

Teniendo en cuenta entonces que:

lim L S™ = fim S‘1“+...+S’r§1 B n—1 S{“+...+S§‘_l -0
n o O n n n n—1
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n-1
Y que, aplicando la proposicién 1 (Criterio de Stolz), lirxln -:—2 z §P =
i=1
. 1 . - 1
=hrxln P STY 1 = 0, deducimos que el Iimite de Pm<§ n2 (x))
S =¥ N7 S,
existird si y sélo si existe hrlln z Ty S{" y en ese caso:
i=1
. 1 DT X N S,
h%E‘Pm(? Hy ("))‘1',{“ 2wz S
n-1 9 2 w1l 2 _
Pero i;zl = S = ~ i=21 is" = — (n-1) Hy, —(Hfln +. ..+H,‘f_‘2)—

2 (n—1)2 1
n2 n-1

ot - 2 (HT+...+H;"_2)

=]

1 m m m .
Como (n_l H, ) n CONVerge a X por ser X' una c-base de E,,, y aplicando el

o . 1
criterio de Stolz, = (H’ln +...+ Hn-z) converge a x™, tendremos entonces
n
que:

1i1131Pm < ! H . (x))=x para todo m en IN

n?

De donde

11111an(% an(x)>=xen ﬁ Ey

k=1
. 1 =
Veamos finalmente que 11Irln r H, (x)=xen kl—l Ey.
=1
Sea q una seminormaen E_ |, y e >0.

Sea ko > m de tal forma que:

2k+1 € ] _ 1. ..m, m
mEL <2 s k3k (M “wp (G & )))
) q (Pm( ?12- H, (x)—x)> sk >k
3) q(—i— Se' (xm)) si k > ko

Seang =k yn=ng.

Sin=k*>+p, (p=1,2,...,2k + 1),k >k, entonces:
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4@ (%Hn (=) = 4P ( 35 Hiarp (0 —2)=
=q(P, m( sz x)—x+ Py (Sk2+1 (x)+-e-+sk2+p x)N=

=q(P,, ( kiz (-

k2+

+ Sg24p (=0 Cry (1 — 7=

+p

k2+p

<Q

1
77 Hee 0

)Hk2 x) - x+ (Sk2+1(x)+ .+

1 P
)('—1'(—2-'Hk2 (X)—'X)— -kz_-l-p- X +

(Sg2+43 )+ ...+ S24p <

+ ars U Seaas G+ + 24 () <

< APy (75 B2 (9 — )+ 55

-+ Sk2+p M<e+ — q(xm) + k2+ q(Pm (Sk2+1 ) +...+

+ S5y (X))< 26 +

k2+ qPp Sg24y X)+... + Sk2+p x))).

a) Sip=1,2,...,k+ 1 tendremos que:

Pru(Syz ., () +.. .+Sk2+p(x))=pS{<n(xm) (ko > m).

Con lo cual

AP Hy () — %)) <26+ 72—

2k+1

<2+ =5 q(Sp (x™))<2e+

b) Sip=k+1+h, h=172,...

QPm(~ Hp() — %)) < 2e

a(Sg (x™)) <

k+1

q(k S (x™))<2e+3e=5e.

Jk tendremos:

1
[ o —
k2+k+1+h qPm(Sg2,, ) +... +

171



172 Celestino Montes

+ 82404 (x)+...+Sk2+k+1+h(x)))<

1
S2et gy 9CmSk2 O+ + S, ()))+

1
+ k2+k+1+h q(Pm(sk2+k+2 (O+...+ Sk2+k+1+h x)))<

1
< e +m APm(Sp244p4, )+ + Sk2ax+14n )))

Ahora bien:
Pm (Sk2+k+1+1 +...+ Si24x414n X )=hslr(n =™+ Vf;:‘-}-l (x™) X:lﬂ

donde » es un entero menor que h.

Por tanto:

1 : .
k2+k+1+h q(Pm(Sk2+k+1+1 ) +...+ Sk2+1‘:+1+h x))) <

h m,. m- v m my M
= k2+k+1+h S 7))+ k2+k+1+h Alfiesy ) Xieyy) <

<37 ASPE™) +-5 9B, 6™ - SPeM) <

1 ¢m/, . m k+1 1 .m
S2q (3 S (x ))+T Q(k*ﬂ Sk+1(¥m))<
<2e+2e=4e.
De donde:

Q(Pm(% Hp (x) —x) )< 5e+4e=9e.
En definitiva, sin > n,
9Pm (- Ha (0 - %)) < %€

Y de aqui que

)
o

% hp(x) zp = x(c) en
n=1

P
n
—
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Veamos finalmente que la c-descomposicién de cualquier elemento es tnica.

Supongamos para ello que 0 = E anzn(c) en L_l Ex.
n=1 =1

Consideremos la proyeccién m-ésima Py, que es una aplicacion lineal y continua.
Tendremos entonces que

2 L

o m

(3) 0=Pu(0)= Z ayPm(zq)(c)= % onPpy(zn) + _ % anPm(zp) (c)
n=1 n=1 n=m?2+1

Estudiemos ahora la distribucion de ceros en la serie

224;-1 o, Pm (zp)
m

Como quiera que

(0,...,x§+1,0,...) si n=k*+p r=1,... k+1)
Znp =
(0,...,x11::_P,0,...) si n=k%+k+1+p (p=1,... k)

Sin=k>p (p =1, .. k+1), se tendrd que k 2 m con lo cual Pp,(z,) = 0.

Sin=k%+k+1+p (p=1,.. k)se tendrd que P (zp) # 0 siy solo sik+1—p =m.
Fijados entonces m y k > m obtenemos que Pp(zp) # 0 (n = k¥4p
(p=1,..,2k+1) ) siy sblo si p=k+1—m. De esta forma si n > m?+1 y
n # ng = (k+1)>-m+1 (k =m, m+1, . . ), Pm(zp) = 0. Como quiera que
ng+p—ng = (k+1)> — (k+1)® = 2k+3 es una sucesion creciente, aplicando la
proposicién 2 obtenemos que:

n=m22+1 onPm(zp) () = k=zm Xk+1)2 — m+1 Xicys (©)-

Con lo cual teniendo en cuenta (3):
(4) 0= Z opPp(za)+ Z Ak+1)2—m+1 x;(n-i-l ©
- n=1 k=m
Ahora bien si Pp(zg) # 0y n =12, ... ,m? no puede sern = k%+k+1+p
(p=1,.. k) ya que en este caso k+1—p =m y por tanto k =m+p—12>m, con

lo que n > m?+m+1+p > m. Deberd ser entonces n = k2 +p(p=1,.. k+1)y
por tanto k+1 =m con lo cual (4) se convierte en:
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0= 3 my 3 m
- p=1 Am—1)2+p xp kem Ak+1)2—m+1 Xg+1 (C)

El hecho de ser (x;n) una c-base de E | nos permite asegurar que:

Ol(m__l)2+p=0 (p=l,2,..,m)
Ok+1)2 —m+1 =0 (k=mm+i,...)

Y esto para todo valor de m. Nuestra prueba concluird si probamos que todo
niimero natural n puede escribirse en la forma (m—1)*4p (m =12, . .,
p=12,..,m)obien enlaforma (k+1)>~m+I1 (m=12,...,k=mm+1,...).

Ahora bien todo niimero natural puede escribirse como q>+h (h=1,2, .. ,9+1)
6 q*+q+1+h (h=1.2,..,9) conq=0,1,....Basta tomar en el primer caso
m=1+q,p=hyenelsegundom=q-h+1yk=q. c.qd.

Notas: En ninglin momento se supone la continuidad de las s.c.f.a. a las c-bases.
De suponer esto la demostracién de la unicidad del desarrollo podria obtenerse
de forma trivial.

El resultado no puede extenderse a productos de 2*© factores debido a que
salvo casos triviales dicho producto no seria sucesionalmente separable: mientras
que procediendo como en [3, pg 255] puede probarse que todo espacio con una
c-base es sucesionalmente separable.

AL
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