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ABSTRACT

This paper analizes the dependence between displacements and adequately
defined strains for a class of spatial rods. This dependence is- characterized
through certain properties of linear differential systems in LP spaces. General
theories of equilibrium of conservative elastic rods can thus be applied, to the
special case here considered, but presenting the elastic energy from a frame in-
different viewpoint, both to help clarifying physical meaning and to simplify
mathematical development.

1. INTRODUCCION

Aqui se consideran piezas hipereldsticas longitudinales con leyes no lineales,
aceptando la hipdtesis de secciones planas durante la deformacién. Desde un
punto de vista matemdtico esta hipétesis constituye un caso particular, no obs-
tante, su importancia radica en la gran cantidad de aplicaciones técnicas que
posee. Esta clase de piezas, es esencialmente la misma descrita por Antman and
Jordan (1974/75) [1].

En la teoria de piezas longitudinales es usual buscar funcionales de energia
interna convenientes, que se ajusten al fenémeno fisico que debén describir. Para
conseguir esto parece mds adecuado expresar el funcional de energia mediante
deformaciones generalizadas que nos permiten hallar los desplazamientos equiva-
lentes salvo movimiento de sélido rigico.

Antman, 1976 [2], hace un tratamiento general del problema, pero traba-
jando con un funcional de energia dependiente de los desplazamientos, y anali-
zando caso por caso el funcional de energia externa. En otro articulo (Antman
and Brezis, 1978 [3]) se resuelve el problema en deformaciones, pero solo con
movimiento plano.
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~ Enlos resultados presentados aqui se da un tratamiento sistemdtico a la con-
tinuidad débil de los funcionales de energia externa. Por otro lado, se simplifica
el desarrollo matemadtico y propicia el sentido fisico, al expresar el funcional de
energia a base de deformaciones generalizadas.

2. DESCRIPCION GEOMETRICA
2.1. Definicion de la pieza longitudinal

a) La pieza eldstica estd definida por una curva alabeada llamada directriz.

En la configuracidn inicial indeformada, dicha curva estd definida por la
ecuacién vectorial 1 = ﬁ(s), que se supone continuamente diferenciable hasta el
orden dos inclusive, donde el pardmetro s toma valores en cierto intervalo com-
pacto [a, b].

Se trabaja con la hipdtesis cldsica de Navier de que las secciones transversa-
les se mantienen planas e indeformadas al deformarse la pieza, pero no necesa-
riamente normales a la directriz deformada.

b) En la configuracién deformada, la ecuacién vectorial de la directriz se
expresa r = ﬁ(s) + u(s), s € [a, b], exigiéndole al campo vectorial u(s) la misma
regularidad que a ﬁ(s).

¢) En la configuracién inicial, a cada valor del pardmetro s se asocia un trie-
dro ortonormal directo {E (s), B2(s), B3 (s)} , de tal manera que los dos primeros
vectores estdn dirigidos segiin la seccion transversal.

d) En la configuracién deformada, la seccién transversal ha sufrido una tras-
lacién y un giro, y el triedro inicial se habrd transformado en {§1 (s), B,(s),
B (s) } )

¢) Finalmente se considera cierta coleccién de condiciones de contorno en
los extremos de la pieza. Aunque los resultados que se van a exponer son validos
para distintos tipos de condiciones, a fin de una mayor claridad se concreta la
coleccién siguiente:

(1) u(a) = u(b) = 0 (Extremos fijos)

(2) B(2) = f(a) (Empotramiento en el extremo s =a)

(3) Existen dos vectores fijos, h y H de R, tales que B(b) h =f(b) h =H
(Articulacién en el extremo s =b)

2.2. Desplazamietos y deformaciones generalizados

’

Denominaremos > desplazamientos generalizados ” a las funciones u(s),

B(s)— B(s) -
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Se supone que la pieza material en la configuracién de referencia “ocupa”
una familia de secciones {Ks} s € [a, b] en donde cada K es un conjunto com-
pacto en R? de tal manera que la posicién de referencia (en el espacio euclideo
tridimensional) de cada punto material P viene determinada por sus coordenadas
curvilineas (s,x,y) en la forma:

@) Plxy)=RE) +xBi()+y B(s),sea,b], (xy) €K,

en donde los vectores unitarios fi(s) ,i=1,2,3, constituyen Ias filas de la matriz

B(s)

® ¥=123 BO= I 608 BOREBRO

siendo {El, €., €3 } una base ortonormal fija del espacio euclideo ambiente,
E3

La posicién ocupada por el punto material P en la configuracion deformada,
quedard determinada por:

(6)  P(sxy)=R(s)+u(s) +x Bi(s) +y B,(s)
en donde, de forma similar a lo hecho anteriormente, se toma:

(7 Vvi=12;3 Bi(s) = é Bij(s) & ; B3(s) = B;(s) x B,(s)
j=1

A continuacién definimos la deformacion angular, como una funcién matri-
cial 3x3, dada por:

(8) Vse[a,b] ¢(s)=dTi(‘°‘l-BT(s)—i§§i- BL(s)

en donde T, representa la transposicién matricial.

A partir de la ortogonalidad de las matrices B(s) y f(s), se deduce de forma
inmediata, que la matriz ¢ (s) es antisimétrica.

Seguidamente se define la deformacion longitudinal, como una funcién vec-
torial en R3, dada por:

©)  H)=BE) {R@e)+ w6} — 85 RG)

en donde, ’ se refiere a la diferenciacién respecto a s, y se identifican los vectores
en E* con sus respectivos vectores columan formados por sus componentes en la
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base (&j). No planteamos ahora, de modo reciproco el hallar B(s), u(s) cuando se
conoce la funcién matricial antisimétrica ¢ (s) y la funcién vectorial £(s).
Se reescribe la ecuacién diferencial matricial (8):

(10) Vsela,b] dTBS(S) = w(s) B(s)

an w=pE -+ g

Debe hacerse notar que, debido a la antisimetria de ¢ (s), dados dos vectores
columna cualesquiera de una matriz solucién B(s), su producto escalar candnico
en R? permanece constante respecto a s. Es decir, que si B(a) es una matriz orto-
gonal, para todo s perteneciente a [a, b}, B(s) serd también ortogonal.

Escribiendo en componentes las expresiones (8) y (9), se tiene:

(12)  V¥i,j=123  $4(s)=Bi(s) - Bj(s) - Bi(s) - Bi(s)
(13)  Vvk=123 () =Bk(®) * (R'(®) + u'(s) ) — Be(s) * R'(s)

quedando de manifiesto la invariancia (productos escalares) de dichas compo-
nentes con respecto a la base ortonormal de referencia (e;), j = 1,2,3 de E3,lo
que justifica parcialmente la denominacién de “deformaciones”.

Es facil probar que las ecuaciones escritas hasta ahora tienen las dos propie-
dades siguientes:
— Dada la matriz ¢ (s) 3x3 antisimétrica, dada f(s) 3x3 ortogonal, R(s) en E3,
£(s) en R3, funciones lo suficientemente regulares en [a, b], existe al menos una
matriz ortogonal B(s) y una funcién vectorial u(s) en E* que son soluciones de
®), ). _
— Dados dos pares de soluciones, B(s), u(s) producen en (6), (7) dos campos
vectoriales del tipo p(s,x,y), de manera que se puede pasar de uno a otro por un
movimiento rigido en E3.

2.3. Condicion de invertibilidad local

Se examina la transformacién P——p definida en (4) y (6), haciendo
especial hincapié en el signo del jacobiano de (—2P_), cuya constancia es condi-
a

cién suficiente para la invertibilidad local de la transformacioén, y para que haya
cociente nunca nulo ni infinito de volumenes elementales.

Representando por (Xj)i=1,2,3, (%) j =1,2,3 las componentes de Pyp
respectivamente en la base de referencia de E3, se tiene:
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0(x1,X2,X3)

a(xl X2 ,Xa) a(S,X,Y)
3(X1.X2,X3)

) = det (: a(S,X,Y) ) ¢ det )>0

(14)  det ( ——B(XI,XZ =)

De forma consistente con la idea fisica intuitiva de la individualidad de los
puntos materiales del cuerpo, se puede suponer que la funcién (s,x,y)—>P es
biyectiva con jacobiano positivo, nunca cero o infinito. Con esto, la condicién
(14) se reduce a imponer:

(15)  Vse[a,b] ; V(xy)eK;, det(a();(;;x;)po

y teniendo en cuenta (6), la desigualdad se reduce a:
(16) Vse [aa b] ’ V(X’Y) € KS
(R'(s) +u'(s) +x B1(s) +y Ba(s) ) » Ba(s) >0
Usando las notaciones C(s),1(s) respectivamente para las funciones conoci-
das (dg/ds) - B1(s) y B(s) * R'(s) , y segiin (8), (9), 1a relacién (16) se puede rees-
cribir como:
a7 Vsela,b], V(xyy)eK;
X (C13() — ¢ 31(5)) + ¥ ($ 23(s) + Ca3(s) ) +

+ £3() +13(s) >0

Introduciendo las notaciones: ¢ = (943, ¢31, 0 12), £ =(&y1, &5, £3), se obtiene
que el subconjunto £ de R®, definido por:

(18)  ={(3.E)eR®| V(xy)eK; ;
X(C13(s)— 92) + ¥(Ca3(8) +$1) + (Is(s) + £3) >0 }

es para cada s en [a, b] un conjunto abierto y convexo en R, isomorfo al pro-
ducto cartesiano de R® y un cono abierto ¥y convexo,

2.4. Deformaciones en un espacio de Lebesgue LP

Por exigencias de las herramientas disponibles de andlisis funcional (para
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probar los teoremas de existencia), consideramos deformaciones ¢(s), £(s) de
componentes en un cierto LP(a, b), con p > 1.

2.4.1. Teorema: Sea w(s) una funcién matricial en LP (a,b; 3x3), conp > 1.
En tales supuestos existe solucion uinica Y(s) en C[a,b; 3x3], para el problema de
valor inicial:

dY(s)

(19)  Wwelab], —

= w(s)+ Y6, Y@)=Id

Las notaciones Id, LP(a,b; 3x3), C™[a,b; 3x3], indican respectivamente, la ma-
triz identidad 3x3, las funciones matriciales 3x3 diferenciables con continuidad
hasta el orden m inclusive en el intervalo [a, b].

La demostracion de este teorema puede hallarse en Coddington and Levin-
son, pp 97,98 [4].

El teorema 2.4.1. nos permite definir un operador @ no lineal, entre los
espacios LP(a,b; 3) y C[a,b; 3x3], que satisface las condiciones:
(200 V@eLP(ab;3) , Vse [a,b]

Q%) ()=Y(s)
4@%) ) a86)
ds ds

=(¢(s) + BL())(QP) ()

donde ¢ (s) es la matriz antisimétrica, cuyo vector polar es  (s). Teniendo en
cuenta (2), (10) y (11), se puede escribir:

1) BE)=(Q9) () 6a)
Para hallar finalmente U(s), se utilizan las expressiones,, (1), (9), (20) y (21)
22) =L @@ ()0 do +
+ 1 { 67 (@) () B(o) — 1d } R'(0) do

Que podemos escribir de forma compacta, mediante un operador no lineal &P en-
tre los espacios LP(a,b; 3) x LP(a,b; 3) y C'[a,b; 3], definido en la forma:

(23) V9§, EelP(ab;3), Vse[a,b]
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P(3.DHE = @00 {Eo)+BOR(©) }
La expresién (22) se reescribiré:
Q9 U ="@)P(3.%) () + R - R

Finalmente se define el conjunto de deformaciones posibles V, contenido en
LP(a,b; 3)xLP(a,b; 3), y dado por:

(25) V= {(%,F)eLlP(ab;3)x LP(a, b;3) ]
@%)(®)B@) h=H; 6T(2) P(F,E) (b) + R(a) - R(v) =0 }

siendo h, H los vectores fijos especificados en (3).
A continuacién se dan las propiedades fundamentales de los operadores () y
T, cuya justificacién detallada puede encontrarse en E. Garbayo, [7].

2.4.2. Teorema: Sean ( $n)y ¢ 7+, (En)n e z* sucesiones débilmente con-
vergentes en LP(a,b; 3), con limites respectivos, ¢, £ . Si p > 1, se verifica:

(26 im QP =QF ; lm T (Fn,Eny= (5, )

respectivamente en la norma del maximo de los espacios C[a,b; 3x3]y C[a,b; 3],
0 sea, que la convergencia débil de las sucesiones de partida, implica la conver-
gencia fuerte de sus imagenes segin los operadores Qy 7 .

2.4.3. Teorema: Dados p > 1, y cualesquiera $0£s), Eo(s)en LP(a,b; 3), los
operadores ( y J son diferenciables Frechet en (%o, &)

Q'( Po, - ) es un operador lineal entre los espacios LP (a,b; 3) y C[a,b; 3x3],
tal que:

(Q7) Vg elP(ab;3) , Vse [a,b]
Q( %0, ) =(Q%) () - L @Q%)7(0) 9 (0) (Q%0) (0) dg
donde todos los productos se entienden como matriciales.
En segundo lugar, P’ ( 6o, £0;.,.) esun operador lineal entre los espacios

LP(a,b;3) x LP(a,b;3) y C[a,b; 3], de modo que:

(28) V3, EelP(ab;3), Vse[ab]
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P'(%0,%5 3, E))= [ [QP) @] E(0) do +
+ [Q(0;8)(@)]T(E (0) + Bo) R'(0)) do

3. CONFIGURACIONES DE EQUILIBRIO GENERALIZADAS

A continuacién se aborda el problema central de esta seccion que es el de
justificar la existencia matemdtica de configuraciones de equilibrio para estas
piezas longitudinales eldsticas, con leyes no lineales, sometidas a cargas que deri-
van de un potencial. Este problema ya habia sido tratado con anterioridad en
un contexto mds general (Antman, 1976, [2]), trabajando con desplazamientos
generalizados pero no invariantes por movimientos rigidos. En el desarrollo que
se va a detallar seguidamente, se usa el procedimiento alternativo de tomar las
funciones de deformacién como inicas variables del problema, lo que faculta la
interpretacion fisica de la hipétesis sobre el funcional de la energia. Ademads, el
desarrollo aqui presentado mejora mucho la generalidad de tratamiento del
potencial de las cargas exteriores, cuya continuidad débil analiza Antman en
forma un tanto casuistica.

3.1. Funcién de energia interna

3.1.1. Definicién: Supondremos que la densidad de energia interna hipereldstica
es una funcién de R®x[a, b] en R (recta real completada con el punto +), que
tiene las propiedades:

1) Vse[a,b]; U™ (+o)=RE — Qs ~ (29)

donde s estd definido en (18)
2) V7, € R®, la funcién en s U( 7, , . ) es medible; V's € [a, b]; la funcién
en ¥ U(.,s)es de clase dos cuando se restringe a Qs (30)

B 6
3) vyeQs, VeeR - {0} = 22u(7.9ag>0 (D
ij=1 *

j=
Esta condicion asegura que el “vector de esfuerzos” 9U/a7 es creciente (en sen-
tido generalizado) con las deformaciones 7 -

4 Ip>1, dH>0, IKeL'(a,b) , V(7,s)eR® x[a,b]

6
U(7,9)=-K@Es)+H = |7 P (32)
j=1
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En la primera de las condiciones, se impone que si se viola la invertibilidad
local 1a energia se haga infinita, y que sea ésta la Gnica situacién en que esto ocu-
rra. La segunda condicidn es de regularidad. La tercera impone, segiin se ha
dicho, que los “esfuerzos” resulten funciones monétonas crecientes de las defor-
maciones. Finalmente, en la cuarta condicion se impone una cierta velocidad de
crecimiento de la energia interna, cuando las deformaciones crecen indefinida-
mente.

3.1.2. Hipotesis alternativas

Como ya se ha comentado antes, con la primera condicion del apartado ante-
rior nos aseguramos de que, cuando no se verifique la condicién de invertibilidad
local, o sea cuando 7 ¢ s, entonces U( 7, s) = . No obstante, en ninguna de
las cuatro condiciones dadas queda patente que, cuando 7 se acerca a 9, la
funcién de energia alterna debe crecer indefinidamente. Para subsanar esta falta,
se proponen otras dos hipétesis sobre la funcidn de energia interna, que susti-
tuirdn a la cuarta condicidn.

3.1.2.1. Definicién: Sea g ( A , s) una funcién continua entre R®x [a, b]y
R®, que verifica:

i) Para todo s en [a, b] , g (., s) es una biyeccién continua diferenciable de
R® en s, cuyo jacobiano d g/0A es siempre no singular.

ii) Para todo 8, en R®, g( 8, ,.) es una funcién medible en [a, b]. Para la
existencia de tales biyecciones ver (E. Garbayo, [8]). A tales funciones las deno-
minaremos “funciones de reparto”.

En la definicién de densidad de energia interna, se sustituye (32) por las dos
hipétesis siguientes:

Existe una funcién de reparto g, y existen niimeros reales p > 1, q < p, que veri-
fican:

(33) dA€eLP (a,b), Ir>0, YAeR%,c. Vs € (a,b)
12@,s)| < A +r|A[A/P

(34) JkeL'(a,b), 3h>0, YAeR®, Vse(a,b)
U(g(A,s),s) = —k(s)+h|A|d

—_ 6
donde [A[1= = |A[
j=1
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En primer lugar cabe notar que se obtiene de forma inmediata (32), a partir de
(33), (34) con la notacion Y=g (A4, s)

La propiedad i) de la funcién g definida en 3.1.2.1 implica que la antiima-
gen de un punto préximo a 88)s crezca indefinidamente en Ré, con 16 que, segiin
(34), también la energia crecerd indefinidamente.

3.2. Funcion de energia externa
Notacién: Sea MR(3x3) el conjunto de las matrices 3x3 de coeficientes reales.

Definicion: La funcién de densidad de energia externa W la supondremos
definida del producto cartesiano R3*xMg(3x3) x [a, b] en R . Supondremos W
diferenciable con continuidad, asi como la existencia de una funcién continua
F tal que:

35) dqe@©,p) , dn>0, VueR®, YBeMg (3x3) , Vsea,b]

— 3
W(u,B,s)<F(Bs)+h Z |yl
1=1

donde p es el real utilizado en el apartado anterior.
Aqui se impone una condicién de crecimiento acotado superiormente.
3.3. Funcional de energia

El funcional de energia hipereldstica serd real y definido en LP(a, b; 3) x
LP(a,b; 3) en la forma:

(36) V¢,EelP(a,b;3)

B(3, )= U(BE()s) ds + [° WS (F,E)(),(QF) () Bla), 9) ds
donde:

@) 25 DHEO-R@-RO -+ G, D))

Al primer término integral Ej le denominaremos funcional de energia inter-
I
na, y al segundo término Eg, funcional de energia externa.

3.3.1. Definicién: Denominaremos “configuracién de equilibrio finita-
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mente estable de la pieza unidimensional “a aquella que proporciona un minimo

aislado del funcional de la energia en la restriccion a Cla,b; 3] x C[a,b; 3] del

conjunto V definido en (25), minimo a considerar en la cldsica norma del ma-
~ ximo de Cfa, b].

Comentario: Se utiliza la terminologfa “finitamente estable”, por imponer
condiciones menos restrictivas que las usuales en Mecdnica. La condicién de mi-
nimo del funcional implica la estabilidad del equilibrio s6lo para sistemas con un
nimero finito de grados de libertad. Para un sistema con infinitos grados de
libertad no tienen que verificarse forzosamente esta implicacién (ver por ejemplo
Movcham, [11]) aunque si se constata en muchos casos y se usa habitualmente
en la prictica (ver por ejemplo, Dym [5]) como criterio de estabilidad. Esto jus-
tifica la terminologia poco usual empleada. A

3.4. Funcionales de contorno

Sea p > 1 dado en (3.2), y los h, H vectores dados en la condicién de con-
torno (3).

De las tres condiciones de contorno que se dan en el aparatado 2.1, la segun-
da ya ha sido utilizada para hallar el desplazamiento generalizado B(s), y de la
misma forma, la primera parte de (1) para hallar u(s). Asi pues, las condiciones
que quedan por imponer son:

a) Bb) h=p(b)h=H; b)u(b)=0
Se definen cinco funcionales de contorno:

V9, EelP (ab;3) ,
38 F@DH={@o@h-A};  i=12
B9 Fi3 E)=(P:1(3,%) (0) )iz i=345
donde @, J , estin definidos en (20), (37). Se observa por otra parte que $ y &
verifican las seis condiciones de contorno a) y b) si, y sélo si anulan estos cinco
funcionales (B se sabe ortogonal), o equivalentemente pertenecen a V definido
en (25).

3.5. Existencia de minimo

Para demostrar la existencia de minimo del funcional de energia E, se apela
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a un clasico teorema sobre minimizacién de funcionales semicontinuos, que se
transcribe: (Vainberg, p. 78 [13])

3.5.1. Teorema: Todo funcional inferiormente semicontinuo en sentido
débil por sucesiones en un conjunto acotado y débilmente cerrado en un espacio
de Banach reflexivo, tiene extremo inferior finito y lo alcanza.

Seguidamente se verifican las hipStesis del teorema anterior, justificando asi
la existencia de minimo para el funcional de la energia.

3.5.2. Proposicion: El funcional de energia interna es inferiormente semi-
continuo en sentido débil por sucesiones en LP(a,b; 3) x LP(a,b; 3), mientras que
el funcional de energia externa es débilmente continuo por sucesiones en el mis-
mo espacio producto. Ademds, el conjunto V definido en (25) es débilmente
cerrado también en el mismo espacio.

Las afirmaciones se demuestran ficilmente a partir de las propiedades de los
operadoresJ ; y@Q, definidos en (37), (20).

3.5.3. Proposicion: Para un real ¢ cualquiera, el conjunto
@ &)= {@ F)elP(ah;3)xLP(ab;3) | Ex(3, E)<c}

es convexo y débilmente cerrado.
Estudiando el crecimiento del funcional de energia interna, se obtiene de
forma inmediata:

@) Lm[PU(F (), E(),s) ds=c=, sillFlp+NEllp e
Efectivamente, de la condicién (32) se sigue por integracion:

@) LUFOED d>H{ E [Llepdst

1=1

3
+ 3P
j=17¢

LE(s) P ds } — 11K(s) s
y al ser p > 1, queda justificado el limite (41).

En cuanto al funcional de energia total, es ficil probar en base a la condi-
cién g < p en (33), que el funcional de energia interna crece mds ripidamente
que el de energia externa, de manera que verifica una relacion andloga a la (41):

@3)  1im 2 U(F (), s, 9) ds + [° WP(F, E) (9, (Q9) () Ba), 5) ds =
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sill $ ”p + ”E”p —> 0o

Segiin esto, existirin o > 0, ¢ > 0, tales que el minimo del funcional, si existe,
no pertenecerd a la bola:

@) {(,E)elP@b;3)xLP@b;3) | 1F,E) >0}
ni al conjunto:
{(3.E) eLP@b; 3)XLP(ab;3) | E($,E)>c}

De forma que ¢] minimo se alcanzar4 eventualmente en:
45) A={(F.E)eV | B(3,E )<c } C &@NV
Este conjunto podemos elegirlo no vacio, perteneciendo a él la configuracién
inicial.

Por (40) y (41), & (c) es un conjunto acotado, asi como débilmente cerrado.

Ademsds E es un funcional inferiormente semicontinuo en forma débil. Por tanto
implica que & es acotado débilmente cerrado.

3.5.4. Conclusién: # es un subconjunto acotado y débilmente cerrado en el
espacio de Banach reflexivo LP(a,b; 3)xLP(a,b:3). El funcional de la energia es
inferiormente semicontinuo en sentido débil por sucesiones en # , por lo que
aplicando el Teorema 3.5.1., podemos concluir que dicho funcional tiene extre-
mo inferior finito, y lo alcanza en #. Lo representaremos como

(P*(s), £*(s)) e LP(a,b; 3) x LP(a,b; 3)
cumpliendose que:
(46) c. Vse[a,b] (%), E*¥(s))e Qs
en donde Qs es el conjunto convexo definido en (18). Si la (46) no se cumpliese
casi por doquier, por la hipétesis (29) sobre la funcién de energia interna, el
funcional de energia no podria ser finito.

4. REGULARIDAD DE LAS CONFIGURACIONES DE EQUILIBRIO

Queda ahora por demostrar que la solucioén generalizada que se ha hallado,
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es la solucién cldsica del problema de contorno que nos ocupa. Es decir, hay que
demostrar que:

(47)  (2*(s), £%(s) ) € Cla,b;3]x C[a,b; 3]

4.1. Diferenciabilidad de los funcionales de energia y de contorno

4.1.1. Definicion: A la funcién de reparto g , definida en 3.1.2. le asociare-
mos un operador § definido en S (a, b; 6), conjunto de las funciones vectoriales
medibles (de seis componentes definidas entre (a, b) y R), en la forma:

(48) VAeM (ab;6) , c.Vse(ab)
#(2))()=8(AG)9)
y se justifica (Vainberg, pag. 148-159, [13], que la imagen de gtambién estd en

M(a,b; 6).

A un operador de este tipo, se le suele denominar “operador de Nemytsky”.

4.1.2. Propiedades del operador g: A continuacion se enuncian las principa-
les propiedades del operador g desarrolladas en algiin mayor detalle en (Garbayo
y Puigvi, [9]):

1.— Si se verifica:
JAelP(ab) , Ir>0, VYAeR® , c.Vse(ab),p>1,q>p
I8 (B,9)] < A@+r|BYF
entonces g es un operador continuo y acotado, definido de L(a,b; 6) en
LP(a,b; 6).

2.— Con la notacién 1/r = 1/p — 1/q, si se supone que las derivadas parciales
de la funci6n g satisfacen:

(49) IB(s)eL'(ab) , dc>0, Vk=1,..,6 c.Vse(ab)
vAeR®
108 (&, s) | <B(s) +c | A |@/P)-1

entonces existe la diferencial Gateaux §'( 8, , . ) para todo &, en Li(a,b; 6),y
tiene la expresién:
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(50) VAeL%ab;6), c Vse(ab), VYm=l,...6

#(80,8))m(s)= = Dk(s) % gm (8o(5), 9)

de tal forma que cada derivada parcial 9k § es un operador de Li(a,b; 6) en
L'(a,b; 6).

3.— El operador lineal §( 8, , . ) definido entre L3(a,b; 6) y LP(a,b; 6) es inver-
sible.

4.1.3. Proposicion: El funcional Eg definido en el espacio L(a,b; 6) y dado
por:

(51)  VEeLab;6) , Eg(A)=E(§(B))
alcanza un minimo absoluto en el conjunto:
(52) Vg= {EeLlab;6)i g(A)eV}

precisamente para el elemento 5%, tal que g ( §%) = ( p*, ¥*¥), en donde
( #*, £*), son las funciones (46) que minimizan el funcional de energia E en el
conjunto V.

Para la demostracion de este lema, se sigue un proceso anilogo al desarrolla-
do en los aparatados 3.5.3 y 3.5.4.

4.1.4. Funcionales de energia externa y de contorno

A continuacién se indica que los cinco funcionales de contorno F ; - §,
i=l, . . . ,5, asi como el de energia externa E.- ¢ son diferenciales Gateaux en
Li(a,b; 6).

En primer lugar se introduce una notacién mds compacta, designando
mediante el simbolo w, al par genérico ( u, B) en R® x Mg (3x3), y representan-
do por W al funcional:

(53) VweClap;12] ; Wwy= [° W(w(s), 5) ds

Se utiliza la notaci6n '¢ para designar un operador de LP(a,b; 6) en
C[a,b; 12]:

(54) V7elP(ab;6) , V3,EeLlP(ab;3), 7¥=(F,%)

B(7)=(P:(7.E), Q3)6@)
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Con esta definicidn se tiene:
(55) Eo=W-§

Facilmente se demuestra que el funcional W es diferenciable Frechet, a
partir de las propiedades de la funcién W, y al serlo también el operador 'IF, la
regla de composicion indica que el funcional Ee es diferenciable Frechet.

Finalmente, se asegura la diferenciabilidad Gateaux de la composicién
Eg = E¢ - 4 (notese que la regla de la cadena puede no ser vdlida para la compo-
sicion de operadores diferenciables Gateaux ), al ser el primer factor (ver [9])
diferenciable Frechet. ’

Tomando We =T ( 7, ), se obtiene la expresion explicita:

(56) V7eLP(a,b;6)

- 12 b, — — _
W) (To:7)= 2 [28] (T3 ) () 3W(Fo(s),5) ds

Después de proceder a una integracion por partes, se llega a una igualdad del tipo:

6
67 (T3 7)) 3 W(Fo (9),5)ds= [ = %()

Jix (70 ) (5) ds

en donde los J€ jk son operadores cuyas expresiones se obtienen ficilmente,
aunque de forma tediosa, a base de los operadores Q , J | j;" y de la funci6n
W. Estos JC jk son operadores que aumentan la regularidad. Es decir, si v, estd
en LP(a,b; 6) entonces JC ik (7o ) es funcién de C[a, b] y ademds, si la funcién
W( u, B, 5) admite derivadas parciales continuas hasta el orden m (m > 2), en-
tonces para todo p natural, si ¥, € CP[a,b; 6], la condicién m—2 > p, implica
que todos los operadores JC iki=l,..,12,k=1,..,6 son tales que Jejk( Yo)
pertenece a CP*1[a,b]. Como ejemplo, J€ ;; tiene la expresion: '

Ris (7)O=_ 2 etpil Q) OB@ b [QF O -

»P,I,

£ (5(0) +B(0) T'(@))'((@Q o) (0) ) do }

Se efectiia un desarrollo andlogo para los funcionales de contorno, obte-
niendo:

(58) i=1,..5
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12 6
Fird) (Fo3M)= L 2 F w6 Rix (7)) ds

4.1.5 Funcional de energia interna

Supondremos adicionalmente a las hipétesis previstas, que las derivadas par-
ciales de Ia funcién de energia interna composicién Ug =U - g, satisfacen desi-
gualdades del tipo:

(59) ) elY@ Dby, Jh>0. Vk=l,...6

VAeR® , c.Vse(ab)
|8xUg (B, 5) | <f(s)+h|A 1

Entonces, el funcional compuesto E; - g es diferenciable Gateaux en
LP(a,b; 6), segiin los estudios efectuados en [9]. Su diferencial puede expresarse:

(60) V38,AeLi(ab;6), c. ¥se(ab)
Er D (FoBO= [0 2 56 AUy (Bo(9) 9 ds =

- & k§ 4(5) Dcgm ( Bo(s), 5) dmUC & Bo (5, ) s

»m=

de manera que,con la notacién ¥, =g ( 8, ), ¥ la relacién anterior, se define un
funcional lineal M,

(61) VI eLp(ab;6)
M(P)= £ % n©)0m U(Fo (9,9 ds

Dado que §'( B, , . ) es inversible y acotado, M resulta ser una aplicacién abierta
exhaustiva, y aplicando el clisico teorema del operador abierto del Anilisis fun-
cional (Rudin, [12]), M resulta acotado, lo que es requisito imprescindible para
la existencia de la diferencial Gateaux. En definitiva, la “regla de la cadena no
cierta a priori en este caso, se ha valido de un modo directo.

4.2. Multiplicadores de Lagrange

Sea 5* € L9(a,b; 6) el elemento minimizador de la Proposicién 4.1.3. Como
tal proporciona un extremo al funcional E * ¢, anulando los funcionales de con-
torno Fi - ¢,i=1, .., 5. Por tanto, (Ref. Miklin, [10])
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62) Aners - {0} . VA eLi@ap;6)
: o — 6 R
ME-g (6*4)+ Zi N1 (Fis ) (8%,0)=0
l:

Al ser el operador lineal ¢ '( 5% , . ) una biyeccién acotada de L%(a,b; 6)
en LP(a,b; 6), (ver apartado 4.1,2) y conlanotaciénusual v* =g ( §%), se tiene:

63) A eR°— {0}, VTelP(aps)
N MAB) (7)== 2 N, F(ND)
1=1

- La configuracién de equilibrio ‘v*, se denomina normal si A; # 0. (Lo que
es equivalente a suponer que los funcionales ;' ( y*,.) son linealmente inde-
pendientes). En el supuesto de normalidad y a partir de (56), (57), (58) y (61),
se obtiene:

(64) c. Vse(a,b), Vk=1,..,6

HUFE 97— 3 K (796 -

-1

- N

....
I
-

12 _
Air1 jEIJEijk () (s
que se representa abreviadamente como:
(65) A U(r*(s),8)=1fk* (s)
4.3. Regularidad
Supongamos:
1.— Que es abierto el conjunto:
66) Th={(7.9€eR®x[ab]l 7Fes)
2.— Yij=l,...,6, las funciones U, 3; U, B;"J U son continuas en T1. (67)
En tal caso, si el minimizador ¥* es normal, entonces es una funcién conti-
nua en todo el intervalo [a,b].
Para justificarlo, se define una funcién F a partir de (65):

(68) Vsoe[ab], VTieR®

— — 6
F(T,50)=U(F,%)~ 2 fi* ()8"
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De forma inmediata a partir de las hip6tesis realizadas con respecto a la fun-
cién de energia U, se tienen:

i) lim i?]—»mF(?:SO)=°° (69)

ii) F funcién estrictamente convexa respecto a { . (70)
Por lo que se puede afirmar que, en una adecuada bola cerrada que contiene al
cero, el minimo de la funcién F( ¢ , sg) es el minimo en todo R®, y es el inico
en que se anulan todas las derivadas parciales. Denominemos f* a este punto, el
cual satisface el sistema de ecuaciones:

(71) Vspe[a,b] , VYk=l,..,6

ou
a')’k (é‘:::"" i,SQ)“ff(So):O

Aplicando el a veces [lamado Teorema de la funcién implicita “global” (Ref.
Ekeland. I, Teman. R [6] ) se concluye (por la convexidad de U) la existéncia de
una tnica funcién A de RS x [a,b] en T1 , tal que:

(72  VY(v.9)eTl , HeR®
gﬁdU(?,s)—ﬁ=6 §(7,5)=/—\(}—I,s)
en donde A es CONTINUA. Llamando J€ al operador definido entre LP(a,b; 6)

y C [a,b; 6] cuya k-ésima componente (k=1, . . . ,6) es el segundo miembro de
(64), podremos escribir:

(73) c. Vsela,b]
(7+(,9)=A[ I 7:16),5)

de la cual se concluye, que la funcién 7, perteneciente al espacio LP(a,b; 6)
posee un representante continuo. En efecto, JC incrementa la regularidad, luego
JC 7, es funcién continua. Dado que A también lo es, se deduce que el primer
miembro también, por tanto y«(s), es funcién continua. Ademds no se viola la
condicién de invertibilidad local, puesto que a partir de (72), (73), se puede con-
cluir que

Vs € [a,b], JH ¢ R®
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(7 (s),5) = A(H,s) €Tl
lo que equivale a

Vs € [a,b] , Yy () € S2s
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