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ABSTRACT

In this paper we introduce the Radon outer measures of type (# ) and we
generalize some results of [1]. The main result proved is: If E is a T; topological
space, a Radon strict outer measure of type (&) on E is archimedian if and
only if it is weakly archimedian.

NOTACIONES :

En[ 1 ] introducfamos las medidas exteriores arquimedianas y débilmen-
te arquimedianas y estableciamos la equivalencia de estos dos conceptos para las
medidas exteriores de Radon sobre espacios topologicos T .

En[ 2] y [ 3] B.Rodriguez-Salinas y P. Jiménez Guerra extienden la
teoria de Schwartz introduciendo las medidas de Radon de tipo (J€) en espa-
cios topolégicos arbitrarios. Para ello, sustituyen el concepto de compacidad por
el de p-compacidad, que es mucho mds natural en la teoria de la medida, y supri-
men la condicién de que las medidas sean localmente finitas.

En este trabajo introducimos las medidas exteriores de Radon de tipo (3)
y extenderemos los resultados de [1] para esta clase de medidas.

Designaremos por u* una medida exterior sobre un conjunto E y por u la
restriccion de p* a los conjuntos medibles. Cuando E sea un espacio topolégico,
denotaremos por G la clase de los subconjuntos abiertos de E.
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1. DEFINICION: Se dice que u* es arquimediana cuando existe un € 0 = 0

tal que para cada € > 0 se puede hallar un nimero finito de subconjuntos

Al, R An de E que satisfacen

n
wt(A) < e (i=1,...nm) vy /J*( L_Jl Ai>>eo.

2. DEFINICION: Se dice que u* es débilmente arquimediana cuando para
A= U{A CE: pu*(A) < el (e > 0) se tiene

lim u*x (Ae) >0
€ >0

En[ 1 ] estableciamos la siguiente.

3. PROPOSICION: Una medida exterior regular p* es débilmente arqui-
mediana si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones:

3. 1. u* esarquimediana

3. 2. Existe un dtomo que es union de conjuntos de medida nula.

4. DEFINICION: Sean E un espacio topoldgico y J& una clase de subcon-
juntos cerrados de E. Una medida exterior de Radon de tipo (JC) sobre E es
una medida exterior de Borel u* que satisface las siguientes condiciones:

4.1. TodoHE JC esp-compacto y de medida finita.

4.2. Para cada conjunto medible A C E se tiene

k(A =sup {pH): A D He J!

Siademis se verifica

u@A)=inf {u(@G): A CGEG}

entonces se dice que u* es una medida exterior de Radon de tipo (JC) sobre E
estricta.
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5. PROPOSICION: Sean E un espacio topologico, J& una clase de subcon-
juntos cerrados de E y u* una medida exterior de Radon de tipo (JC) sobre E.
Se verifican las siguientes propiedades:

5.1.8i u* esregular entonces todo dtomo tiene medida exterior finita.

5.2.80 u* es estricta y E es T1 entonces ningun dtomo es union de con-
juntos de medida nula.

5.3.8i u* es localmente finita y E es T, entonces para cada € >0 el conjun-
to Ag=U{A C E: u*(A) <e!esabierto.

DEMOSTRACION:

5.1.Sean A un atomo y A’ un cubrimiento medible de A. Para cada niimero
real 1 talque 0 <r <u(A')existeunHE JC talque HC A’y u(H) >,y co-
mo A’ es un 4tomo se tiene u* (A) = u(A") = u(H) < + oo y H es un dtomo.

5. 2. Sea A un atomo. Por ser 4* una medida exterior de Borel estricta es re-
gular y segiin lo que acabamos de veren 5. 1., si A’ es un cubrimiento medible de
A existe un dtomo H € J talque HC A’y p* (A) = u(A") = u (H). Veamos
que H no es unién de conjuntos de medida nula:

Si Io fuese, seria 1 (x) = 0, para todo x € H. Por otra parte, para cada x €H

y todo ntmero real s talque 0 <s <u (H) existe un conjunto G abierto enH
talque x €EGy y

b (Gy) <u(x) +s=s<u(H)

y por ser H un dtomo, 4 (G4) = 0. Ahora bien, como H es u-compacto, para cada
€ > 0, existe un numero finito de abiertos le, ey Gxn tales que

.
u(H—_U Gx><e
i=1 i

n n
G,) tu(U G)H)=pH-U G) <
1 i i=1 i i=1 i

y por tanto,

w@E) = u@- "

y como € es arbitrario, u (H) = 0 lo cual es absurdo.



30 J. Fernidndez Novoa

Por consiguiente, existe un x € H tal que #(x) >0.Si x no perteneciese a
A, entonces A estaria contenido en A’ — {x} vy, por tanto,

p* (A)< (A —p(x) <u(A)

lo cual es imposible porque A’ es un cubrimiento medible de A. En consecuen-
cia, X € A y A no es union de conjuntos de medida nula.

5.3.Sea x € A. Entonces u (x) < ey existe un entorno abierto G, de x tal
que p(G,) < + . Para €' = € — p (x) existe un H €JCtal que HCG, — {x}y

uH)> WG, — {x} )—€ = u(G) —u®—¢

Entonces G = G, — H esun conjunto abierto talque x €G C G, vy

p(G)=p(G,)—p(H) <p(X)+e=e

luegox € G C Ae y, por tanto, Ae es abierto.

6. PROPOSICION: Sean E un espacio topoldgico Tl, JC una clase de sub-
conjuntos cerrados de E y p* una medida exterior de Radon de tipo I sobre
E estricta. Entonces p* es arquimediana siy solo si es débilmente arquimedia-
na.

DEMOSTRACION:  Es consecuencia inmediata de 5.2 y de la proposicién 3.
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