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ABSTRACT

Dans cette note nous donons une nouvelle caractérisation des espaces métri-
sables quasi-normables. Nous étudions aussi certains relations entre les espaces
quasi-normables et la classe des espaces quasi-c,-tonnelés et de Schwartz.

Un espace localement convexe Hausdorff (e. 1. ¢.) avec topologie T on déno-
tera [L, 7] ou simplement E.°Ws dénotera une base de voisinages de 0 absolument
convexes et fermés de L, E' est le dual topologique de E et 7’ une topologic loca-
lement convexe dans E' telle que o(L', E) < 7' <B (K, ). Pour chaque V e W,
E'Vo est I'espace de Banach sp(V°) C E' muni de la topologic de la norme jauge
de V° dans E'. Pour les notations et résultats connus, nous nous réferons toujours
a2].

On dit qu'un filtre Fdans E' converge r'-contindment a 0 si converge a 0
pour 7 et il poséde unc base d’ensembles équicontinus. On dit que F converge
équicontindiment 4 0, ou que Fest g-nul, si Fposéde une base dans F‘IFO pour
quelque U ¢ Wb qui converge 4 0 pour la topologie de L. ‘

Définition 1. Un el.c. E est dit un (S_)-espace si pour tout U e“Wbil existe
V ell, V C U tel que les topologies induites sur U° par 7' et Ey;, soicnt les
mémes.

Si 7' = o(E', E) c’est ¢quivalent & que U° est compact dans Ey,. Donc, les
(SU(IZ', li))-cspaccs ne sont que les espaces de Schwartz. Dans I"autre extréme, si
7 =8(L", L), les (S,.)-cspaces sont appellés espaces quasi-normables. Evidemment
toul space de Schwartz est un (Sl,,)-csp-acc pour toute topologic 7.

De la définition on déduit aussitdt que E est un (S,I_,)-cspucc si et seulernent
si chaque filtre qui converge 4 0 7'-contindment dans L' est £-nul. Mais dans les
espaces métrisables les suites peuvent remplaces aux filtres:
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Théoréme 2. Soil E un c.lc. métrisable. Alors E est un (ST,)-cspucc si et
sculement i chaque ensemble équicontinu de E' est métrisable pour la topologie
7' ¢t chaque suite de E' qui converge & 0 7'-continGiment est £-nule.

Preuve: Si E cs un (S..)-espace, les deux conditions énnoncées sont satis-
laites par la Définition 1 ¢t la remarque posiérieure. Réciprogquement, supposons
que pour un voisinage U de 0 dans L, aucun espace E{,o n’induit la topologie 7
dans U°. Soit (Uk)keh\' une base dénombrable de voisinages de O dans E telie
que Ly, C U pour tout k € IN. Alors, pour chaque k ¢ IN, I'immersion canonigue
L% 7l e B ; n'est pas continue a 0 (remarquer que U° est un disque).
Puisque, par hy polhcs‘t T |l o est une topologic métrisable, pour chaque k € IN il

exisic une suite (u e © U qui converge 4 0 pour 7’| (o Mais qui ne converge

pas 4 O dans F, 13- Soit W DW; 5 ... une base dénombrable de voisinages de 0

dans [U°, l Jj Pou: chaque n ¢ N soil m le nomblc entier positif le plus petit
tel que u}‘ ¢ W pour tout i =2 m,, ct p()ur I < k < n. Lvidemment
<m, < o ) wtrait |
l<m; <m; <...clalors, de la double suite (u )(rl k) € NxIN O extrait la
suite
1 1 1 1 2 2
(uml, U U U U e Uy gmp - )

Cetic suite con"erg,e par construcction, 4 0 dans U, 7 [ =], ¢'est d dire clle
converge @ O 7'-contindment. Mais. par contre, elle ne converge pas a O dans
aucun espace Fp.o car elle contient d la suite (u“)nc.\l 4 T'exception de ses
my - 1 premiers lell'(llh Cela contradit I'hypothése et preuve le Théoréme.

Si 7" = B(E', L) le théoréme précedent on applique manifestement a espaces
métrisables (DF). Voici une aulre application  espaces de Fréchet-Montel.

Corollaire 3. Soil E un espace de Fréchet-Montel. Pour que E soit quasi-
normable il faut ct il suffit que chaque suite qui converge vers O B(E’, I)-conti-
nament dans E' soit £-nule.

Preuve: L est séparable el conséquemment, chaque ensemble équicontinu
H C E' cst méurisable pour o(l:', L). Mais dans H coincident les topologics
o(E', L) ct TP.\:(E', ) =B(E', E). On applique alors le Théoréme.

Si |[E, 7} est un c.l.c. avec dual E', on dénote par Bo (resp. T(e )Ia topo-
logic dans E de la convergence uniforme sur toutes les suites 8(E', I: ) nulcs (resp.
g-nules) de L' On sait que |L, 7| est quasi-c,-tonnelé (rusp Schwartz) si et
sculement si 8o S < 7(resp. 7 < T )) I est clair que 7 ( “) 8o , mais dans les

espaces quasi-normables on a dusu
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Théoréme 3. Soit |Li, 7} un cspace quasi-normable. Les assertions suivantes
sont équivalentes

i) T(co) ~ "o

i) Chaque suite 8(E’, E)-nule de E' est g-nule

iii) L est quasi-c,-tonnelé

Preuve: iy=>ii) == iii) est immédiat. Provons que iii)=>1). Soit | x;l 1 un
voisinage de 0 pour 7, ol {x} est une suite B(E', E)-nule de L' Par iii),
h;]} C U® pour quelque U ¢W. et, compte tenu de que E est quasi-normable,
{x;l} converge a 0 dans quelque espace de Banach E'V._,. Donc. { \;]} esloune
suite &-nule ce qui montre "Bo <7

Corollgire 4. Soit E un espace de Schwartz avee topologie 7. Alors E est
quasi-c-tonnelé si et seulement si 7 = 7o

Si {E, +] est un c.l.c. on dénote par 7., la topologie de la convergence unifor-
me sur tous les ensembles relativement B(l, , E)-compactes et équicontinus de L.
Pour toute topologic localement convexe 7 ona 7, <. Mais parfois on a aussi
Pégalité:

Proposition 5. a) Si L, 7] estuncle.,onar . =(7,. ,).. En particulier,
(cy) Mley)e

la topologie 7 d’un espace de Schwartz est 7
b) Si [E, 7] est un e.l.c. quasi-c,-tonnclé alors Tgo ™ (Tﬁ())c.

Preuve: La démonstration repose, en tous les deux cases. sur le fait que les
topologics ey 7Bo sont compatibles avee la dualité < E, E' >. Donc, on fera
sculement la chmnstmtlon de b). Soit U = h\ b9 un \()mrm"c de O dans F
pour 7g,,. ol '( , 1 estune suite B(E', I-) nule. l’ulsquc B={x X, } U 0 estun
ensemble L()H'Ipd(,l pour la topologie B(L', E) = g([E, 7 "Bo [ [L, T8y D. et B est
clairement ,Bu-c quicontinu. on en déduit que U = B® est un (7 8o ) -voisinage
de 0.

(L()

Proposition 6. Si [L, 7] est un espace quasi-normable, alors T = X
Preuve: Puisque T(ey) < 1, on déduit de l2 Proposition 5.a). que (e, <7,
()

Réciproguement, soit W = B un 7 -voisinage de 0, ot B est un ensemble équi-
continu et relativement (E', l;)-compucl de . Soit U Wb tel que B ¢ U° et
soit V eWstel que }:'.{.\., induit sur U® la topologic forte. Par [2] Theorem 9.4.2
il existe unc suite nule { x| dans L"{ o Lelle que B Ci{x  { °°. Clest 4 dire, pour
la suite £nule {x | on \cuﬁL {x } 7 C B®=WetWest un T
de 0.
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Corollaire 7. Un cspace quasi-normable |E, 7] est de Schwartz si et scule-
ment si v = T

Si [E, 7] est un espace de semi-Montel, alors 7= 7. Donc. de la Proposition
6 résulte immédiatement qu'un espace de semi-Montel est de Schwartz si et
sculement si il est quasi-normable.
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