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ABSTRACT

We introduce the concepts of 7-adherent point and black hole and we study
their relations with the 7-compacts spaces, the weakly archimedean outer mea-
sures and the second axiom of countability.

1. INTRODUCTION

Dans [4] B. Rodriguez-Salinas et P. Jiménez Guerra ont étendue la théorie
de L. Schwartz de la mesure de Radon en étudiant les mesures de Radon de type
(3 ) sur un espace topologique arbitraire. Pour cette généralisation il est fonda-
mental la substitution du concept de compacité par celui de 7-compacité,
beaucoup plus naturel dans la théorie de la mesure.

D’autre part, dans [1), nous avons introduit les mesures extérieures archimé-
diennes et faiblement archimédiennes en les étudiant en relation avec les mesures
de Radon et la propriété de Darboux. Puis, nous avons étendu ces resultats pour
les mesures de Radon de type (J) et la 8-propriété de Darboux dans [2] et [3],
respectivement.

Dans ce travail nous définissons les espaces 7-compacts (la définition est
analogue a celle qu’on donne dans [4] pour les ensembles T-compacts, qui résul-
tent étre espaces r-compacts pour la topologie induite), et nous établions
quelques propriétés “topologiques™ de ce type d’espaces. En outre, nous intro-
duissons les concepts de point T-adhérent et de trou noir, et nous étudions leurs
relations avec les espaces r-compacts, les mesures extérieures faiblement archi-
médiennes et le second axiome de dénombrabilité.

Le long du travail, E sera un espace topologique et 7 sera une fonction
réelle d’ensembles définie sur la famille ' (E) des parties de E, non décroissante

- et telle que 7(0) = 0.
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2. ESPACES 7-COMPACTS

1. Définition: On dit que E est un espace t-compact si pour chaque recouvre-
ment ouvert G de E et pour tout € > 0 il y a un nombre fini d’ouverts
G;,....,G, de g vérifiant

7(E — 61 Gy <e.

i=
2. Proposition: Si E est un espace t-compact alors
lim 7(E - G,)=0
n

pour toute suite croissante d’ensembles ouverts dont la réunion est E. Inverse-
ment, si E est un espace de LindelGf avec cette propriété alors E est T-compact.

Démonstration: Supposons d’abord que E est un espace 7-compact et soit (G,)

une suite croissante d’ouverts dont la réunion est E. Alors pour chaque e > 01l
existe un nombre fini de termes Gnl e ,Gnk de la suite tels que

k
E— U G,)<e
j=1 )

k
etsing =max {n;,...,n } ona jL=Jl an=Gno et

TE-G)<7(E—- Gno) <e
pour tout n 2 ng.

Supposons maintenant que E est un espace de Lindelof avec la propriété de
I’enoncé et soient G un recouvrement ouvert de E et € > 0. Alors il existe une
n

suite (G,,) d’ouverts de G qui couvre E et la suite (Gy,) définie par G, = U G;
est une suite croissante d’ouverts dont la réunion est E, donc i=1

lim 7(E—G.) = 0
n

et il existe un m € IN tel que 7(E — G}) <e pour n > m donc

m
7(E — 'Ul G = T(E-G)) <e
i=

et E est 7-compact.
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3. Corollaire: Si E est un espace r-compact alors

lim 7(F,) =0
n

pour toute suite décroissante (F,) de fermés de E dont Iintersection est vide.
Inversement, si E est un espace de Lindelof avec cette propriété alors E est
r-compact.

Démonstration: C’est une conséquence inmediate de la proposition 2.

4. Définition: On dit qu’une famille F d’ensembles de E a la 7-propriété d’inter-
section finie il existe un €y > 0 tel que

T(N{F:FeF'}) > ¢

pour toute sous-famille finie F'de F .

Alors, une famille 5 d’ensembles de E n’a pas la r-propriété d’intersection
finie si pour chaque e > 0 il existe un nombre fini d’ensembles F,,... F
de F tels que

n
n

(N F)<e.
i=1

5. Proposition: Pour que l'espace E soit T-compact il faut et il suffit que toute
famille d’ensembles fermés de E avec la T-propriété d’intersection finie ait une
intersection non vide. '

Démonstration: Supposons que E est 7-compact et soit F une famille d’ensem-
bles fermés de E avec la 7-propriété d’intersection finie. S’il était N{ F: F eF =9,
la famille g ={E — F: F e & } serait un recouvrement ouvert de E et pour
chaque € > 0 il existerait un nombre fini de fermés F,,... F de F tels que

(N F =T(E—.'§1 (E-F)) <e

i=1

ce qui est impossible. Donc, N { F: Fe ¥} # 0.

Supposons maintenant que toute famille de fermés avec la r-propriété d’in-
tersection finie a une intersection non vide et soit § un recouvrement ouvert de
E. Alors § ={E — G: Ge G} est une famille de fermés dont I’intersection est
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vide, donc F n’a pas la 7-propriété d’intersection finie et pour chaque € > 0
il existe un nombre fini d’ouverts G, ... ,G, de G tels qué

T(E_.Glci) - 7(61 (E-G)) < e

i=
Donc E est 7-compact.

6. Proposition: Si E est un espace t-compact et f est une application continue de
E sur un autre espace topologique ¥, alors F est (1 o f™ )}-compact.

Démonstration: Soient § un recouvrement ouvert de F et € > 0. Alors la fa-
mille f( g )={f"(G):Geg }est un recouvrement ouvert de E. Comme E est
supposé T-compact, il existe un nombre fini d’ouverts G,, . .. ,G, de G tels que

n n
(rof)(F - 'Ul G) = 7(E - _U1 (G <e
i= i=
Par conséquent, F est (1 o f™)-compact.

7. Définition: On dit quun A C E est un ensemble t-compact si pour chaque
recouvrement ouvert ¢ de A et pour tout € > 0 il existe un nombre fini d’ou-
verts Gy, ... ,G, de G vérifiant

n
TA— U G) <e.
i=1

Comme

n n

i=1 i=1

A est un ensemble 7-compact si et seulement si, en tant qu’espace topologique
muni de la topologie induite, A est un espace T-compact.

8. Proposition: Si E est un espace v-compact et F C E est fermé alors F est un
ensemble T-compact.

Démonstration: Soient G, un recouvrement ouvert de F,e>0et G, =E —F.

Alors g = g, U { G, } est un recouvrement ouvert de ’espace 7-compact E,
donc il existe un nombre fini d’ouverts Gy, ... ,G, de G, tels que

n n n
MF— VU G)=7F- U G)<17E- U G)<e.
i=1 i=0 i=0

Par conséquent, F est 7-compact.
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9. Observation: Il est facile de prouver que si ACE et pour chaque € > 0 il existe
un compact K C A vérifiant 7(A — K) <e alors A est 7-compact (proposition 3
de [5]). Il'en résulte que tout intervalle borné de la droite reélle est 7-compact
pour la mesure extérieure 7 de Lebesgue. D’autre part, tout ensemble A C IR
tel que 7(A) = 0 est évidemment 7-compact, donc Q est 7-compact. Ces exem-
ples monstrent qu’un ensemble 7-compact d’un espace séparé (resp. métrique)
peut bien non étre fermé (resp. fermé ni borné).

10. Proposition: Soient E un espace séparé, A C E un ensemble t-compact et
x € E — A. Alors pour chaque € > 0 il existe un voisinage V de x tel que
T(ANV)<e.

Démostration: Puisque E est un espace séparé, chaque point y € A a un voisinage
U tel que x ¢ U et comme A est 7-compact, pour tout € > 0 il existe un nombre
fini de ces voisinages Uy, ..., U, tels que x ¢ I_J'i pouri=1,... net

n
TA—- U Up<e.
i=1

no__
Alors ’ensemble V=E — U U; est un voisinage de x et
i=1

n _ n
MAnV) 1A= U T)<rA- U Up<e.
i= i=

3. POINTS T-ADHERENTS

11. Définition: On dit qu’un point x € E est t-adhérent 4 une partie A de E si
T(A N V) > 0 pour tout voisinage V de x.

12. Proposition: Si 7 est finiement sous-additive et E est T-compact alors toute
partie A de E avec 7(A) > 0 a un point t-adhérent.

Démonstration: Si A n’avait pas des points 7-adhérents, pour chaque x € E il
existerait un voisinage ouvert V de x tel que (A N V) = 0 et puisque E est

7-compact, pour tout € > 0il y aurait un nombre fini de ces voisinages Vy, ...,V

n
tels que 7(E — U V;)<e. Alors,
i=1

r(A) < (A — .f_ﬂl V) + T(@l (ANVY)
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n
<e+ Z 7ANYV)
i=1

et comme ¢ est arbitraire, 7(A) =0 ce qui serait contradictoire avec ’hypothése.
13. Définition: On dit que 7 est faiblement archimédienne si pour

Ac=U{ACE:7(A) < e}, e >0,
ona

lim 7(Ag) > 0.
€E~>0

14. Proposition: Si 7 est une mesure extérieure sur E et il existe une partie A de
E de mesure extérieure positive dépourvue de points t-adhérents, alors T est fai-
blement archimédienne et E ne verifie pas le second axiome de dénombrabilité.

Démonstration: Pour chaque x € A il existe un voisinage V(x) tel que
T(ANV (x))=0,doncA=U{ ANV (x): xEA} est une réunion d’ensembles
de mesure nulle. Alors A C A¢ et 7(A) < 7(A,) pour tout € >0, donc

lim 7(Ag) = 7(A) > 0
€—~>0

et 7 est faiblement archimédienne.

Si E vérifiait le second axiome de dénombrabilité, tout recouvrement ouvert
de n’importe quelle partie de E aurait un sous-recouvrement dénombrable et A
serait une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle, donc 7(A) =0 ce
qui serait contradictoire avec I’hypothése.

4. TROUS NOIRS

15. Définition: On dit qu’un point x € E est un trou noir d’une partie A de E si
7(A N V) =7(A) pour tout voisinage V de x.

On note A" I’ensemble des trous noirs de A.

C’est évident que si 7(A) > 0 alors A7 C A. Inversement, si AT C A alors
7(A)>00u A" =A =E.

16. Proposition: Si 7(A) >0 et A est fermé (ou A est T-compact et E est séparé)
alors AT C A. Inversement, si AT C A et T n'est pas identiquement nulle alors
7(A)>0.
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Démonstration: SiT(A) >0 et A est fermé alors AT C A =A.
Si 7(A) > 0, A est 7-compact et E est séparé, en vertu de la proposition 10,
pour chaque x €EE — A et pour 0 <e < 7(A) il existe un voisinage V de x tel que

T(ANV) <e < 1(A)

donc aucun x €E — A n’est pas un trou noir de A et ATCA.
Supposons maintenant que A” C A. $’il était 7(A) =0, il serait A” =A =E
et 7 serait identiquement nulle. Donc 7(A) > 0.

17. Proposition: Si T est finiement sous-additive et E est T-compact alors toute
partie A de E avec T(A) =+ 0 a un trou noir.

Démonstration: Si A n’avait pas des trous noirs, pour chaque x €E il existerait

un voisinage ouvert V de x tel que 7(A N V) <7(A) et puisque E est 7-compact,
pour tout € > 0 il y aurait un nombre fini de ces voisinages V,, ...,V tels que

n
T(E—- U V) <e. Alors
i=1
n n
7(A) < (A — _U1 V) + T(.U1 ANV
1= 1=

n
<e+ T 71(ANV)
i=1

< e+ n 7(A)

donc 7(A) <+ oo.
18. Definition: Soit J€ une famille de sous-ensembles fermés de E. Une mesure
extérieure de Radon de type ( ) sur E est une mesure extérieure de Borel 7
qui vérifie

18.1. Tout H € J est 7-compact et & mesure finie.

18.2. Pour chaque ensemble mesurable AC Eon a

r(A) =sup{r(H): A DHER}

Si en outre,

r(A)=inf{ 7(G): ACGe G}
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ol G est la famille des ouverts de E, alors on dit que 7 est une mesure exté-
rieure de Radon de type ( 3 ) sur E stricte.

19. Proposition: Soient E un espace topologique T, J& une familles de sous-en-
sembles fermés de E et T une mesure extérieure de Radon de type (1 ) sur E
stricte. Alors tout atome a un trou noir.

Démonstration: Si un atome A n’avait pas des trous noirs, pour chaque x €A il
existerait un voisinage V(x) tel que 7(A NV (x)) < 1(A), donc 7(A NV (x))=0
et A=U{ANVX):XxEA } serait une réunion d’ensembles de mesure nulle.
Voyons que cela est impossible:

Puisque 7 est une mesure extérieure de Borel stricte, elle est réguliére. Soit
A' un couvrement mesurable de A. Pour chaque nombre réel r tel que
0 <r<7(A") il existe un H € J€ tel que H C A’ et 7(H) >, et comme A’ est un
atome on a 7(A) =7(A") = 7(H) et H est aussi un atome.

Montrons d’abord que H n’est pas une réunion d’ensembles de mesure
nulle: S’il Iétait, il serait 7(x) = 0 pour tout x € H. D’autre part, pour chaque
x € H et tout nombre réel s tel que 0 <s < 7(H) il y aurait un ensemble G,
ouvert dans H et tel que x €G, et

(G <7(x) + s =5 < 7(H)

et puisque H est un atome, 7(G,) = 0. Mais comme H est 7-compact, pour

chaque € > 0 il existerait un nombre fini d’ouverts le, ...,Gy  tels que
n

n
TH - U G, )<e,
i=1 M
donc

n n
H)y=rH - U G )+ (VU G,)=
i=1 1 i=1 1
n
=rH - U G,)<e
i=1 i

et puisque € est arbitraire, 7(H) = 0 ce qui serait contradictoire.

Dongc il existe un x €H tel que 7(x) > 0. Nous finirons la démonstration en
prouvant que x € A: Si x n’était pas dans A, alors A serait une partie de
A~ {x) et

7(A) < 1(A") — 7(x) < 1(A"

ce qui est impossible car A’ est un couvrement mesurable de A.
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20. Proposition: Si 7 est une mesure extérieure sur E et il existe un atome dé-
pourvu de trous noirs, alors T est faiblement archimédienne et E ne verifie pas le
second axiome de dénombrabilité.

Démonstration: Si A est un atome dépourvu de trous noirs, alors A est une
partie de E de mesure éxtérieure positive dépourvue de points r-adhérents et il
suffit d’appliquer la proposition 14.
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