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PRESQUE REGULIERE

par

MADELEINE BAUER

RESUME

Un feuilletage régulier de codimension un sur une variété de dimension n
peut étre défini localement

soit par une 1-forme df qui ne s’'annule pas,

soit par n — 1 champs de vecteurs linéairement indépendants (formant une

base du noyau de df).

Les I-structures, les feuilletages de Morse sont une généralisation du pre-
mier point de vue ot ’on n’impose plus 4 la fonction f d’étre de rang 1.

Généralisant le second point de vue, les feuilletages de SUSSMANN-STEFAN,
ou Ton n’impose plus aux champs d’étre indépendants, sont nés de problemes
en théorie du controle. Le feuilletage singulier défini par les orbites d’un groupe
de Lie entre dans cette catégorie. Contrairement aux feuilletages de Morse, les
feuilles singuliéres sont de vraies variétés. On peut donc espérer des résultats type
slice theorem (voir la figure 1 ot il faut imaginer que I’on recolle les deux plans
horizontaux grace a I’holonomie de S).

Dans cet article, nous nous restreignons aux feuilletages de Stefan de codi-
mension 1 qui, transversalement au lieu singulier S, sont définis par un champ de
vecteurs ayant un zéro isolé sur S. Cette restriction, qui est générique, rend les
singularités suffisament tame pour que les théorémes de REEB, SACKSTEDER,
MoUSSU sur les feuilletages de codimension 1 sans holonomie restent, pour
I’essentiel, valables. C’est ce que nous montrons en II aprés donné en I les
définitions et quelques exemples.

I. HOLONOMIE SINGULIERE. EXEMPLES.

1. Définitions. Soit M une variété C, paracompacte, de dimension » munie
d’une métrique riemannienne.
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Définition 1.— Une distribution D de codimension 1 sur M est définie par une
famille { Uy, X8, X2 |} peq OO
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On dit que (thx s X :‘_1) est une trivialisation locale de D et que deux
distributions Det D' sont équivalentes si leur réunion est encore une distribution.

Définition 2.— Une distribution D est involutive si quels que soient w, i, j il existe
des fonctions )f:.;.k e C™(U,) telles qu’on ait
n-1
x5, X]‘."] = kz; Ny XX
. =1

k
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Soit 8 I’ensemble des points singuliers de D, c’est 4 dire I'ensemble des
points ol la dimension du sous espace vectoriel ‘:Dm de TmM engendré par les
vecteurs d’une trivialisation locale de D n’est pas maximale.

Dans un systéme de coordonnées locales, une trivialisation de D s’identifie
a une application 4 ='(Xy,..., X, ;) de R™ dans I’espace E des matrices
n x (n — 1). Si D est involutive et de rang q en m ¢ M, le théoréme de D. CER-
VEAU ([5] page 264) implique qu’il existe un systéme de coordonnées locales
1,.0e, XgoV1enon ,yn_q) nulles en m tel que

Xl =ax1,...,Xq=axq

n—1 n—

Y, = ]_=z:1 G Wy Yy o= i

1-¢
. Yn-1-q) )

soit une trivialisation locale de D avec a]-l-(O) =0.
L’application 4 peut donc s’écrire

A(x,y) = lq 0 avec AQ)=(Y,(»),....Y, , ).
0 AOO n—-1-gq

Une application 4 de R" dans F est générique (voir J.N. Mather [15]) si elle
est transverse aux sous-espaces de EF constitués par les matrices de rang 7 pour
r=0,1,...,n—1.

Pour que I’application A définie par la trivialisation du modele Cerveau soit
générique, il faut et il suffit que 4 : R*~9 » R~ 0~ 1-0) it une submer-
sion. Cela implique (n — ¢) = (n — g)(n — 1 — g) c.a.d. g = n — 2. Dés que
q = n — 2, il existe deux modeles locaux et deux seulement pour une distribu-
tion involutive D. Dans Pouvert # = M — 8 des points réguliers (g =n — 1), D
définit un feuilletage régulier de codimension 1. Au voisinage d’un point singu-
lier se 8§ (g =n — 2), on a le modéle de Cerveau:

il existe un systéme de coordonnées locales (x,, ..., X,_ 9 Y1, y,) mulles en
s tel qu’une trivialisation locale soit

X,=0x,,..., X =dx a]-(y)ayj
avec a]-(O) =0.

Un tel couple coordonnées-trivialisation sera dit adapté. Le type de singu-
larité du champ Y, admettant {’origine comme point singulier isolé, détermine,
transversalement 4 8, le type de singularité de D.

La distribution D est alors générique si et seulement si la dérivée de Y en O



192 Madeleine Bauer

inversible; ainsi une distribution involutive générique sur une variété compacte
vérifie les trois conditions de la définition suivante.

Definition 3.— Une distribution D de codimension 1 involutive est une distri-
bution presque réguliére (DPR) si de plus elle vérifie les trois conditions suivan-
tes:
(i) quel que soit m e M, la dimension deD,, est au moins égale a n — 2;
(ii) le liew singulier 8 a un nombre fini de composantes connexes S,
(r=1,...,1), chacune étant une sous varieté compacte de dimension
n-—2;
(iii) le champ de vecteurs Y de R% ou bien est un centre ou bien n’a qu’un
nombre fini de secteurs ( hyperboliques, elliptiques, paraboliques).

Cette condition est vérifiée dés que Y n’est pas infiniment plat a Iorigine.

2. Holonomie singuliére. Soit S une feuille singuliére (c.a.d. une composante
connexe de 8) et 7 un voisinage tubulaire de S. On désigne par 7 : 7 > S la
fibration en disques ouverts D* qui & m associe m(m) extrémité de la géodésique
normale a S joignant m e 7 a n(m) € S.

I1 existe alors un recouvrement fini de t par des ouverts U, saturés pour

7 munis d’une trivialisation adaptée (X?‘ . Y Y% telle que
o
T, {X, ., X ) =TS et T, n(r%)=0.
Cela implique
o= y% g%

of

oll g+ est une fonction C*dans U, M Ug qui ne s’annule pas.

Soit  F (s € S)le feuilletage vertlcal c.a.d. le fevilletage du disque D, =77 (s)
induit par ‘ZD feuilletage engendré par les champs Y% Le type dlfferentlable
(C*)du germe en s du feuilletage J'S est invariant quand s décrit S.

Nous allons maintenant mettre en place les éléments qui nous permettront
de définir I’holonomie de la feuille singuliére S.

Si m appartient & 7, désignons par F,, (resp. c,,) la feuille de F | ,_g (xesp.
de J‘ avec s = m(/m)) passant par m.

leons un point so de S. A tout chemin ¥ de S d’origine sy, on peut associer
un difféomorphisme H d’un voisinage de so dand D;  dans un voisinage de ¥(1)
dans D’y(l) tel que A, (m) soit extrémité ¥, (1) d’un chemin 7, issu de m rele-
vant ¥ dans D (c.a.d. venflant Y (D) €D,y () et m07,, =7). La figure 2 illustre
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le cas ol la singularité est un noeud non dégénéré et o M est orientable, de di-
‘mension 3 (dans ce cas S est un cercle).

La difféomorphisme H,y n’est pas unique; en effet, comme la dimension de
D est égale 4 celle de S plus un, il reste un degré de liberté correspondant a
{Y}=ker TnND.

Mais une démonstration analogue a la démonstration classique pour les
feuilletages réguliers nous permet de montrer que la courbe ¢y, (1) ne dépend
que de la courbe ¢, et de la classe d’homotopie [Y] de ¥ dans m; ZZS', $0)-

Soient G, le groupe des germes en s, de difféomorphismes locaux H de

Dso qui respectent le feuilletage st o ©t 5.90 le quotient de GsO par la relation

4

Fig. 2

d’équivalence suivante

[H:] ~ [H,] Crym) = CHy(m)
au voisinage de sp.

L’application Holg ~de mi(S, so) dans GS0 qui & la classe d’homotopie
[Y] € my (S, so) fait correspondre la classe d’équivalence H[,y] du germe en s, de
H,, est bien définie et c’est un homomorphisme de groupe. Son image est indé-
pendante de s, & conjugaison pres.

Définition 4.— L’image HolsO(m(S, sg)) est le groupe d’holonomie de la feuille
S. La feuille S est sans holonomie si son groupe d’holonomie est réduit & l'iden-
tite.

Dans les bons cas ’holonomie caractérise le feuilletage F au voisinage de S
comme le montre le théoréme suivant.
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Théoréme 1.— Soit D' (resp. D"} une DPR sur M’ (resp. M'') admettant S’ (resp.
S") comme feuille singuliére et dont la singularité transverse est un noeud ou un
foyer.

Si les deux conditions suivantes sont vérifiées

— il existe un difféomorphisme g de S’ sur S”,

— les groupes d’holonomie Hol(n,(S')) et Hol(m,(S")) sont conjugués

comme sous groupes de Diff(S*),

alors il existe un homéomorphisme G d’un voisinage 7’ de S' sur un voisinage '’
de S", étendant g, de classe C* dans v’ — ', tel que les feuilletages réguliers
associés G«(D") et D" soient les mémes.

Démonstration. Nous allons d’abord noter M, D, S, ... pour M ou M", D' ou
D", S ous".

Si M est de dimension 2, la feuille singuliére S est un point et D est définie,
au voisinage de S, par un champ Y ayant un zéro isolé en S. Si les parties réelles
des valeurs propres de Y sont non nulles et de méme signe, il existe un homéo-
morphisme G d’un voisinage 7 de S sur le disque D? de rayon 1 de R? de classe
C* dans 7 — S tel que

G(0)=0 et G(Y) = +pdp dans D* —{0}

ce qui nous donne le modéle (D?, pdp) et le théoréme est vrai.

Fig. 3
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La figure 3 illustre ce propos. On a dessiné en traits pleins les courbes inté-
grales du champ Y (resp. pdp) et en pointillés les lignes de niveau d’une fonction
de Lyapounov associée a Y (resp. de p?).

Si M est de dimension = 3, verticalement (dans chaque fibre de 7) on a en-
core ce modele. Dans chaque ouvert U, aussi, car le feuilletage est la contre-
image par la projection de R"~2 x R? sur R? du feuilletage de R? défini par Y.
Pour obtenir un modele global on va recoller ces morceaux le long de S et c’est 13
qu’interviendra I’holonomie singuliére.

Quitte 4 remplacer Y% par — Y%, on peut supposer que les parties réelles des
valeurs propres de Y% sont positives ce qui implique que les goz,B de la relation

= Yagaﬁ sont positifs au voisinage de S. Pour tout & soit #% une fonction de
Lyapounov associée a Y% Si f% est une partition de 'unité subordonnée au re-
couvrement fini { 7(U,) } de S, la fonction & = Z(f*o 7)h% est une fonction de
Lyapounov pour le champ Y =2 (f %o Y% au voisinage de S.

Pour € assez petit, 1™ 1(e) est une hypersurface X bordant un voisinage tu-
bulaire 7, de S. La restriction J‘ de Fa T¢~S est entiérement déterminée par
sa trace J' sur Z: une feuille F de J' est égale au saturé de Fg =FNZ par les
courbes 1ntegra1es de Y.

Une suspension 4 la HAEFLIGER permet de montrer que (2, F. ) est
difféomorphe a

(Z=8% 1,55 Fg)
olt

— Sest le revétement universel de S,

ST est le cercle, trace de Z sur la fibre D de 7 en sq, qui s’identifie au
quotient de D, 5o —{s¢ } par le feuilletage J- tangent 4 Y,

my (S) agit sur S* par I'homomorphisme Hol : my(S) > Diff $hH,

- 3'_ est le feuilletage induit sur = par le feuﬂl%tage trivial § x {un point }.

Désignons mamtenant par 7 le fibré en dlsques associé au fibré en cercles
S muni du feuilletage 5 ¥ induit par le feuilletage Sx {un rayon } . L’application
G de 7 dans T, qui 2 la classe d’équivalence de ([7], exp £03p(m)) associe le point
exp tY(HJ(m) N Zx)
ou[v]eS, te]—o,0[,meS,
est un homéomorphisme de T sur 7, de classe C* dans 7— S qui envoie une
feuille de F sur une feuille de J'

Comme le modéle (7, F) ne depend que de S et de la représentation Hol a
difféomorphisme prés, le théoréme 1 découle facilement de notre construction.

3 Exemples. Nous allons construire des exemples de DPR dans I’espace lenticu-
laire L(p, q) obtenu en recollant les tores pleins 7, = S* x R? ¢t 7, = S! x R?
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par le difféomorphisme G(8, p, ¥) = (g8 + rp,1/p,p0 + s¥), les entiers r,s véri-
fiant gs — pr=1.

Pour ce faire, on se donnera une DPR de 7, définie par une trivialisation
(X, Y) telle que (G X, G,Y) soit équivalente i une distribution qui se prolonge
a tout 7,.

a) Premier type d’exemples (foyer). Les champs
X =030 +ady, Y =pop + boy

se prolongent en des champs C* de I’espace lenticulaire définissant ainsi une
DPR sur L(p, q) ayant comme feuilles singuliéres les ames S, et S, des deux
tores pleins.

Le champ X est tangent au tore X (défini par p = 1), ses orbites sont des
cercles si  est rationnel, des.droites denses dans Z si 4 est irrationnel.

Comme on a des singularités type foyer dans r; et dans 75, les hypothéses
du théoréme 1 sont vérifiées. L’holonomie de S, (resp. S,) s’identifie a une ro-
tation d’angle a (resp. (p + a5)/(q + ar)). Une feuille F du feuilletage régulier de
lTp-Z) =7, N1, =71 — 8 est égale au saturé par Y de I'orbite FE de X. Le
feuilletage régulier est alors sans ho/lo&)mie et ses feuilles sont

— des cylindres fermés dans L(p,q) si a est rationnel,

— des plans denses si a est irrationnel.

Il est possible de désingulariser ce type de DPR. En éclatant les deux feuilles
singuliéres, on obtient une variété compacte ayant pour bord deux tores T et
T, munie d’un feuilletage tangent au bord presque sans holonomie. I.’holonomie
de la feuille singuliére S; est celle de 'un de générateurs de m,(T ;), ’holonomie
de lautre générateur traduisant Ienroulement de la spirale autour du cercle,
éclatement du point singulier.

b) Deuxiéme type d’exemples (champ polynomial). Donnons nous dans 7, la tri-
vialisation

X =06 (resp. X =030 + pdp)
Y =p" { P(cos ¥, sin )pdp + Q(cos ¥, sin ¢) dp }

ol P et Q sont des polynomes homogenes de degré n. Le champ Y peut avoir
tous les types de singularité: noeud, col, secteurs hyperboliques, secteurs ellipti-
ques; il peut méme étre un centre.

Désignons par F Y le feuilletage du disque { 0 } x R? tangent 4 Y. Comme
[X,Y] = O (resp. [X,Y] = nY) lapplication premier retour exp X (resp. exp X)
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respecte F Y. Mais l'intégrale premiére de Yest de la forme pe™ Jp/ Qdy et exp X
respecte donc F Y feuille par feuille, alors que exp X permute les feuilles de
FY.

L’holonomie de la feuille singuliére Sy, dme de 7, s'identifie 4 Paction de
Papplication premier retour exp X (resp. exp X) sur F Y. La feuille S; n’a pas
d’holonomie (resp. a une holonomie infinie) pour la DPR de 7, définie par
(X,Y) (resp. (X, T)).

Comme les champs G (X) (resp. G (X)) et 0@ 1" G (Y) se prolongent en
des champs C* de 7,, on obtient une DPR sur L(p,q) ayant comme feuilles sin-
guliéres les ames S, et S, des tores. Puisque m est égale & v; — S, I'étude
du feuilletage régulier F peut se faire dans 7.

Les feuilles de F sont les saturés d’une trajectoire de X (resp. X) par les
courbes intégrales de Y elles sont donc toujours propres. Pour le couple (X,Y)
ce sont des cylindres. Par contre pour le couple (X,Y) ou bien on n’a que des
cylindres, ou bien que des plans ou bien le mélange des deux et dans ce dernier
cas le feuilletage régulier a de ’holonomie.

En effet, soit § DI’ensemble des points périodiques de Hol(w;(S;)) c.a.d.
des courbes ¢ de FY telles qu'on ait exp kX(c) = c avec k € Z. Si ¢ est une
courbe de ', désignons par 7 une trajectoire de X passant par un point m de
c. Comme ¥(0) et ¥(k) appartiennent a c, la réunion I de [0, k] et I'intervalle
de ¢ joignant 7(0) & ¥(k) est homéomorphe au cercle. La feuille F de F passant
par ¢ est le cylindre engendré par I’ensemble des trajectoires de ¥ qui s’appuyent
sur I, ,

Mais si ¢ n’est pas un élément de J' , une trajectoire v de X passant par un
point m de ¢ ne revient pas sur ¢. La feville F de F passant par c est le plan
engendré par ’ensemble des trajectoires de Y qui s’appuyent sur la droite 7.

Si J et son complémentaire " sont non vides, les itérés exp kX(c) des
images d’une courbe ¢ de ' se rapprochent du bord de &', Par conséquent
le plan passant par ¢ s’enroule autour des cylindres passant par les courbes du
bord de T .

La figure 4 représente le feuilletage de R® = §3 — { oo } défini par la distri-
bution D ayant pour trivialisation

X =00 +pdp, Y=x0x —ydy dans 7,.

Les notations sont les suivantes
F,, F,, F3, F4: les quatres feuilles séparatrices (cylindres)
F', F': feuilles ordinaires (plans)
Dy (resp. D,): disque { 0 } x R? de 7, (resp. 75),

c]'., c]'. .1 traces successives de F° " sur le disque D, de 74,

C» Choey  traces successives de ' sur le disque D, de 7.
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Fig. 4

Remarque 1. Dans le cas du centre, il faut remplacer les mots cylindre, plan par
les mots tore, cylindre.

Remarque 2. Comme on I'a vu dans les exemples, on peut avoir une holonomie
singuliére infinie alors que le feuilletage régulier est sans holonomie (dans le cas
2 il suffit d’avoir & = ). Il est évident que le feuilletage régulier peut avoir de
I’holonomie loin des feuilles singuliéres elles mémes sans holonomie (dans le cas
1 ou les feuilles singuliéres sont sans holonomie siz =0, on crée de ’holonomie
pour le feuilletage régulier par tourbillonement autour de X). Il n’y a donc pas
de relation simple entre holonomie singuliére et holonomie réguliére, la situation
doit étre étudiée cas par cas.

II. DISTRIBUTION PRESQUE REGULIERE DE CODIMENSION 1 SUR UNE VARIE-
TE COMPACTE

Nous établisons d’abord un théoréme de stabilité. Nous montrons ensuite
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que, quelle que soit I/% feuille F de F , il existe un minimal M> C F ﬂ]l'/i, ce qui
n’est pas évident car M n’est pas compacte.

Pour démontrer le théoréme de Sacksteder (non existence d’un minimal
exceptionnel) dans le cas d’un champ de vecteurs X sur une surface, A.J.
Schwartz utilise la propriété suivante:

siMoest un minimal exceptionnel, il existe au voisinage de chaque point de AG un
intervalle compact I transverse tel que J0 N I soit contenu dans un ouvert U de

I ou Tapplication premier retour de X est définie. Sile minimal exceptionnel
M contient une séparatrice, on ne peut avoir cette propriété (voir la figure 5).

Fig. 5

L’existence de séparatrices pose dans tous les cas un probléme car elles
cassent ’holonomie de F comme on vient de le voir dans le cas des surfaces ol
I'holonomie est Iapplication premier retour d’un champ de vecteurs. C’est
pourquoi il faudra toujours ajouter des hypothéses supplémentaires pour étendre
les théorémes classiques sur les feuilletages sans holonomie.

1. Théoréme de stabilité et existence de minimaux

Proposition 1. Soit D une DPR de codimension 1 et S une feuille singuliére

de D . On suppose que S est un centre non dégénéré (resp. a au moins un sec-

teur elliptique).

(i) Alors il est évident qu'il existe un voisinage 7' de S (resp. un ouvert V' adhé-
rentdS)tel que, Y s € S, toutes les feuilles de F coupent Dy =1' 0 D, (resp.
D =V' N\ D) selon les cercles ( resp. des courbes elliptiques).

(ii) Si K est un fermé F -saturé de M contenu dans Il (resp. V'), alors il existe
une feuille réguliére compacte (resp. fermée dans M) contenue dans K.



200 Madeleine Bauer

(iii) ( Théoréme de stabilité). Si S est sans holonomie; il existe un voisinage
ouvert 7" de S (resp. un ouvert V'' inclus dans V' et adhérent i S) saturé par
des feuilles réguliéres compactes (resp. fermées dans n ).

Si S est un centre dégénéré, le point (ii) reste valable, par contre (iii) ne Pest
que pour les feuilles de F correspondant aux courbes intégrales périodiques de

Y qui sont alors compactes.

Démonstration.

(ii) Comme l’ensemble des courbes intégrales de Y dans DS'0 est ordonné par
Iinclusion des intérieurs, il existe une courbe intégrale ¢, du feuilletage vertical
contenue dans DSO N K vérifiant ¢y > ¢ pour toute courbe intégrale ¢ de
Dy NK.

Soit Flafeuille de F | s_ g(resp. F |}, ) passant par co. En utilisant le fait que
K est F -saturé, on montre que tout chemin de S se reléve dans F. L’application
7l ;- est alors une surmersion dont la “fibre” est réduite 2 une courbe périodique
(resp. & un nombre fini de courbes elliptiques) de Y. La feuille F est donc un
fibré en cercles (resp. en droites) sur S. Dans le cas elliptique, le fait que ¢4 soit
maximale entraine que F est fermée dans M.

(iif) Comme S est compacte, son groupe fondamental a un nombre fini de
générateurs 7,,..., 7, et il existe L > O tel que tout point de S puisse étre
joint 4 so par une géodésique de longueur inférieure ou égale a L. Soit D" un
ouvert contenu dans DSO et F s,-saturé tel que de plus
pour tout i, 1 <i<r,*le” difféomorphisme H,Y_ associé a ; soit défini dans un
ouvert contenant D", !
pout tout “lacet géodésique” ¥ de longueur inférieure ou égale a 2L “le” difféo-
morphisme H_ soit défini dans un ouvert contenant D"’

En prenant pour " (resp. V") le F -saturé de D" et en faisant le méme
type de raisonnement qu’en (ii), on a le résultat.

Théoréme 2. (Existence de minimaux). Si D est une DPR de codimension 1 sur

une variété M compacte alors, quelle que soit la feuille G de § , il existe un
— A

F -minimal N inclus dans G N M.

On va distinguer trois cas:
—_— j— A
premier cas: il existe my € G N M tel que Fm0 ﬂM=Fmo.

deuxiéme cas: il existe mq € G N M tel que Fmo cim
troisieme cas: me 50112=>F*m NS#*Pet (Fm ~F,) ﬂ]ﬁ#(b.

Dans le premier cas, il suffit de prendre M =Fmo'
Dans le deuxiéme cas, la démonstration classique pour les feuilletages im-
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plique qu’il existe M C Fmo C G compact F -saturé non vide minimal. Nous
allons donc faire la démonstration seulement dans le troisiéme cas.
Pour cela montrons d’abord trois lemmes.

Lemme 1. Soit F une feuille non compacte de F et my un point de F — F, dlors
il existe un bout € de F tel que my € lim; F. De plus pour tout bout ¢ de F
l'ensemble lim F est fermé, D -saturé, non vide, connexe.

Le mot D -saturé doit étre compris de la fagon suivante: lim;, F N M est
F -saturé et une feuille singuliére S; ou bien est contenue dans lim, £ ou bien ne
le rencontre pas. (cf. [17]).

Remarquons que, pour toute feuille F, d’aprés le lemme 1, l'intersection
F N 8 est une réunion de composantes connexes deS. On a cependant un résul-
tat plus précis.

Lemme 2. Pour toute feuille G de F vérifiant les conditions du 3éme cas, il exis-
— A
temg € G N M et r =1 composantes connexes Sy, . . . ,S, de § telles que

VmeFmo FmﬂS=SIU...US

»

— A
Lemme 3. Dans le troisiéme cas, il existe un point mg de G N\ M ayant l'une des

propriétes ci-dessous relativement au feuilletage vertical F S0

—_ A
(i) il existe un secteur hyperbolique tel que, Vm € Fmo N M, l'adhérence
F,, contienne les séparatrices bordant ce secteur;

(i) il existe un secteur parabolique ou elliptique Q tel que, VmeF, Mo NM, on
ait F,, NQ#0;
— A —
(iii) quel que soit m € Fm0 N M, lintersection F,, N § est une réunion de
composantes connexes S; de S | chacune étant un centre.

Démonstration du lemme 2.
D’aprés le lemme 1, pour toute feuille F de F , on a I'équivalence

“Fns;#9 =  Fos,

H
Premiére étape. On a I’'un des deux cas suivants:
Am, € GNM tel que F_m1 NS, =0

- ou bien

meGNM = FmDSI.
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Deuxiéme étape. Si on est dans le premier cas, on recommence avec S, et on a:
— N —
dAm, ele NM tel que sz NS, =0
ou bien

meF, "M = F_D8,.

mjy

Si on est dans le deuxiéme cas, on a:
dm, eGNM tel que F_m2 NS, =0
ou bien
me 60M : F—m D Sz.

On a donc, aprés la deuxiéme étape, les cas suivants:

® dm, eGNM tel que F__ NS U S;) = @ en échangeant [1, 2] et
Mo -1 1
[l-1,1,

#* Jm, e GNM tel que F_m1 NS =0 etmeF—ml ﬂ]ﬁ:}fm DS;en
échangeant soit 1 avec /, soit 2 avec /,

***me(_;-ﬂ]l;\l :F_m DSI USz.

En répétant les opérations faites lors de la deuxiéme étape au plus (/ — 1)
fois ou bien on arrive au résultat du lemme, ou bien il existerait my GNM
tel que le NSy U...US) =0, ce qui est contraire aux hypothéses du
troisi¢me cas.

Prenons pour G la feuille F,,, du lemme 2 dont nous gardons les notations
(elle vérifie toujours les conditions du troisiéme cas). Comme une feuille singu-
liére S; ou bien est un centre ou bien a un nombre fini de secteurs paraboliques,
hyperboliques, elliptiques, on peut donner une démonstration du lemme 3
analogue a celle du lemme 2 mais en faisant cette fois une récurence sur les
secteurs.

Démonstration du théoréme 2.

Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que, si G est une feuille
vérifiant les conclusions des lemmes 2 et 3 et les hypothéses du troisiéme cas,
alors, quelle que soit la famille (K, ), , de fermés saturés de G N M totalement
ordonnée par inclusion, Pintersection N, ., K, n’est pas vide. Dans le cas (i) du
lemme 3, Pintersection contient les séparatrices. Dans les cas (i) et (iii) du
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lemme 3, on montre qu’il existe un compact J s-saturé J vérifiant J NK A F0,
‘V A € A, ce qui implique que N, K # .

2. Distribution presque réguliére transversalement orientable.

Proposition 2. Soit D une DPR de codimension 1 sur une variété M, quitte a
passer 4 un revétement d deux feuillet; de M, il existe un champ de vecteurs Z
transverse @ F dans IlI{\[ nul sur 8. Ondit alors que la DPR est transversalement
orientable.

Le champ normal 4 Y dans les fibres de T (G=1,...,D) permetde définir le
cocycle des orientations “transverses” a D dans M et d’obtenir Ja proposition 2.
A Taide du champ Z, on construit un champ &, égal 4 Z dans M — UjT=1 Tj, € dé-
composant en “Z et un champ de S]-” au voisinage de S]-, dont les points singu-
liers sont isolés et sur S .

Grace au champ £, on établit le

Théoréme de Pindex de D.A. DEAN [7]. Si D est une DPR de codimension 1
sur une variété compacte M et si x{M) (resp. x(S]-)) est la caractéristiqgue d’Euler-
Poincaré de M (resp. S]-} on a la relation

l
M) = -21 X(S;) I( D, Sy).
j=
I(D,S;) étant lindice en s ¢ S]- du champ vertical Y tangent & F s

Ce théoréme constitue une obstruction cohomologique 4 l'existence du
couple (D, 8).

A Paide du champ Z, on montre qu’a une DPR de codimension 1 transversa-
lement orientable est assocciée une 1-forme w de M intégrable (c.a.d. vérifiant
w Adw =0),nulle sur § , définissant le méme feuilletage F dans M. Récipro-
quement 4 une I-forme intégrable de KUPKA-REEB (c.a.c. vérifiant w=0 =
dw # 0) ayant comme lieu singulier une sous-variété de codimension 2 corres-
pond une DPR transversalement orientable définissant le méme feuilletage F .

3. Non existence de minimal exceptionnel.

Théoréme 3. Si est une DPR de codimension 1 sur une variété conpacte M
telle que le feuilletage F de M soit sans holonomie ainsi que toutes les feuilles
singuliéres S]- (i=1,...,) alors un minimal M, ne contenant pas de séparatrices
ne peut étre exceptionnel,
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Ce théoréme est optimal dans le sens suivant: un minimal contenant des
séparatrices peut étre exceptionnel méme si le feuilletage JF et les feuilles singu-
ligres sont sans holonomie ainsi que le montre I'exemple du feuilletage de
CHERRY ([14] pages 29-30).

Ce théoréme 3 est en fait un corollaire de la proposition 1 et de la proposi-
tion suivante

Proposition 3. Si ‘D est une DPR de codimension 1 sur une variété compacte
telle que le feuilletage régulier F associé soit sans holonomie et si M est un
minimal qui vérifie la condition suivante:
il n’existe pas de suite de points de M tous situés dans yn secteur hyperbo-
lisque (resp. elliptique ou au voisinage d’un centre) tendant vers un point
singulier,
alors ce minimal ne peut étre exceptionnel.

Démonstration de la proposition 3.
La proposition 3 découle du théoréme de SACKSTEDER sur les pseudogrou-
pes de difféomorphismes locaux de R ([21]) page 80) et de la propriété suivante
il existe un intervalle 7 transverse 3 F dont les extrémités ne sont pas dans
M tel que la restriction du pseudogroupe d’holonomie a M N T ait un
nombre fini de générateurs, chaque générateur étant défini sur un intervalle
ouvert dont les extrémités ne sont pas dans M.
Cette derniére propriété résutie de I’existence d’un recouvrement ouvert
cohérent fini de M , notion technique que je vais définir ci-dessous.

A
Recouvrements ouverts cohérents de M.

Je suppose la distribution I transversalement orientable et je désigne par
{ le feuilletage associé au champ Z transverse 3 F .

Definitions 5. Un ouvert V' de M est dit simple de type 1 si et seulement si
(i) V’est muni d’un systéme de coordonnées adapté 3 F eta £

(ii) il existe un intervalle T d’une feuille de L tel que toute feuille de F |y
coupe T en un seul point;

(iii) les feuilles de F |y, sont homéomorphes 4 R*1,

Un ouvert V de M est distingué de type 1 si et seulement s’il est simple de
type 1, vérifie V C V', avec V' simple de type 1, et si les plaques de F ly sont
géodésiquement convexes.

Un ouvert V' de 7 S est dit simple de type 2 si et seulement si (figure 6)
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(i) V' est adhérent a n(V");
(ii) il existe un intervalle T dans la fibre de 7 tel que toute feuille de J' Ly
coupe T en un et un seul point;
(iii) les feuilles de F |y, sont homéomorphes 4 un intervalle et m(V") est
homéomorphe a R* 2
Un ouvert Vde_ 7 — S est distingué de type 2 si et seulernent s’il est simple
de type 2, vérifie (V N M) C V' avec V' simple de type 2 et m(V") géodésique-
ment convexe.

Un recouvrement ouvert (Vﬁ)ﬁ ep 9e M est cohérent si et seulement si
(i) lesouverts Vﬂ sont distingués;
(ii) si VB N Vﬁ # @, il existe un ouvert simple contenant (Vﬁ U Vﬁ YN M;
(iii) si Vﬂ1 U VB U V est connexe, il existe un ouvert simple V contenant

cette réunion et tel que la trace d’une plaque de ¥ sur Vﬁ (i=1,2,3),si
elle n’est pas vide, soit une plaque de Vﬁ

Lemme 4. Si 8 ne comprend pas de centres dégénérés, il existe un recouvre-
A
ment ouvert cohérent fini de M.

Démonstration.
Premiére étape. Pour tout r, il existe un voisinage 7, de S, tel que 7, — S, soit
une réunion finie d’ouverts distingués de type 2.
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En effet, en éclatant le champ Y% (R. ROUSSARIE [24] pages 98 4 109) le
long de §,, on se raméne au cas d’un voisinage d’un bord compact.

Deuxiéme étape. Comme M' =M — U;{=1 T;. est compacte, il existe un recouvre-
ment fini de M’ par des ouverts distingués de type 1.

On a donc un recouvrement fini (Vﬁ)ﬁf p de M par des ouverts distingués des
deux types.

Troisiéme étape. Pour tout m de M, on peut alors construire deux voisinages
distingués ¥(m) et V'(m) vérifiant

Vim)NMC V’(m)c(mpvﬁ Vﬁ> n(me%— V, Vb) n (M—m;JVﬂ 173).

Vb étant Pouvert simple associé éAl’ouvert distingué Vﬁ' .

Les ouverts V(m) pour m e M forment un recouvrement cohérent de M dont
on peut extraire un recouvrement fini en recommengant les raisonnements faits
dans les deux premiéres étapes (cf. M.W. HIRSCH [10]).

4. Feuilletages sans holonomie

Proposition 4. Soit D une DPR de codimension 1 sur une variété compacte
A

telle que le feuilletage régulier F de M défini par ‘D soit sans holonomie. Alors

on a les propriétés suivantes

i) siFo est une feuillede 5 compacte et si U(Fy) est la composante connexe
[ D 0
contenant Fg de I’ensemble des feuilles réguliéres compactes on a

UlFo)~Fox]—1,+1[
U(Fo)'— U(Fo)=F1 U"UFkUSl U...uUs

r

ou les feuilles réguliéres F; sont des séparatrices fermées dans M tandis que les
feuilles singuliéres S]- soit sont des centres, soit sont des bouts des F. (1 <i<k),

(i) si, quelle que soit la feuille singuliére, les parties réelles des valeurs propres
de Y sont non nulles et de méme signe, les résultats de SACKSTEDER-
MOUSSU-IMANISHI sur les feuilletages sans holonomie sont valables pour le
feuilletage 5 ;

(iii) si F est arationnel (c’est a dire si les seules singularités sont des secteurs
hyperboliques et si, pour toute feuille réguliére F, 'ensemble des bouts de F
comprend au plus une feuille singuliére) et si la variété M est simplement
connexe, alors il ne peut y avoir de minimal exceptionnel,
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Démonstration.

Le point (i) se démontre de fagon analogue 4 H.B. LAWSON ([13] pages 18 4
19). .

Dans les hypothéses de (ii) la fonction de Lyapounov associée & Y fournit
des sous variétés T, transverses 4 J bordant les voisinages 7, des feuilles singu-
lieres: on est ramené au cas d’un feuilletage de codimension 1 sans holonomie
sur une variété compacte (M — U;?=1 7,) 4 bord (Url= 1 Z,) transverse au feuille-
tage (cf. R. MOUSSU [16]).

Avec les hypothéses faites dans (iii), dés qu’il existe un minimal exception-
nel M , il existe une transversale fermée coupant A( et bordant un disque D
en position de Morse (figure 7).

Fig. 7

Le feuilletage Fp, induit par D sur D a alors nécessairement un cycle li-
mite appartenant & M (cf. C. LAMOUREUX [17] pages 55 4 67) ce qui implique

que F a de I’holonomie; on a donc une contradiction.
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