TEORIA K DE CATEGORIAS DE COMPLEJOS Y APLICACIONES
por
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ABSTRACT:

We apply, following Gillet, Thomason and others, Waldhausen’s Algebraic
K-theory to categories of complexes. This permits a treatment of Higher Alge-
braic K-theory of schemes in the spirit of Grothendieck (SGA 6) and as a conse-
quence it results the covariance of K-theory of coherent sheaves for proper
morphisms. We introduce a bivariant Algebraic K-theory, solving a question of
Fulton-MacPherson.

INTRODUCCION

El problema inicial que ha originado esta nota es el estudio de la covariancia
de la teoria K de haces coherentes para morfismos propios. Para el grupo Ko(~)
esta covariancia es bien conocida, cf. SGA 6, pero en el contexto de la teoria K
superior, Quillen | 12] solo 1a pudo probar para morfismos proyectivos.

En la teorfa desarrollada por Grothendieck y sus colaboradores en SGA 6 la
covariancia del funtor Ko(—) para un morfismos propio, f: X —= Y, es conse-
cuencia del teorema fundamental segin el cual si F es un haz coherente sobre X
también lo son los haces Rif*F, i 2 0, (EGA III). Concretamente, el teorema
fundamental permite derivar fx en un funtor (triangulado)

— D°(V)

Rf.: DP(X)

coh

y la covariancia se obtiene mediante la composicion

Ko(X) — > Ko(DP(X)y) i Ko(DO(Y),,) <~ Ko(Y).

Nuestra idea era que este argumento debia poder trasladarse al contexto de
la teoria K algebraica superior y resolver asi el problema comentado. Desgracia-
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damente, la teorfa K de Quillen no se aplica a categorias derivadas, por lo que la
extensién no es inmediata.

En un contexto puramente topoldgico Waldhausen, [17], ha introducido la
teoria K de categorias mds generales que las utilizadas por Quillen, (ver § 2), y
Gillet demostré que

G, (X) = KW, (C®(Coh X)),

donde Cb(Coh X) denota la categoria de complejos acotados de haces coherentes
sobre X, (cf. [5]).

La intenciéon de esta nota es mostrar que, a partir del resultado de Gillet
mencionado, la teorfa K de Waldhausen permite recuperar las ideas de Grothen-
dieck para la teoria K algebraica superior, § 4, y en particular demostrar la cova-
riancia para morfismos propios siguiendo el esquema indicado para Ko(—), (cf.
(4.8)). (El problema estaba resuelto ya en [4], [10], aungue por otros métodos).

Ademds, este tratamiento de K,(X) permite definir la teorfa K bivariante,
§ 5, y resolver asf un problema planteado por Fulton-McPherson, [3].

En § 1 recordamos la definiciéon de teoria K de Quillen adaptindola de
forma que la generalizacién de Waldhausen, que resumimos en § 2, véase
también [8], aparezca como natural. En el apartado § 3 adaptamos las defini-
ciones y resultados de § 2 a las categorias de complejos. Los resultados (3.7),
(3.9) y (3.10), que no aparecen en la-literatura, son los resultados fundamentales
sobre los que se basan las aplicacionesde § 4y § 5.

Agradezco a V. Navarro Aznar y F. Guillén las conversaciones mantenidas
sobre este tema. Fue V. Navarro Aznar quien me “sugirié6 que una demostracion
como la presentada de la covariancia de los grupos Gi(X) para morfismos propios
debia ser posible.
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§ 1. LA CONSTRUCCION Q DE QUILLEN

(1.1) Recordemos que la teoria K algebraica de Quillen se define en el contexto
de las categorias exactas, es decir, categorfas aditivas M que estdn sumergidas,
como subcategorfas plenas, en una categoria abeliana A, cerradas por extensio-



Teoria K de categorias de complejos y aplicaciones 155

nes en A, y que poseen una clase distinguida, E, de sucesiones exactas (en A)
0—M >M LM —o0 (*)

Denotaremos por M'>-> M (resp. M ——»> M") los morfismos que apare-
cen como nicleo (resp. cociente) de una sucesién de E, y les lamaremos mono-
morfismos (resp. epimorfismos) admisibles. La clase E ha de verificar los axiomas
siguientes (cf. [12], § 2):

(ex. 1) Toda sucesién en M isomorfa a una sucesion de E estd en E.
(ex. 2) Dados objetos M', M" de M cualesquiera, la sucesién

0 — M —LDy wom” T2,y g

estd en E.

(ex._3) Para toda sucesion (*) de E, i es un nicleo para j, y j es un conticleo
de i. -

(ex. 4) La clase de epimorfismos admisibles (resp. monomorfismos admisi-
bles) es estable por composicion y cambio de base (resp. cambio de cobase).

(ex. 5) SiM —= M" es un morfismo de M que posee un nicleo en M y si
existe un morfismo N —» M en M tal que la composicién N —= M —= M"
es un epimorfismo admisible, entonces M —s M" es un epimorfismo admisible.
(Dualmente para monomorfismos admisibles).

(1.2) La definicién de los grupos Ky(M), i = 0, de una categoria exacta se basa
en una construccién original de Quillgn, la construccién Q, que asocia a M una
nueva categoria, QM. Recordemos cémo se realiza esta construccion: Los . obje-
tos de QM son los mismos que los de M, y los morfismos de M en M’ son las
clases de isomorfismo de diagramas -

Ml N>LswMm,

donde j es un epimorfismo admisible e i un monomorfismo admisible, y donde el
diagramma

Ml N>Lswm,

es equivalente al anterior si existe un isomorfismo N — N’ que hace conmu-
tativo el diagrama
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M/
T~

— Z

Z <

’ /
La composicién de morfismos en QM se efectia segiin el siguiente diagrama

Con esta-construccidn, Quillen ha probado:

(1.3) Proposicion ([12] § 2 Th 1). Sea 0 un cero objeto de M. El grupo funda-
mental m; (BQM,0) es candénicamente isomorfo al grupo de Grothendieck Ko(M).

(1.4) Recordemos que si C es una categoria, BC es el espacio clasificante de C, es
decir, el CW-complejo resultante de la realizacién geométrica del nervio de C,
NC, que tiene por n-simplices las composiciones de n morfismos en C

Xo —>'X1 _ ... — Xn,

(cf.[12] § 1).

La proposicion (1.3) llev6 a Quillen a definir la teorfa K de M segin:

(1.5) Definicion.  K(M) = QBQM
Vamos a dedicar el resto de este apartado a indicar la construccién de otro

conjunto simplicial asociado 2 M y que es homot6picamente equivalente 2 NQM,
y que por sonsiguiente también calcula ]a teoria K de M.

(1.6) Empecemos observando que un morfismo de M en M’ en la categoria QM
puede identificarse a una clase de isomorfismo de filtraciones admisibles de M’

(llamadas ‘ayers’ en [12])

N'>—> N>—>M/,
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y un isomorfismo #: N/N’ 2 M. En efecto, dado un morfismo
M&— N>—> M/,
basta tomar N’ segiin la sucesion de E
0—> N—> N—> M — 0.
Asi pues, el conjunto de l-simplices N, QI!I, que no es otra cosa que el

conjunto de morfismos de QM, se identifica biyecticamente al conjunto de clases
de isomorfismo de filtraciones de objetos de M de longitud dos

Ng N, N,.

(De hecho, si disponemos de un morfismo en QM se tiene el isomorfismo 6 men-
cionado anteriormente, pero la elecci6n o no de cocientes prefijados de la filtra-
cién admisible no varia el tipo de homotopfa del conjunto simplicial que vamos a
definir, cf. [16] p. 131).

Los elementos de N, QM corresponden a la composicion de dos morfismos
de QM; siguiendo el proceso_iniciado para N; QM, observemos que estas composi-
ciones dan lugar a filtraciones admisibles de lo_ngitud cuatro en M. En efecto, la
composicion de dos morfismos de QM -

f r 8
——

M—— M

MII

puede desplegarse, segiin la definicion de QM en la forma

& N"\N,
y e \M, o \M”

donde la pareja (N"”,N) define el morfismo composicién en términos de filtra-
ciones. Como la composicién de epimorfismos admisibles es de nuevo un epimor-
fismo admisible, podemos definir los objetos N” y N* segiin las sucesiones de E

0 —>RNN"— N —> M ——>0

0— N—> N — M —» 0.
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Ahora, una comprobacién elemental muestra que se obtiene asi una filtracién
admisible

NII NI M”.

Asi pues, la composicion gof da lugar a una filtracién de M"' de longitud cuatro.
Obsérvese que, reciprocamente, dada una filtracion como la anterior se puede
expresar el morfismo representado por (N",N') como composicién de dos, pues
M’ se recupera a través del cociente N'/N’, y N se obtiene mediante la propiedad
de los morfismos de QM que permite descomponerlos como una composicién de
un epimorfismo seguido de un monomorfismo admisibles (cf. [12] p. 101) y
aplicando el axioma (ex. 5) de (1.1).

(1.7) Siguiendo el proceso iniciado en el apartado anterior los elementos de
NpQI\zd, es decir, las composiciones de p-morfismos en QI\=/I, dardn lugar a filtra-
ciones admisibles de longitud 2p de objetos de M.

Denotemos por s°M el conjunto simplicial definido por las filtraciones admi-
sibles de longitud 2p de M. Es decir, los elementos de sgl\__/! son las composiciones
de 2p monomorfismos admisibles

MO M1 e sz,

y los morfismos cara y degeneracion son los evidentes. Los comentarios anterio-
res sugieren el resultado siguiente:

(1.8) Proposicion ([17]). Existe una aplicacion natural de conjuntos simpliciales

NQM — M,

que es una equivalencia homotdpica.
Para la demostracién de este resultado véase (1.9) de loc. cit.

(1.9) Corolario ([17]). Sea sM el conjunto simplicial que tiene p-simplices las
composiciones de p-1 monomorfismos admisibles

M, M, M,

con los morfismos cara y degeneracién evidentes. Entonces N QM y s Mson ho-
motépicamente equivalentes, y por consiguiente

K; (M) = m,, (sM), i3> 0.



Teoria K de categorias de complejos y aplicaciones 159
En efecto: dado un objeto simplicial

X :48 —

>

e

Segal ha definido (segiin Quillen, cf. [13] App.), la subdivisién de X_
Xt:A® — C

mediante la composicion X? =X d°, donde d: A — A es el funtor que pasa [n]
a [2n+1], y con una accién adecuada sobre los morfismos, y ha demostrado (loc.
cit. (A.1)) que | X I'y | X®| son naturalmente homeomorfos. Con estas referen-
cias, basta observar que s"M= (s M)° y aplicar (1.8).

§ 2. TEORIA K DE CATEGORIAS CON COFIBRACIONES Y EQUIVALENCIAS
DEBILES ([17])

Segin podemos observar en el corolario (1.9), la teoria K de una categoria

exacta M puede describirse a partir inicamente de los monomorfismos admisi-
bles. Este hecho ha llevado a Waldhausen a definir la teorfa K de categorias con
un conjunto de morfismos distinguido, el de cofibraciones, generalizado el caso
tratado por Quillen. Mas generalmente, Waldhausen ha definido la teoria K de
categorias con cofibraciones y equivalencias débiles. En este apartado vamos a
describir la teoria K de Waldhausen, asf como a enunciar los resultados de dicha
teorfa que serdn significativos en apartados posteriores.
(2.1) Sea C una categoria punteada, es decir, equipada con un objeto inicial-final
distinguidg *. C es una categoria con cofibraciones si estd dotada de una subcate-
gorfa, coC, lausubcategorfa de las cofibraciones (cuyos morfismos notaremos
>—>), que verifica:

(Cof. 1) Todos los isomorfismos son cofibraciones, (y en particular, Ob
coC=00b C).

- (Cof._2) Todos los objetos de C son cofibrantes, es decir, dado cualquier A
de C, el morfismo * ~— A es una cofibracién.

_(Cof. 3) Las cofibraciones admiten cambio de cobase y son estables por esta
operacion, es decir, dado el diagrama

|

>——>8B
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existe C U, By el morfismo C — C U, B es una cofibracion.

(2.2) Observemos que (Cof. 3) permite definir los morfismos ‘cociente’ de una
cofibracién (notados —» ) segiin el cambio de cobase

A>—>B

l

Por ejemplo, si C =M es una categoria exacta y coC es la categorfa de mono-
morfismos admisibles, I\;I es una categoria con cofibraciones y los morfismos
cociente son los epimorfismos admisibles. La mayor riqueza de estructura M se
traduce en que éstos forman una categoria, mientras que, en general la composi-
cién de morfismos cociente en una categoria con cofibraciones no serd un mor-
fismo cociente.

(2.3) A una categorfa con cofibraciones C vamos a asociarle una categoria simpli-
cial S C de tal forma que el conjunto sim-;.)liciaI s.C definido por s,C = ObS_C sea
equivaTente al introducido en (1.9) si C es una aitegon’a exacta. Para ello deno-
temos por [n] el conjunto ordenado <1<, .. <n y Mor[n] la categoria que
tiene por objetos las parejas (i,j), 0 < i<j < n y un tnico morfismo (i,j} — (i',j")
cada vez que i <i',j <j'.

(2.4) Definicion ([17]). Si C es una categorfa con cofibraciones definimos la
categoria S, C como la categoria formada por los funtores

A Mor[n] — ¢
que verifican
1) Al,l = *.
2) Si i <j <k, el morfismo Aj; — A;y es una cofibracion, y el diagrama

es cartesiano.
Notaremos S C la categoria simplicial asociada.



Teoria K de categorias de complejos y aplicaciones 161

(2.5) Observemos que 1) y 2) dan lugar a ‘sucesiones exactas’
Aij Ay —> Ajk_

y que, por consiguiente, los objetos de S, C se pueden identificar a sucesiones
de (n-1)-cofibraciones en C

Ay Ag - Aen

con cocientes prefijados
Ajj = Agi/ A,

lo que permite relacionar esta construccion con la realizada en (1.9).

(2.6) Dada una categoria C con cofibraciones, una categoria de equ1valenc1as
débiles en C es una subcategorla wC de C, cuyos morfismos serdn las equivalen-
cias débiles y y los notaremos —» , verificando:

(w1) Los isomorfismos de C son equivalencias débiles.
(w2) Dado un diagrama conmutativo

B<——A——=>C

ooy
B'«—<A'—> ('
el morfismo
' Bu,C — B'U,C
es una equivalencia débil.

En algunos casos, de hecho en aquellos que nos interesan, wC puede verifi-
car ademds:

(w3) Axioma de saturaciéon: Sean f,g € MorC tales que existe gof. Entonces
si dos de los morfismos f,g, gof son de w(=3 también lo es el tercero.
(w4) Axioma de extension: Dado un diagrama conmutativo en ¢
A>——>B —>B/A
A>—>B'— 5 B'/A

el morfismo B — B’ es de wC.
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La nocién de funtor exacto entre categorias con cofibraciones y equivalen-
cias débiles es la evidente, i.e. aquellos funtores que conservan toda la estructura.

(2.7) Si C es como en (2.5), se define la categoria simplicial wS C a partir de
SC en la forma evidente. Observemos que wS;C = wC, pues los objetos de
wS; € son diagramas de la forma

*=Ago>—> Ao —> Ay =%,

(2.8) Definicion ({17]). La teoria K algebraica de una categorfa con cofigra-
ciones C respecto a la categorfa de equivalencias débiles wC se define como el
espacio punteado

K(C): =2 1wS Cl
y los grupos de teoria K son

K; (©=m; (K-

(2.9) La teorfa K de las categorfas exactas es un caso particular de (2.7), ve
(2.2) y (1.9), tomando como wC los isomorfismos de C (cf. [17]). Asi la defini-
cion debida a Waldhausen gener;]jzada la teorfa K de cz;tegorfas exactas definida
por Quillen a un contexto mas general. En contrapartida, la construcciéon wS. no
posee todas las buenas propiedades de la construccion Q; sin embargo sigue resul
tando cierto el teorema de aditividad, [12], [17], lo que permite extender a este
contexto la construccién de productos en teoria K, (cf. [S]), o el teorema de
cofinalidad (cf. [16]). Enunciemos este resultado: Sea C una categoria con cofi
fraciones y equivalencias débiles y denotemos por E(Q)_la categoria de ‘sucesio-
nes exactas’ de C (ver (2.2)) B

A>—>B—>»C.

E(C) tiene una estructura natural de categoria con cofibraciones y equivalencias
débiles, y se tiene

(2.10) Teorema de aditividad ([17] 1.4.2). El funtor
wS.E(C) — wSCxwSC

(A>—>B—»C) — (A0
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induce una equivalencia homot6pica
K(B(Q)) —— K(©) A K(C).

Para finalizar este apartado vamos a enunciar los teoremas de fibracién y
aproximacién para K(C). Fijemos pues una categorra C con cofibraciones y equi-
valencias débiles.

(2.11) Definicién. Un funtor cilindro sobre C es un funtor de MorC en la catego--
ria de diagramas en C que a todo morfismo f: A —= B asocia un diagrama

A L1 2B

que verifica:
(Cil 1) j; y j, inducen una cofibracién

: j1viz tAvB — T(f),
y el funtor

MorC —= Cof(C)
f — jivj:AvB — T()

es exacto. ,

(Cil. 2) T(* —= A)=Ay j, =id =p para todo objeto A de C.

A T(f) le llamaremos el cilindro de f.

En algunos casos, T(f) verificard también:

(Cil. 3) Axioma cilindro: La proyeccion p: T(f) — B es una equivalencia
débil para todo f: A — BenC. (Véanse ejemplos en § 3).

(2.12) El teorema de fibracion compara la teorfa K de C al considerarla respecto
de distintas categorias de equivalencias débiles. Sean v€C C wC dos de estas cate-
gorias y denotemos por CW la subcategorfa plena con cofibraciones de C for-
mada por los A de C con 1 * —> A en wC (es decir, los objetos de C¥ son los
‘w- ac1c11cos) y sean va =C¥ NnvC, wCW =C" N wC. El resultado es:
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(2.13) Teorema de fibracién ([17] 1.6.4). Supongamos que C tiene un funtor
cilindro y wC satisface los axiomas de saturacion, extension y cilindro. Entonces
el cuadrado

v8.L" —————— wSL%(=*)

’ |

8L ———— wS

o)

es hormotépicamente cartesiano, y el término wS,gW es contrictil.

Este teorema es consecuencia del teorema de aditividad (2.9). Indiquemos
cual es su principio de demostracion: Si F: A — B es un funtor exacto entre
categorias con cofibraciones y equivalencias—débiles,—Waldhausen define la cons-
truccién relativa S.(f) segin el producto fibrado de categorias (cf. [17] 1.5.4)

B

$,() —— (PS,]=3)H=SH+1=

| |

S8 —————> S,B

=

donde PX. es el objeto de caminos de un objeto simplicial X, . Recuérdese (cf.
19)), que PX es homotépicamente equivalente a X,.

Considerando A como una categorfa simplicial en el sentido trivial la inclu-
sion A — P(S_é)_induce una sucesion

A — S(f) — SB,

que por aplicacion del teorema de aditividad se comprueba que induce una fibra-
cion (escindida) en homotopia -

vS.A —= wSS(f) — vS.SB.

(cf. [17] 1.5.5). Ahora basta tomar como A y B las categorias convenientes (cf.
[17] 1.6.4). -

Para enunciar el resultado siguiente es conveniente introducir la nocién de
funtor con la propiedad de aproximacion:

(2.14) Definicion. Sea F: A — B un funtor exacto entre categorias con cofi-

braciones y equivalentes débiles. Diremos que F tiene la propiedad de aproxima-
cion si se verifican:
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(Ap 1) Un morfismo de A es una equivalencia débil en A siy sélo silo es su
imagen en B.
(Ap 2) Dado un objeto A de A arbitrario y un morfismo

f: F(A) — B

en B, existe una cofibracion A>—> A’ en A y una equivalencia débil. f'":
F(A") S Ben B de forma que el tridngulo

F(A)
\
B
>
fl
/

F(A")

es conmutativo.

(2.15) Teorema de aproximacion ([17] 1.6.7). Sean A y B categorias con cofi-
braciones y equivalencias débiles. Supongamos que w_é y_w§ satisfacen el axio-
ma de saturacion y que A posee un funtor cilindro qﬁe satisface el axioma del
cilindro. SiF: A —> E_(_es un funtor exacto que satisface la propiedad de apro-
ximacion, entonces F induce equivalencias homotdpicas

~

wé—» w=B

wS.A — " s WS,

lf-~]

La demostracion de este resultado es una drdua aplicacién del teorema A de
Quillen (cf. [12]).

§ 3. CATEGORIAS DE COMPLEJOS
(3.1) Sea M es una categoria exacta y denotemos por Cb(llj) la categoria de com-
plejos acotados de M, (con diferencial de grado +1). Cb(l\=/l) tiene una estructura
natural de categorfa exacta: una sucesién de complejos

M — N — P
es exacta si lo es en cada grado, i.e. si

MK — NK — pk
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es exacta para todo k. La teoria K de Cb(l\_/l) con esta estructura de categoria
exacta tiene poco interés pues se verifica

(3.2) Proposicion ([5]). Con las notaciones anteriores
BQC®(M) = V,, BQM
(cf. (1.4)).

Demostracion. El funtor identidad, I, de Cb(l\zd) admite una filtracién por
funtores exactos

> F'—> . >—>FD>—>F!'>—>F% = |
definidos por
' Mk K> j
B M) =
0 k<j.

Si definimos los funtores Pi: Cb(h=/1) —_— Cb(l\zll) mediante

0 k #j
PiMk =
Mk k=j,
se tendrdn sucesiones exactas de funtores
g — Pl — gl — pi — 0
para todo j > 0, y por consiguiente, el teorema de aditividad permite concluir que

K, (F) =K, (P) +K, (F*})

(cf. [12] § 3), y como s6lo un niimero finito de F son no nulos sobre cada
complejo acotado de M, se deduce la igualdad

K. (D= Z K, (P
+ D 30 « P
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Ahora bien, el funtor E Pl sustituye todas las diferenciales de un com-
j 20

plejo M’ por cero, y por con51gu1ente factoriza a través de la categoria de obje-

tos graduados acotados de M, GrP M, es decir, la categorfa formada por los obje-

tos de la forma © M con MJ de My M =0 i j>> 0; se tiene pues el diagra-
j=0 ’

ma conmutativo

M —=—— ) co(M)

\/

GrbM

donde P es el funtor de olvido (de las diferenciales) y G el de inclusion. Es evi-
dente que PG =1d b..» Mientras que el razonamiento anterior induce una equi-
Gr'M

valencia homot6pica (efl BQCb(D;/I))

GP= I pi~J.
j=0

Ast pues, Py G son equivalencias homotdpicas y por consiguiente
BQC’(M) —— BQGI°M;
pero dada la conmutatividad de BQ con Ifmites directos, se tiene
BQGI’M =V, BQM ,

lo que acaba la demostraci6n.

(3.3) Consideremos ahora Cb(M) como una categoria con cofibraciones y equiva-
lencias débiles, definiendo las cofibraciones de Cb(M) como los monomorfismos
admisibles y las equivalencias débiles, wa(M) como la categoria de cuasi-iso-
morfismos (en Cb(A)) Se tiene:

(3.4) Lema. Con las nociones anteriores, Cb(l\_/l) es una categorfa con cofibracio-
nes y equivalencias débiles que verifica los axiomas de saturacién y extension (cf.
(2.5)) y que posee un funtor cilindro para el que se verifica el axioma del cilin-
dro (cf. (2.10)).

En efecto: los axiomas (Cof 1){Cof 3) son inmediatos, pues Cb(M) es una
categoria exacta, al igual que (w1) y (w2); el axioma de saturacion (w_3) y el de
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extension (w4) se deducen del lema de los cinco en Cb(é). En cuanto al funtor
cilindro, dado un morfismo de complejos f: M° —» N’ definimos T(f) por:

T(f)n — Mn+1 ® M®* o NI

con la diferencial

—dM 0
drgy = | —ldy M
f dy
y el diagrama
M Jt T(f) )2
P
f

segun: p es el morfismo de componentes (0, f, id)

j1  tiene componentes (0, id, 0)
j2 eslainclusién de N en el tercer factor de T(f).

Es inmediato comprobar que con estas definiciones el diagrama anterior es
un diagrama conmutativo en Cb(M) y que se verifican (cil 1)-(cil 2) de (2.10).
Para comprobar el axioma del cilindro (cil 3) se ha de ver que p: T(f) — N.es
un cuasi-isomorfismo. De hecho se comprueba facilmente que j, p es homé6topo
a la identidad de T(f).

(3.5) Asi pues, a Cb(M) se le puede aplicar la construccion de Waldhausen y
obtener un espacio punteado KW(Cb(M)) la teoria K de Cb(M) (La notacién
KW(Cb(M)) es conveniente para distinguir esta construccién de la teoria K de
Quillen de Cb(M) (3.2), que denotaremos por KQ( ).
(3.6) Teorema ([5] 6.1). Existe una equivalencia débil

KW(C M) ——= KM)

y por consiguiente, se tienen isomorfismos
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KW(C°(M)) = KQM), i>0.

Demostracién. Denotemos por wa(l\zll) la categoria de cuasi-isomorfismos
de Cb(l\__d) y por iCb(l\__/I) la de isomorfismos. El teorema de fibracién (2.12) apli-
cado a la inclusién iCb(l\=/I) C wa(I\=/I) proporciona una fibracién homotopica

i8.C°6M)Y —= iSCP(M) — wS.C°(M).
Por (2.8) se tienen las equivalencias débiles
i8.CPM)" =~ BQCP(M)Y
iSC°(M) = BQC°(M) ,
y por lo tanto, bastard comprobar que la cofibra homotépica de la aplicaciéon
BQC°(M)Y —= BQC°(M)

inducida por la inclusién Cb(l\_/l)w — Cb(M) es BQM. Para ello vamos a iden-
tificar esta aplicacién en la cat;goria de homo?opl’a estable Sho (Es conocido, cf.
[5], que el teorema de aditividad de Quillen permite considerar BQM como el
término 0-ésimo de un CW-{2-espectro, y supondremos pues que estamos traba-
jando en Sho, con la ventaja de que Sho es una categoria aditiva). Por (3.2),
BQC®(M) = V,, BQM. La identificacion de BQC®(M)" la proporciona el siguien-
te resultado: - -

(3.6.1) Lema. BQC°(M)™ = V,_ BQM.
En efecto, como en la proposicion (3.2), el funtor identidad IV:
Cb(I\__/_I)W —_— Cb(l\él)w admite una cofiltracién por subfuntores exactos

vV —>10° L! > —>> 1" —>

definidos por

M i 2>k
LX)t = | BX si =k
0 i 2<k

donde BX = Im(MX —» MX*1). Obsérvese que en general BX no seré de M,
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aunque podemos afiadir a M estos objetos sin cambiar la teorfa K de la categoria,
como se deduce del teorema de resolucién de Quillen, [12] § 4.
Si definimos ahora los funtores BX: Cb(l\zll)W — Cb(lgl)W por

0 K#2Q0+1
BK(M)* =
B*  k=R8+1,

con la diferencial BX — BX Ia identidad, se tendrin sucesiones exactas de
funtores

0 — BX - ¥ — ¥l — o
y por consiguiente

wy = X j
K (I7) S0 K, (B).

Por otra parte, el funtor E B factoriza a través de Grb(M) segin
j=20 -

Cb(M)w —> Cb(M)W
Gr’(M)
con H y S definidos por

HM)= ¢ BOM)

]

SMY =M e mitl |

lo que permite concluir, como en (3.2), que H y S son equivalencias débiles, a
nivel BQ, y por lo tanto

K(C°(M)™) ——= K(Gr" (M) = V KM) .
Volvamos ahora a la demostracion de (3.6). Las equivalencias establecidas

en (3.2) y (3.6.1), permiten identificar el morfismo de inclusién en Sho segiin el
diagrama siguiente
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BQC (M)" — BQC®(M)
f n _fl !
BQGr®(M) — BQGr°(M)

j i
Vy BQM ! — V BOM

resultando pues
J(x0, X1, .. )=(Xo, X0 + X1, X1 +Xq,...).

La caracteristica de Euler de un complejo, X(M') = = (—1)M}, define un
funtor exacto

X:C°M) — M
y por consiguiente una aplicacién
X:VyBQM — BQM.

Es evidente que X o J es el morfismo nulo en Sho, pero ademds X se escinde por
el funtor de inclusion de M en Cb(M) que identifica M con los complejos cuyo
tinico grado no nulo es el 0-6 -ésimo, lo que permite definir

CvJ:BQMv(Vy BQM) — V. BQM ,

que es una equivalencia débil, pues la matriz (6 + 61 J+1) es inversible sobre Z.
En definitiva, X es la proyeccién de una suma dlrecta sobre el primer factor, lo
que acaba la demostracién.

(3.7) Corolario. Sea A una categoria abeliana y B una subcategoria de Serre de
A. Denotemos por Cb(A)B la categoria de complejos acotados en A cuya coho-
molog1a es de B, y considerémosla como categoria con cofibraciones y equiva-
lencias débiles segin la estructura inducida por Cb(A) En estas condiciones,
existe una equivalencia homotépica

KW(C®(A)g) ~ KQ(B).
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En efecto: Cb(g) es una subcategoria de Serre de Cb(é), por lo que por el
teorema de localizacién de Quillen, cf. [12] § 5, y (3.6), existe una fibracién
homotépica

4

KW(C°(B)) —= KW(C"(4)) —= KW(C(A)/CP(B)).

Por otro lado, consideremos en C° (A) la categoria va(A) de equivalencias
débiles siguiente: f: A" —» B’ es una v-equivalencia si su imagen en Cb(A) /
Cb(_B) es un cuasi-isomorfismo, es decir, si el niicleo y coniicleo de f tienen coho-
mologia en B. Si wa(A) es la categorfa de cuasi-isomorfismos, se tiene la inclu-
sion wa(A) C va(A) y como en (3.4) se comprueba que va(A) verifica las

hip6tesis del teorema de fibracion (2.12), por lo que dicho teorema proporcio-
na una fibracién en homotopia

KW(WC®(A)") — KW(C"(a)) — KW(C’(A)).
Obsérvese que, por la propia definicion,
vC°(4) =w(C°(8) / C°(B)),

por lo que, comparando con la fibracién en homotopia anterior, se deduce una
equivalencia homotépica

KQ(B) = KW(C®(B)) =~ KW(WC®(A)") .

Finalmente, basta observar que por la definicion de las v-equivalencias se
tiene

Co(A)' =Co(A)y -
(3.8) Vamos a dar ahora una aplicacién del teorema de aproximacion (2.14).
Para ello notemos C+’b(é) la categoria de complejos de A acotados inferior-
mente y a cohomologia acotada. (i.e. el primer indice, +, denota una condicién

sobre los complejos, y el segundo, b, sobre su cohomologra).

(3.9) Proposicion. Para toda categoria exacta M, el funtor de inclusion
Cb(M) — CJr b(M) induce una equivalencia homotépica

KW(C®(M)) ~ KW(C*°(M))

y por consiguiente, isomorfismos, cf. (3.6),
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KQ; (M) =KW, (C*-°(M)) i>0.
Con las notaciones de (3.7) y (3.8), existe una equivalencia homotépica
KQ(B) =~ KW(C"*(M)p) .

Demostracion. Es evidente que basta demostrar la primera asercién y para
ello vamos a aplicar el teorema de aproximacion. Las hipotesis referentes a las
categorias Cb(M) y C+’b(M)' de (2.14) se cumplen por (3.4). Hemos de compro-
bar pues que el funtor de inclusién verifica la propiedad de aproximacion (2.13).
La propiedad (Ap. 1) es evidente, estudiemos (Ap. 2):

Sea pues M" un complejo acotado y N” de C+’b(M), y consideremos un mor-
fismo f: M° — N". Si HP(N") = 0 para p > n y HY(N") # 0, consideremos la
truncacién de N° definida por

0 p>n
(r N) =1 ker d; p=n
NP p<n

(La posible no existencia de ker d en M se resuelve como en (3.6.1)). El morfis-
mo f: M" — N’ factorizard en la forma

M

\
N’
’ S
fl
T N

siendo 7, N acotado y cuasi-isomorfo a N'. Asf, se verificard (Ap. 2) si substi-
tuimos 7, N" por T(g), cf. (3.4).

(3.10) Proposicién. Sea A una categoria abeliana con suficientes inyectivos y
denotemos por 1 la categorfa exacta formada por estos objetos. La inclusién
1-— A induce una equivalente homotépica

R

KW(CHP(Dp) = KW(C""(A),) = KQ(B) ,

donde B es una subcategorfa de Serre, arbitraria, de A.
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La demostracién vuelve a ser una aplicacion sencilla del teorema de aproxi-
macion (2.14), trabajando esta vez con la categoria dual A%, por lo que la
dejamos para el lector.

(3.11) Observaciones: 1) Hinich-Schechtman, [6], han dado otra construcciéon
equivalente dela teoria K de la categoria de complejos modulo cuai-isomorfismos.
Concretamente, dada una categoria exacta M, definen una pseudo-categoria sim-
plicial, loc. cit., U, (M) que en grado n est formada por las sucesiones de n-com-
plejos de M -

f

S5 M; — ... M,

y donde los morfismos cara estdn definidos por

dM; — ... — M )=M; —> ... —> M — ... — M — i>1]
do(My — ... =M )=M;;, — ... — Mg,

donde M, ; es el cono del morfismo

fli=f12 [~} f23 o ... 0 fl-i,i:Ml —_— Ml
Estos morfismos cara verifican todas las compatibilidades de una categoria
simplicial salvo la identidad dody = dod; que se reemplaza aqui por un
morfismo

dodo —_— dOdl

inducido por el axioma del octaedro. Aunque U.(M) no es una categorfa simpli-
cial, Hinich-Schechtman definen la realizacion geor;étrica de U.(M) (y mads gene-
ralmente, de las pseudo-categorias simpliciales) y establecen el_siguiente resul-
tado, andlogo a (3.6),

Proposicion ([6] (3.4)). Existe una equivalencia homotopica
KQM) = 1U.M)! .
2) Como hemos comentado en la introduccion, la teorfa K de Quillen no se
adapta a las categorias derivadas, y en cierto modo este apartado construye una

teoria K de tales categorias. Si D es una categoria triangulada, Freyd [2] le aso-
cia una categorfa abeliana y un funtor de inclusién
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que sumerge D como la categoria de inyectivos-proyectivos de AD y que verifica
una propiedad universal respecto a funtores de D a valores en categorias abelia-
nas. Esta construccién y su universalidad sugieren definir la teoria K de D segln

K; (D): = KQ;(AD).
Si D es la categoria derivada de una categorfa abeliana B, la composicién
C°(B) —~ D°(B) — AD'(B)
define un funtor
C°(B) — AD"(B)

y es natural preguntarse si este funtor es una equivalencia a nivel de teoria K, lo
que permitird dar otra version de los resultados de este apartado. Este es un pro-
blema abierto; obsérvese que el teorema de aproximacién (2.15) no se aplica en
esta situacion.

§ 4. TEORIA K DE LOS TOPOS ANILLADOS

(4.1) En este apartado notaremos por (X,A) un topos anillado, donde el anillo A
no es necesariamente conmutativo, y usaremos las notaciones siguientes (cf. SGA
6, exp. [, ):

Pcoh ( AX): categorra de complejos pseudo-coherentes y con cohomologia
acotada de A-médulos por la izquierda. (Recuérdese que un complejo de A-mo-
dulos es pseudo-coherente si localmente es cuasi-isomorfo a un complejo cuyas
componentes son localmente libres y de tipo finito).

Perf ( AX): categorfa de complejos perfectos de A-médulos (es decir, com-
plejos localmente cuasi-isomorfos a un complejo acotado de componentes libres
y de tipo finito).

P(,X): categorfa de A-modulos localmente factores directos de médulos
libres de tipo finito.

Coh ( , X): categoria de A-modulos coherentes.

(4.2) Las categorras Pcok( AX) y Perf( AX) tienen estructura de categorias con
cofibraciones y equivalencias débiles definidas de forma andloga a(3.3), por ser
categorias de complejos, mientras que las categorias Coh( AX)y B( AX) son cate-
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gorias exactas. (En P( AX) los monomorfismos admisibles son, como es habitual,
los monomorfismos escindidos, que se utilizan también para la definicion de las
cofibraciones de Perf{ , X)).

(4.3) Definiciéon. Con las notaciones anteriores definimos

KW(,X) = KW(Perf(, X))

GW(,X) = KW(Pcoh (, X))
KQ(,X) = KQ((,X)
GQ(,X) = KQ(Coh (X))

y denotaremos por KW;(, X), GW;(,X), etc. los grupos de homotopfa corres-
pondientes.

(4.4) Observaciones: 1) En adelante suprimiremos el anillo A de las notaciones
anteriores, si no hay peligro de confusion.

2) Los grupos KW _(X) y GW(X) son los grupos de teorfa K superior ana-
logos a K°(X) y Ko(X) de SGA 6, mientras que KQ,(X) y GQ.(X) corresponden
a los grupos K"(X)naif ¥ Ko(X),, ,r definidos por Grothendieck.

En los topos que provienen de situaciones geométricas (de la geometria alge-
braica o analitica), los grupos GW .(X) y GQ.(X) coinciden, pues se tiene:

(4.5) Proposicion. Si A es coherente, existe una equivalencia homotépica
GW(X) = GQ(X) ,
y por consiguiente,
GWi(X) = GQi(X), i = 0.

Demostracion. Al ser A cohetente, estd definido el funtor de inclusi6n
Con(X) — Pcoh(X), que induce un morfismo

GQX) — GW(X).
La coherencia de A permite identificar a la categorfa Pcoh(X) con la catego-

ria de complejos de A-médulos acotados superiormente y con cohomologfa aco-
tada coherente (cf. SGA 6, 1, (3.5)) y por lo tanto, con las notaciones de § 3,
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GW(X) = KW(C_'b(X)COh(X)).
AsT pues, aplicando (3.9) se acaba la demostracién.

(4.6) Ejemplos. La situacion de la proposicién anterior se da en los siguientes
ejemplos:

(4.6.1) (X,A) es el topos asociado a la topologfa de Zariski de un esquema neo-
thereiano y separado X con A = Oy.

(4.6.2) (X,A) es el topos asociado a un espacio analitico complejo X con la topo-
logia usual (teorema de coherencia de Oka).

(4.6.3) Sea S un esquema noetheriano separado y G un S-esquema en grupos. Si
X es un S-esquema noetheriano y de tipo finito sobre el que acttia G, podemos
considerar el topos clasificante B (X) de los haces de O, -médulos dotados de
una G-accién; como G actiia sobre X, el topos est4 anillado por QX'

(4.6.4) Sea k un cuerpo de caracterfstica cero y X un k-esquema de tipo finito,
separado y liso. Tomamos A = Dy el anillo de operadores diferenciales sobre X,
y consideramos el topos formado por los A-médulos por la izquierda (cf. [7]).
Obsérvese que el teorema fundamental de los anillos filtrados ([12] § 6) induce
una equivalencia homot6pica

KQp X — K, X

Este ejemplo admite también una variante analftica, aunque en este caso se
deben considerar unicamente los Dx-médulos dotados de una buena filtracion,

(71

KQ(X) y KW(X) son homotépicamente equivalentes unicamente bajo hipd-
tesis de existencia de resoluciones globales:

(4.7) Proposicion. Si (X,A) es un topos anillado tal que el funtor natural de
inclusion

CO@RX) —= PerfiX)

verifica la propiedad de aproximacion (2.14), entonces existe una equivalencia
homotdpica natural
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KQ(X) —— KW(X) ,
y por consiguiente
KQ;X) = KWy(X), i = 0.
Demostracién. Consideremos la composicién de funtores

P(X) — C°@(X)) — PerfiX) .

El primero induce una equivalencia homotdpica en teoria K por (3.9),
mientras que el segundo induce también una equivalencia homotdpica segin el
teorema de aproximacion (2.15), de donde se sigue el resultado.

(4.8) Observaciones: 1) Los complejos de Cb(g(X)) suelen llamarse complejos
estrictamente perfectos.
2) Observemos que la inclusion

CO(R(X)) — PerfiX)
verifica trivialmente (Ap. 1) de (2.14), y que pedir que verifique (A.2) es exigii
que todo complejo perfecto E' de X sea cuasi-isomorfo (globalmente) a un com

plejo estrictamente perfecto, es decir, reencontramos la propiedad de existencic
de resoluciones globales de SGA 6, exp. II.

(4.9) Ejemplos. De la observacion anterior y los resultados de SGA 6, se deduce
que (4.7) es de aplicacion en los ejemplos siguientes:

(4.9.1) (X,A) es el topos anillado correspondiente a la topologfa de Zariski de ur
esquema noetheriano divisorial (cf. [1] y SGA 6, exp. I1, (2.2.9)). En particular
si X es un esquema cuasi-proyectivo sobre un cuerpo base k, o un esquem:

noetheriano regular sobre k.

(4.9.2) (X,A) es el topos anillado asociado a un espacio analitico de Stein (cf
SGA 6, exp. I1 (2.4.5)).

El funtor de inclusion PerfAiX) — Pcoh(X) induce una aplicacion
KWX) — GWX) ,

y como en el caso de los grupos K, se tiene (cf. SGA, 6,1, 5.8.1):
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(4.10) Proposicion. Si (X,A) es un topos anillado cuyos objeto final es cuasi-
compacto y tal que para todo punto x de X, todos los A, -moédulos son de tor-di-
mension finita, entonces el funtor de inclusién PerfiX) — Pcoh(X) induce una
equivalencia

KW(X) — GW(X) .

(En particular, la equivalencia anterior es valida si (X,QX) es un esquema noethe-
riano regular).

Cuando se verifica el axioma de finitud (cf. SGA, 6), la teoria G de Wald-
hausen de X es covariante. Asf por ejemplo, se tiene:

(4.11) Proposicion. Sea f: X —= Y un morfismo propio entre esquemas noethe-
rianos y separados, f induce una aplicacién (en la categorfa de homotopia)

fo: GW(X) —= GW(Y).
Demostracion. Segin SGA 6, (ver demostracion (4.5)), GW(X) =

= KW(C_’b(X)Coh(X)) y como C_'b(X) tiene suficientes inyectivos, de (3.10)
se deduce la equivalencia

GW(X) > KW(C™PUny(X) gy x)) -
Pero f, restringido a C(/ny(X)) es exacto, y por tanto induce una aplicacién
GW(X) = KW(C P Uny(X) o x)) — KW(C™P(Y))
y al ser f propio, el teorema de finitud, cf. EGA IIl, asegura que la imagen est4
en KW(C™*(Y) ) = GW(Y).

Teniendo en cuenta (4.5) y (4.6), y los teoremas de finitud correspondien-
tes, esta proposicion admite los corolarios y variaciones siguientes:

(4.12) Corolario. La teoria K de Quillen de la categoria de haces coherentes
sobre esquemas noetherianos separados es covariante para morfismos propios.

(4.13) Corolario. En la situacion de (4.6.3), la teoria K equivariante es covarian-
te para G-morfismos propios.

(4.14) Corolario. Con las notaciones de (4.6.4), la teoria K de haces coherentes
de Dy -modulos es covariante para morfismos propios (cf. [7], (5.6.3) y (5.7.1)
para el teorema de finitud correspondiente).
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(4.15) Observaciones. 1) Con la definicién de teoria K de categorias exactas de
Quillen el corolario (4.12) no es inmediato. De hecho, Quillen solo pudo probar
la covariancia de (4.8) para morfismos proyectivos, cf. {12] § 7. Las demostra-
ciones de que se disponia de (4.8), (cf. [4], [10] y [11]), tenian algunos incon-
venientes importantes, por ejemplo, no se adaptaban al caso equivariante (4.13).
La demostracion que hemos presentado generaliza el esquema indicado por
Thomason en [14] para estudiar dicho caso.
2) Los funtores

PX) x BX) — B(X)
:P(X) x Coh(X) — Coh(X)

son biexactos e inducen una estructura de anillo en KQ,(X) y de KQu(X)-mo-
dulo en GQ.(X), cf. [16]. Andlogamente, el producto tensorial sobre A induce
una estructura de anillo en KW (X) y de KW (X)-mo6dulo en GW,(X), al menos
en presencia de resoluciones globales. En la formulacion de categorias derivadas,
este hecho se debe a que ®, se deriva en funtores triangulados

®A: D(x)perf X D(X)perf _ D(X)perf

8,: D(X) xD(X).,n, — DX)

perf coh

(cf. SGA 6, exp. I, (4.19) y (5.8.4)). Desde la 6ptica adoptada en este articulo,
la existencia del producto

KW.(X) ® KW (X) —= KW.(X)

se razona en la forma siguiente: como suponemos que X admite resoluciones
globales, bastard considerar los funtores (cf. (4.7))

®, : C°(R(X)) ® C°(R(X)) —= CP°(B(X))
®,: CP’(P(X)) ® Peoh(X) —= Pcoh(X)

que son exactos.

Con estos preliminares, se puede completar la proposicién (4.11) afiadiendo
que f, es un morfismo de KW ,(Y)-modulos. Este hecho no es mas que el reflejo
de la férmula de proyeccion

Rf, (*E ® F) = E ® IRf,F

en nuestra situacion.
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§ 5. TEORIA K BIVARIANTE
(5.1) En este apartado fijaremos un anillo base noetheriano k. Todos los esque-
mas serdn k-esquemas cuasi-proyectivos (y por tanto divisoriales, cf. (4.8)).
Recordemos la siguiente definicion (cf. SGA 6, exp. I11, 4.1 y III, 4.4):
(5.2) Definicion. Dado un morfismo f: X — Y, un complejo A" de Oy-médu-
los se dice que es f-perfecto si para alguna (y de hecho para cualquier) factoriza-

cién de f por una inmersién cerrada i y un morfismo liso p

! .p

>

o

el complejo i, A’ es perfecto.

(5.3) Dado que el esquema IP de (5.2) es divisorial, la definicion anterior significa
que i A’ es cuasi-isomorfo a un complejo estrictamente perfecto, cf. (4.7), es
decir a un complejo acotado de haces localmente libres de IP.

(5.4) Si denotamos por Perf(f) la citegorra de haces f-perfectos, la podemos con-
siderar como una categorfa con cofibraciones y equivalencias débiles definiendo
las primeras como los monomorfismos escindidos y w Perf(f) como los cuasi-iso-
morfismos, y por consiguiente podemos definir:

(5.5) Definicion. El espacio de teorfa K bivariante de un morfismo f: X —= Yes
KW(f) = KW(PerflY)) .

(5.6) Ejemplos. 1. si f es un morfismo liso, KW(f) = KW(X) pues podemos consi-
derar la factorizacion f = idy o f,y por consiguiente

KW() = KQ(X)

segn (4.9.1) y (5.3). En particular, KW(idy ) =KQ(X). M4s generalmente, si g es
un morfismo liso KW(g o f) = KW(f).

2. Si f es el morfismo estructural, X — Spec k, un complejo f-perfecto
sobre Xessimplemente un complejo p22udocoherente sobre X, puessii: X —> P
es una immersion cerrada en un k-esquema liso el funtor i, permite identificar,
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por ser i propio, los complejos pseudocoherentes de X con los complejos pseudo-
coherentes de IP con soporte en X, y al ser IP un esquema k-liso, éstos son cuasi-
isomorfos a los complejos perfectos con soporte en X (comparar con (4.10)).
Asi pues

KW(f) = KW(Pcoh(X))
y por aplicacién de (4.5) resulta, finalmente
KW(f) = GQ(X) .

De esta forma, los grupos KQ;(X) y GQ;(X) de Quillen aparecen como la
cohomologra y homologfa asociadas a la teorfa bivariante KW(f), (cf. [3](2.3)).

3. Si f: X — Y es una inmersion cerrada, los complejos f perfectos son
‘ aquellos complejos de X, F', tales que fF es perfecto, y por consiguiente se
identifican a los complejos perfectos de Y cuyo soporte estd en X. De esta forma
KW(f) se identifica con el espacio K(Y on X) introducido y estudiado por Tho-
mason en [15], para obtener propiedades de escision en la teoria K de haces
localmente libres.

De la definicion de KW(f) y estas observaciones, se deduce el siguiente
resultado:

(5.7) Proposicién. Sea f = p o i una factorizacién de un morfismo f: X — Y
con p un morfismo liso. La categoria de complejos f-perfectos es equivalente a la
categoria de complejos i-perfectos y por consiguiente existe una equivalencia
homotépica

KW(f) = KW().

En particular, si i es una inmersion cerrada como en (5.2), Perf(f) es equiva-
lente a la categoria de complejos perfectos de IP cuyo soporte estd en X, y por
consiguiente

KW() = K(P on X) .

(5.8) Observacién. Segin (5.7) obsérvese que el espacio K(IP on X) no depende
de la factorizacion escogia, y por consiguiente, si

X— P
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es otra factorizacién de f como (5.2), resulta la propiedad de escisiéon
K(P on X) =~ K(P' onX) .

Es importante sefialar que la equivalencia anterior no es cierta si P y P’ son
k-esquemas arbitrarios que admitan X como subesquema cerrado, pues los gru-
pos KQ;(X) no verifican la propiedad de escrision. En nuestro caso, esta equiva-
lencia puede interpretarse como el resultado andlogo al teorema de pureza para
esquemas regulares de Quillen, cf. [5](2.14).

(5.9) Teorema. m,(KW(f)) define una teorfa bivariante en la categoria de k-es-
quemas cuasi-proyectivos.

Demostracion. Escribamos simplemente K (f) = 7, (KW(f)). Hemos de pre-
cisar el resultado que pretendemos demostrar definiendo los productos, las im4-
genes directas e inversas, y comprobar los axiomas correspondientes (cf. [3],
§ 2). Usaremos libremente las notaciones de loc. cit.

Productos: Dada la composicion

N

hemos de definir el producto

Ki(f) x Ki(g) —= Kulgof) .

Consideremos, en primer lugar, el caso en el que g es una inmersion cerrada.
Segin (5.8) y (5.3), la categorfa de complejos g perfectos es equivalente a la
categorfa de los complejos estrictamente perfectos sobre Z con soporte en Y,
que notaremos C‘;'{(E(Z)). El producto tensorial define un funtor biexacto

Perf(f) x C°(B(Z)) — C°(Qy-mod)
(A,B) —— A" ® (gH)*B

de forma que si el soporte de B es Y, la imagen estd en Perflg o f), segin SGA 6,
exp. III, 4.5. Asf pues, el funtor biexacto

® : Perflf) x C%(_B_(Z)) —>  Perf(go 1)
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induce una aplicacién en la categorfa de homotopia
KW(f) A KW(g) —= KW(gof) ,

que al tomar homotopia induce el producto buscado.
Pasemos ahora al caso general. Tras factorizar g en la forma

Y L —> P
/ \ / |
X — 7

siendo i una inmersion cerrada y p un morfismo liso, y teniendo en cuenta (5.8),
podemos suponer que g es una inmersion cerrada, y aplicar el razonamiento ante-
rior. Para que esto tenga sentido hemos de comprobar que el producto asi defi-
nido no depende de la factorizacion p o i de g escogida.

Sea p' o i’ otra factorizaci6n de g por una inmersién cerrada y un morfismo
liso. Tras sustituir P’ por P’ x, P, y teniendo en cuenta que los morfismos lisos
son estables por cambio de base, podemos suponer que existe un morfismo liso
m: P’ — P que hace conmutativo el diagrama

Por lo tanto, el diagrama siguiente es conmutativo
K(f) x K@) > K(iof) = K(gof)

kO <K@ par o ||
K(f) x K(i). — K@i’ o f) = K(go f)
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donde las equivalencias K(i o f) y K(i' o f) con K(g o f) resultan de ser p y p/,
respectivamente, lisos cf. (5.7), lo que demuestra que el producto esté bien defi-
nido.

Imdgnes directas: Dado un diagrama conmutativo

Cox—1t oy
z
con f un morfismo propio, vamos a definir

fo:Ku(gof) —= Ky .

(Es decir, en la terminologia de [3], los morfismos propios son las ‘confined
maps’ de la teorfa K bivariante).

Como la categoria de Qx-mc’)dulos tiene suficientes inyectivos, bastard de-
finir un funtor exacto

Perf(D —-> Perf(g)

donde I denota la categorra de inyectivos, y aplicar (3.10). Ahora bien, si I es un
complgjo inyectivo gf perfecto, f,I" es g-perfecto, SGA 6, exp. III, 4.8, con lo
que se define el morfismo f, buscado.
Imagenes inversas: En la teminologia de [3], los cuadrados independientes
serdn los cuadrados cartesianos Tor-independientes, i.e. cuadrados cartesianos del
N T

tipo
X
/| L
Y Y

con ToriY(Qx, Oy.) = 0 para i > 0. Para estos cuadrados hemos de definir la
imagen inversa

'
—

8

g*: K () — K*(f’) >

lo que se puede realizar de forma andloga a los productos:
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En efecto, factorizando f en la forma como en (5.2)

X' g - X
of
1 1
f' P — [P
P P
Y ¥ /
Y' - Y
g

y definiendo P = Y' x [P, resulta la factorizacion de f' en una inmersién cerra-
da, i', y un morfismo liso, p', y por (5.6.1) serd suficiente definir g* en el caso en
que fy f' son inmersiones cerradas (Obsérvese que el cuadrado

X X
i l li
P P

es cartesiano y tor-independiente).
Pero en este caso, utilizando una vez mds (5.8), es suficiente definir un fun-
tor exacto

'

' 8

!

u

CoL@Y)) —= CRRM),

que se define mediante g* (comparar con SGA 6, exp. III, 4.7.2).

Las compatibilidades que han de verificar los productos, imdgenes directas e
inversas, cf. [3], § 2.2, se hallan todas ellas desarrolladas en SGA 6, exp. III, en
el lenguaje de las categorias derivadas, y su trasposicién a este contexto es inme-
diata. Asf por ejemplo, para la férmula de proyeccion hemos de comprobar que
dado un diagrama conmutativo

r

e
f‘ll
Y

1]

1
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donde el cuadrado es independiente y g es propio, se verifica

g(g*a . B) = ag.(f)

para cualquiera a € K (f) y 8 € K, (hg), lo que es consecuencia de las definiciones
adoptadas y la férmula de proyeccién usual (compararlo con (4.15.2).
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