COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS DIFERENCIALES
DE UNA FUNCION

por

P. GUIJARRO CARRANZA

SUMMARY :

In this article we do an analysis of asymptotic behavior of differentials of a
holomorphic function and of bounded type, defined in an open and convex
subset of a Banach space, and that has asymptotic expansion in the origine
through a family of sets. The space of this functions is endowed of a topology of
Frechet space.

En lo que sigue E y F representardn dos espacios de Banach complejos y U
un subconjunto abierto y convexo de E con el origen en su frontera. Si L es un
subconjunto no vacio de U, denotaremos por L al estrellado de L respecto del
origen, ésto es

L={x/ Ae(0,1], zeL },

por las propiedades de U, L C Uy OeL.

Para cada m =0,1,2. . ., representaremos por P(™E,F) el espacio de los poli-
nomios m-homogéneos y continuos de E en F, y llamaremos topologfa natural
de este espacio a la dada por la norma [1]. Y consideraremos como espacio ba-
sico en todo este trabajo el espacio ?/b (U,F) de todas las funciones holomorfas
de U en F que son de tipo acotado en U. En %, (U,F) la topologia natural serd
la de la convergencia uniforme sobre los conjuntos U-acotados Th-

DEFINICIONES 0: I) Diremos que una funcién fe #}, (U,F) posee desarrollo
asintotico en el origen a través de los conjuntos U-acotados, si existe una serie

entera _EO Aj(z) de EenFenz=0,con AjeP(jE,F)j =0,1,2.. ., tal que
i
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n o
f(z) — % A(2)
lim — =0 -~ =0 1)
z-+0 n
25 izl
para todo conjunto U-acotado Ly todo neZ, n = 0.
IT) Representaremos por ‘W la familia de subconjuntos de U

U, = {1/ L es abierto, convexo y U-acotado }

y denotaremos por %’%b(U,F) el espacio vectorial de todos los elementos de
#,(UF) que admiten desarrollo asint6tico en el origen a través de los conjun-
tos U-acotados. Y escribiremos

=~ % A®)
i=0

o0
si X Aj(z) es la Ginica serie entera de E en F en z =0 que verifica (1).
j=0
III) Diremos que una sucesion {Hp} ?=1 de elementos deW.es una U -suce-
sién si o
1°) H‘P C HP+1,p=1,2. ..,prle Hp=U.
22) Para cadap=1,2.. ., existe un nimero real ﬁpe(O,l) tal que

~1§(z,ﬁp lzl) C Hy 4, sizeH,.

32) Si He'lw, entonces existe un peN tal que HC H_p

42) Si Hp = Lp con Lp abierto, convexo y U-acotado, p=1,2. .., entonces
para cada conjunto U-acotado X, existe un peN tal que X C Ly-

De la definicién de desarrollo asintético y del concepto de Ws-sucesion, es

inmediato que si fe &, (U,F) entonces f(z) = 'EO Aj(z), si y sOlamente si, se
j=

verifica (1) para cada elemento de unaUs-sucesion cualquiera y cada neZ, n = 0.

ESTUDIO DE LAS DIFERENCIALES DE LOS ELEMENTOS DE W%b(U,F)
o0
PROPOSICION 1: Si fe #,,(UF)yf(z)>~ = . Aj(z), entonces
i=
dfe ?f%b(U, L, (EF))

oo
df(z) ~ Z dAJ+1(Z).
i=0
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Demostracién: Por ser f un elemento de #,(U,F)

dfe #,(U, L, (E,F))

[1]. Para probar que df(z) =~ 2 dAj+1(z) demostraremos
j=0

n -~
dfta) — = dA;,(a)
i=0

lim =0, p=12...,
a0 laI® n=0,12...,
a(:‘Hp

donde {Hp} ::= 1 es una ‘W-sucesién cualquiera que a partir de ahora fijamos.
Sea entonces Bp un namero real de (0,1) verificando :

§v(z, By izl C Hp.q,sizeH.

Como f(z) =~ T 0 Aj(z), dado € > 0, existe un ntimero real §' > 0 tal que
j=

n+l
I (z) - A

- <e sty nB(3"), (1)
Z

!

Pongamos 6 = y sea aeH, N }%(0,6). Para cada nimero complejo A

1+,

con IAl< By lall y para cada xeE con | xI1< 1 se verifica

la+2ax —all=1Al - le||<{3p llal,

’ la+xxl<<lall+ 0 - Ixl<lalQ +6,)<8(1 +ﬁp)=6'
por tanto

2+ XxeB(a,B, lal) N B(o,6") C Hy,; NB0.5)
y aplicando (1)

n+l :
lfa+xx)— X Ajpp (@ +2x) ll
i=0

<e.
lla+ axin*l

Por otra parte, teniendo en cuenta la férmula integral de Cauchy'([l])
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df $ dA = (f(aﬂx) i
@ 2 ah @x= — |5 - -
I?\I=ﬁp Fal

3 . dAj, (a)x
) dA

1 1 n
o f = (f(a+7\X)—j§O dA; 1 (a) () dA

I?\l=Bp lal

y como por el desarrollo de Taylor de Aj+leP(j+1E,F) enz=a

R . i jEl 1l
a1 (&) Q0 = Ajyy (Hhx) - Agyy @ — 2 @ hajd ek,

entonces

n R n ~ n n
2 dA, @)= T A @@+t 2 Agg (@)-
j=0 j=0 j=0

PR PR A2 TS N i+1-k K
—2A jEO(kZDZ(k)?\ Aj+1a X)),

y por tanto

- 1
dfax — 2 dA., (ax=— [g0an
j=0 2mi
IN=B, lal

donde g es la aplicacion de C en F definida por
1 n+l
g =— (fa+Mx)—- T Ajl@a+\x)),
A2 i=0

(los restantes términos son nulos). Y puesto que

n+l
H@+M) - Z A+l
j=0 <

Ia+axiPtt

hg (W)=
e AR a4+ AxIn*t

1
< € la+axIn*l
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si l?\|=Bp [l all se tiene

1
gl < e lal™*t (1 + gy,

2
> I al

de donde resulta

2me
I f g an < hal™ (1 +g,)"*!
ﬁP
INI=g, lal

y en consecuencia si aer N 103(0,5)

Il df(a)x — T dA 41 @xI
i=o !

n+1l
< (1+8,)
lal® By
para todo xeE con | xI < 1, deduciéndose
ldfta)— = dA. (2l
a)— .. q(a
j =0 _|+1 (1 +Bp)n+1
lal =€
a Bp

y por tanto
n
) A.
df(a) 20 dAJ+1(a)
lim =0
a»0 a ™
aer

COROLARIO 2: Si fe,,  (U,F) y f(z) zj EO A;(2), entonces
d™fe#,, ., (U, L (ME,F))
m = m 3
d™f(z) —j EO d Aj+m(z),

para todo meZ, m = 0.

PROPOSICION 3: Sea fe#, , (U,F) con f(z) ~ Z Aj(z). Entonces para todo
neZ n =0y para todo HeW j=0
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lim d"f(a)=n!A |
a0
a€H

para la topologia natural de P("E,F).
Demostracion: Nos basta probar que si {Hp} ;o: y esuna ‘U-sucesion,

lim df(a)=n!A,, n=0,1...,p=12....
a0
aer

Para n =0 es inmediato ya que

lim f(a)— A, =0, p=1,2...
a-+0
aer

Sea n = 1 fijemos el conjunto Hp. Existe un niimero real Bp >0 tal que

B(z,6, lzl)c H zeH

p+l’ I
Por una parte como fe #,1(U,F)
o
- 2 AG :
240 hzi™
2€H .

por tanto fijado € > 0, existe un niimero real 8’ >0 tal que

i) - B A@
i<o

-~ <e, zeH ., N B(0,6")
z

Seand = 1+—5p y aeH, N B(0,3). Si A es un niimero complejo con [N <8, lhal

y x€E con I xlI< 1, entonces
a+xeB(ag, lal) N BOSYCH ,, NBO)

y por tanto
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||f(a+>\x)_£0 A (@ + 2l
2

<e (1).
lla+axI?

Por otra parte, aplicando la férmula integral de Cauchy
~ @ A= — [ = (fa+ M) — A"A_(x)) dr =
— MW (00— A= f T (M) - A, () d =

l7\|=Bp lall

1 "
AI=g, llal

y como por la férmula de Taylor de AneP(“E,F) enz =aen el punto a + Ax

A OW=A @+)— 5 ™A a" KOk =
n n k=0 k n

n R n-1 -1
= T A @+M- T A @+ T P ()
k=0 k=0 k=0

donde P, (A) = ?\k(rli)Ana“'kxk =\b, con by€F, teniendo en cuenta que P, (\) y
Ay (a + Ax) son polinomios de C en F de grado k <n — 1 resulta

ﬁ df(a) (x) — A, (x) = i j ﬁ (fla + xx) — . =§0 A +219) dn.
IAi=8, lal
Finalmente, si | Al= [ I all en virtud de (1) se obtiene
1 n
"W (fla + Ax) — kEO Ag(a+a)l=
I+ — =§0 A+l

= n<
— - la+ Axl
@, Nal)™* la+2axl

1 n
< W €(1+ﬁp)n tal®,
p
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y por tanto

1. A 1 e(1+8)" 1+86,
I— d"f(a) (x) —A (®) I<— ————— 2 By, Iall=e(
n! 2m B’r"” lal P

)n
para todo aeH, N 103(0,6) y para todo x€E con [ x1< 1, de donde resulta

1 . .
lim — d"f(a)=A, .
a+0" n!

a(:‘Hp

El reciproco nos lo da la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4: Si f es una funciéon holomorfa de U en F de tipo acotado en U
y tal que para cada neZ, n 2 0 y cada He“W, existe el limite

lim d"f(a)
a-+0
a€H

cuando se considera en P("E,F) su topologl’a natural, entonces
fe ., (UF).

Demostracion: Como el espacio P("E,F) es de Banach, y para cada Hy, HyeU,
también H; U Hye W, existe un polinomio A, eP("E,F) tal que

1 R R
— lim d"f(a)=A,
nl a0

a€H

para todo He‘W, y todo neZ, n 2 0. Veamos que

f(z) ~
j

1™M8

. Aj(2).

En efecto, por las hip6tesis de la proposicién si neZ, n 2 0 y He UL existen dos
numeros reales § >0 y M >0 tales que

1dn*1g@)I<M,, aeH N B(0,5).

Tomemos zeH N Io3(a,6) y a en el segmento (0,z); como el segmento {a,z] estd
contenido en H N B(0,8), por la férmula de Taylor
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16— 3 | ) z—a) <M Iz —al™ 1
Z) — ajylZz—a) ix —_—,

j=0 j T T+ W
y como paraj=0,1.2. ..,

I —1'— df(a) (z - 2) - A, @<
j!

< ||_i' dif(a) (z —a) — A; (z — 2) 1 +I Ajz-2)-A@I<
].

1 .. R : . R
< Il_—' df(a) — Aj Iz —al! +||Aj (z-2)- A () )
j!

de (1) y (2) se obtiene

I f(z) — ; E o Aj(z) <

<lfz)- 3 L i) @ a) I+ 2 I ) (2 — 1) — A<
ji=0 j! j=0 ! !

lz—afn+? n . R .
— + 2 = d'f(a) - A I-lz—al +
(m+1! =0 j

n ~ ~

y tomando limites cuando a tiende hacia O y ae(0,z)

noo. ) zn+t
Ifz)— £ A@I<M, ,
i=o0 (m+1)!
y por tanto
n -
fiz)— 2 A2
i=0
lim =0 .
z+0 zI?
z€H

OBSERVACION 5: De las proposiciones 3 y 4 podemos deducir que el espacio
., ,(UF) de todas las funciones holomorfas y de tipo acotado en U que admi-
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ten desarrollo asint6tico en el origen a través de los conjuntos U-acotados coin-
cide con el espacio de todas las funciones fe 57, (U,F) para las cuales existen los
l{mites

lim &mf(a) m=0,1...,
a0

aeH HeW,

cuando en P(ME F) se considera su topologia natural.

SISTEMAS DE COTAS EN ¥, ,(U,F)
=]
DEFINICION 6: Sea f un elemento de #,,(UF) tal que f(z) ~ 20 A@).
j=
Llamaremos transformada de orden n de la funcién f,n=10,1,2. .., a la funcién

07y = £(z), f[n](z)=f(z)—'ni10 A@, n=1,2...,
=

oo .
y diremos que una sucesién {m_} _ 0 de niimeros reales positivos es un sistema
de cotas de la funcién f en un subconjunto V de U si

1£r 1) <

m,, zeV, n=0,12...
IzI?

PROPOSICION 7: Sean fe #,,;, (UF) con f(z) ~ = Aj(z) y {Hp} ;O:I una
i=0

AL -sucesion. Si en cada Hp la funcién admite el sistema de cotas | mgp) } ;O=0y
si 6pe(0,1) es un nimero real que verifica

B(z,ﬁp lzl) C Herl ,  zeH,
entonces df admite en Hp el sistema de cotas | mf]p’l) } ;o: o» donde

1+
1) (p+1) p yn+l
mgp )_mn+1 (—L2Hyn+l,

P

Demostracion: Por la proposicion 1 sabemos que dfe ?ﬂub(U, L(EF)),y

iy > dhy, @)
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Fijemos el conjunto Hy, y sea xeE con I x| <1, entonces para cada AeC con
l>\|<Bp l zIl se tiene

z+ )\xe-E(Z,Bp lzIhc H,,CU,

y aplicando la férmula integral de Cauchy resulta

n-1 R 1 1 n-1
df(z) (x) _j EO dAj (z) (x)= -271 f? (fz + xx) _j EO A (z + A&x)) dA.

Inl=8, Izl

pero si | Al =8, Iz}, entonces

n-1
Ifz+x)— Z A (z+mx)l=
D ( ) % i ( )
n-1
llf(z+?\x)—.ZOAj(z+?\x)l|
=

= . lz+ &P <
A2 lz+ axim

(p+1) n 1
= ﬁz "2"2 m, Izl (1 +Bp) ,
p

y por tanto

Ndfz) () — dA; (2) (0l <
i=0

< — m®P D z1m (1 + B,)" 218, Nzl =
6 llzI?

L)

1
=—m® D izt (146", n=12.,
ﬁP

resultando asi que
ldf [0](2) &)=k df(z) ) = 1l df (z) (x) — dAo(z) )<

1 : 1+8
<— PV +g)<mfPTV (—2,

p BP
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y paracadan =1

n-1
1iltlg el 1@ e - T dA,, @I
= i=0 <
IzIm Izl
1
<m0 g, <D (e
p P

COROLARIO 8: Sea f un elemento de ¥, (U F), tal que f admite en U el siste-
ma de cotas { n} a—g- Entonces , para cualquier U-sucesion {H, } , di

admite en H el sistema de cotas {m(p) } donde

n=0’

1+
mf,p) =m_,, ( P )n+l
P

y B, es un nimero real de (0 1) tal que B(z, 8 'Il zl) C Hp +1 bara todo zeH,
= 1 2.

PROPOSICION 9: Sea fe#,,; (U,F) con f(z) =~ E A (z) y tal que f admite en

el s1stema de cotas {m(p )} Si

cada elemento de laU,-sucesién {H_} ;o
Bp es un numero real de (0,1) que verifica

n=1"

B(z, B, Iz C H zeH

p+17 p7

(P m)}

entonces d™f admite en Hp el sistema de cotas {m donde

m=0’

I Pl R
n

!
n+m m:

p
p=1.2...

Demostracion: Por el Corolario 2
m ~ S qm3
d™f(z) j EO d Aj+m (2).

Fijemos el conjunto H,, y sean zeH,, y xeE con I xIl < 1. Como para cada AeC
con l?\l<ﬁp Il z|l se tiene

z+)\xe§(z,ﬁp Izl c Hp+1 c U,
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aplicando la férmula integral de Cauchy

1 . . 1 . n+m-1
— @@ - T d"A, @)®=— @@ - = A @)x)=
m: m! j=0

i=o0

n+m-1_
flz+x) - Z Aj(z+?xx)
i=0

dA.
2mi am+l

I?\I=6p Izt

Ahora bien, si | Al= ﬁp Il zIl entonces

n+m-1_
I|f(z+)\x)—_20 Aj (z+ M)l
j=

[Ajm+1 <

n+m-1_
I f(z + Ax) — ‘ZO A z+Ml
j=

A

n+m
IAmFL 7 4 ax|ntm 2+l <

1 (p+1)

< e g, 1y <
YA
P

< m® D zIm L (14 6,)™,

m+1
B P
y por tanto

I— @™fg- % dmA, @)ool <
m! j=0 Jrm

1 p+1)

< o) ﬁm+l mim Izi™? (1 +ﬁ )n+m 27TB Izl <
w
14

1+8
+1
< m@HD jzn (2 ypm

p
para todo xeE con I xlI< 1, luego

tamettl @ @D (1B o

<m! n=1,2...
I ziin Pn+m Bp
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Finalmente, como

. . m-1 .
d™f(z) (x) = (d"(z) - ; z o d™A; (2)) x) =

m-1
fz+x)— 2 Aj(z+)\x)
ji=0

=m! da,
2mi am+1
IAl=8; Izl
y si l)\|=Bp Il zIl
m-1
Iz +Ax) — EO Aj(z+)l
j=
[ Afm+l <
m-1
I f(z + Ax) — ZO Aj 2+ W)l
< — J Iz + ™ <
®, lzl) lz +axxI™
— . (p+]) m
< m 1+ R
p
se tiene
- 1+
I d™f(z) (x) | < m! mg”U ( 1+6 ™
By ‘
para todo xeE con [ x < 1, de donde se deduce
- +
1m0l < mt m®@* D (L5 ym
m Bp

COROLARIO 10: Sea f un elemento de #,,, (U,F) que admite en U el sistema d
cotas {m } :=0, entonces para cada Us-sucesion {H_} ;1 ycadam=1.2...
d™f admite en H, el sistema de cotas { mflp m) 4 ::0, donde

1 +ﬁp ym

ml(]p’m)=mn+m( m!,
BP

y B, es un nimero real de (0,1) que verifica que B(z, By lzl) C Hp +1 Para tod

zeH.p.
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TOPOLOGIA ASOCIADA AL ESPACIO 1 (UF)

Sea fe;,(U,F) con f(z) = ) 20 Aj(z). Para cadaneZ, n > — 1y cada HeW,

}
consideremos en %, (U,F) la seminorma Qy ,, definida por
sup { ()l /zeH , si n=—1
—_— rl -~
A, D= 1) - = A @I
i=0

sup { - /zeH}, si n>0.

Llamaremos topologfa natural del espacio #,; (U,F), y la denotaremos T aubs
a la topologla localmente convexa definida sobre este espacio por la familia de
seminormas { qy;  } donde H recorre los elementos de W yneZ,n>— 1.

PROPOSICION 11: El espacio (#¢,;,(U,F), 7 1) es de Frechet.

Demostracion: a) La topologia 7 ., es separada por ser mis fina que la topolo-
gia de la convergencia uniforme sobre los U-acotados, 7.
b) El espacio (#,,;,(U,F), 7 ., ;) es metrizable. Basta observar que la familia

numerable de seminormas { dg o} P= 1,2...,n=-1,0,1.. ., define la misma

topologia 74,1, en #,  (U,F) cualquiera que sea la U,-sucesién { Hp} p=1-
¢) El espacio (#,,(U,F), 7.,;) es completo. Sea { f} :: | Una sucesién de

elementos de %%b(U,F) que es de Cauchy para la topologia 7 . 1,. Como Taub €8
mis fina que la topologia de subespacio que (#;(U,F), 7, ) induce en Hoy(UF),
([6]), la sucesion { f n} :;1 es también de Cauchy para la topologia 7, , y por

tanto f, —>-fe ', (UF) por 7 . Ademis, si en ¥, (U ,F)
oo N oo .
f(z) _j EO Aj(z) y £,(2) =j EO Aj’fn (z), n=12...,

entonces

lim f, (2)=1f(z) y lim Aj’fn @) =Aj (), j=0,1...,

n-»o00 n-+o0

para cada zeU, ([6]). Por otro lado, como { f ::1 es también de Cauchy en
(#,(UF), 1), y este espacio es completo

fe %b(U,F)
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Sean He W, y neZ, n > — 1. Fijado € > 0, existe un natural n, tal que
qH,n(fp —f)<e si p,q=n,,
por tanto, si zeH

Ilfp(z)-—fq(z)|1<qH,_l(fp—fq) , si n=-1,

n n
I f - T A + = A —f ()
b= T A @+ 2 A -1,

<eg, si n=0,
lzI™

y si tomamos Ifmites cuando g- o se obtiene

I, () - f()l<e, z¢H (1:

n R n n
I, (2) -2 A, )+ Zoh @) - @

<e, zeH, 2
lzi®

n=0,1...,resultando

1fz)— = A @I
i=o

Izl

n . n N n R
11(z) —j Eo Aj(z) +j Eo Aj,fp (z) — fp @l J fp(z) —j Eo Aj’fp @)l
< + <
fzI™ lzH®?

n
If@— = A . I
p (@ o J,fp()

<e+ - zeH, n=0,1...,
Iz

y en consecuencia

n
j=0

lim =0
z+0 I zii®

2€H
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Finalmente de (1) y (2) se sigue que la sucesion { f n} * converge hacia f por la

n=]1
topologia 7 o 1.

PROPOSICION 12: Sea { f ) :;1 una sucesion de elementos de #, ; (U,F) que

converge hacia la funcién f por la topologfa 7 o . Si
f(z) szO Aj(z) y £,(2) sz o Aj,fn (z), n=1.2...,

entonces para cada k = 0,1. . ., la sucesién { A, fn} *_ converge hacia A, por
la topologfa natural de P(XE,F).

Demostracién: Como { Ak’fn} a1 converge puntualmente hacia A, y P(XE,F)
es completo para la topologia de la norma, nos basta probar que la sucesion
{ Ak'fn} ;°= 1 es de Cauchy para dicha topologfa, y para ello probaremos pri-
mero que es de Cauchy para la topologia de la convergencia uniforme sobre los
conjuntos U-acotados 7.

En efecto, sea X un conjunto U-acotado y H un elemento de la familia U, tal
que X C H.SiM=sup { l zll/ zeH} y zeX, entonces

N N k k-1
f Ak,fp (z) — Ak,fq(z) < izl 95 k (fp - fq) + I zll qH,k-l(fp - fq) <
k k-1
SMiay  (f, —f) + M ay (6, — fo),
k=12...,y

" Ao’fp - Ao’fq " = " Ao’fq (Z) - Ao’fq (Z)" < qH,O (fp — fq) -+ qH,-]. (fp - fq),

de donde se obtiene que la sucesi6n { Ak’fn} ;°= 1 es de Cauchy para la topologia
Tb,kzo,].. PP
Sea ahora x€E con ||l xl < 1, y fijemos un elemento aeU y un niimero real

p > 0 tal que B(a,p) C U. Como para cada AeC con | Al ~<\-12)— ,a+Axestienla
bola cerrada B(a, % ), si p,qeN entonces

Akf (a+)\x)—Akf (a+?\x)
P ’’q da,

A x)— A X) =
k.t () k’fq() 27i Ak+1

Ial="
2
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y por tanto

. R 2k . . _
i Ak!f‘p ) — Ak’fq )< ? sup { Ak’fp @) - Ak,fq @) zeB(a,E- )

resultando asi que la sucesioén { Ak’fn} '::1 es también de Cauchy para la topo-
logia natural de P(kE,F), k=0,1... .

Por tltimo, a la vista de los resultados obtenidos en las proposiciones 3 y 4
y que se recogen en la observacién 5, se tiene la siguiente proposicion:

PROPOSICION 13: La topologia 7 ., del espacio #.,,(U,F) coincide con la
topologia localmente convexa 7%, definida por la familia de seminormas
{ Qy m ! » donde H recorre los elementos de U, y m el conjunto de los enteros,
m =0, dadas por

Qy O =sup {1 d™f(a)l aeH}, fe H., o (UF).
Demostracion: Sean meZ, m = 0 y HeU,. Para cada fe?{’ub(U,F) con

QH,m+1 (f)< 1,

o0
sif(z)= = Aj(z), zeH y a estd en el segmento (0,z) C H, como [a,zZ] CHC U
i=0

I1fz) - £ —— diffa)(z— a)l < Ya—al?™ )
(z _j=0 T a)(z—a)l< @t D! N

| 81, y por otra parte, sij=0,1...,m
1 .. .
1 - d'f(a) (z —a) — A (<
j!

< ||(_l| df(a) - Aj) z - a)l + I A (z — 2) — A; (@)1 <
j!

< —_lejf(a) —Ajllz— all +1Ajz—2)—A; @), )
_].

y como

m m 1 .
I f(z) -, EO A @I<If(z) - EO ? d'f(a) (z — a)ll +
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1. .
+ 3 I— df(a) (z - 2) - &; @I,
j=0 j!

de (1) y (2) se deduce
m lz—afm+1 m 1 .. . )
If(z) — Z ADIS ———+ = I — de(a)—Ajll. lz—al+
j=0 (m+ 1)! ji=o0 j!

m -~ ~
+ z | Aj(z-a)— A@l,
j=0

y si tomamos limites cuando a tiende hacia 0 y ae(0,z) por la proposicion 3 se
obtiene

i) — = A)l< 2™
— Az > -
? i=0 J (m+ 1)!

por tanto, si M=sup {lzll/zeH }

M
< —),
Un.m (D (m + 1)!

y como para m = —1

Ay _ () =sup If)l=sup | dOf(z)ll—QH oD
a€H

&
resulta que 7%, =>7 wb*
Reciprocamente, si Qp , ©s una de las seminormas que definen la topologia

7* > entonces el conjunto

L={fed,,(UF)/Qy (<1}

es un entorno de 0 para la topologia 7 b ¥ €0 consecuencia 7% wb ST b

En efecto, como L es equilibrado, absorbente y convexo, si probamos que L
es cerrado para la topologia 7 b etonces L es un tonel en (%, wp(UF) 7o 1),
y como este espacio es tonelado, L es un entorno de 0 para T .p- S€a entonces
{f, } n=1 Una.sucesién cualquiera de elementos de L que converge hacia una
funcién fe% »(U,F) por la topologfa 7 b+ Como para cada aeH, la aplicacién

dm: fe, w(UF)  —  d™f(a)eP(™E,F)
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es continua cuando se considera en }/%b(U,F) la topologfa 7 , yen P(ME,F)
la topologia de la norma, resulta

lim d™f (a)=d™f(a)

n-»00

y como

Id™f, @)l <sup 1d™f (a)l=Qy (f)<1
a€H ’

n=1,2...,también
Idmfa)l <1
para todo aeH y por tanto

QO <1.
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