ESTRUCTURAS ORDENADAS RELACIONADAS CON EL
TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA

por
B. CASCALES*
ABSTRACT

This paper is devoted to the study of some problems and structures concer-
ning with the Closed Graph Theorem. We study the topological vector spaces ge-
nerated by completing sequences and as a consequence we characterize, in this
context, the spaces which are locally complete. We introduce the quasi L AB-spa-
ces, A C(0,1], and we relate them with the classes of webbed spaces introduced
by De Wilde, and the class of spaces with bounded web studied by the author
in a previous paper. For a wide class of domain spaces, the strictly A-barrelled
spaces, we give localization and closed graph theorems when the range spaces are
the quasi-L , B-spaces, as well as some lifting properties. When A= {1} our results
include that of Valdivia for quasi-LB-spaces. A localization result for certain
subsets of continuous linear mappings from a strictily A-barrelled space into a
quasi-L yB-space is presented. This result allow us to obtain localization proper-
ties for subsets of linear mappings with values in inductive limits that extend
previous results by Kothe and De Wilde. New results of localization of bounded
subsets in generalized inductive limits are also given.

1.— INTRODUCCION Y TERMINOLOGIA

Todos los espacios vectoriales topolégicos (brevemente EVT) considerados
aqui son Hausdorff y estdn definidos sobre el cuerpo K de los niimeros reales 6
complejos. Denotaremos por IN €l conjunto de los enteros positivos y por NN e
conjunto de las sucesiones de enteros positivos. Si A es un subconjunto de
(0,1], diremos que un conjunto B de un espacio vectorial es absolutamente
A-convexo si es absolutamente p-convexo para algiin peA. Un EVT E es local-
mente A-convexo si tiene una base de entornos del origen formada por conjuntos

* Este articulo constituye parte de la tesis doctoral del autor, realizada bajo la direccién del
profesor M. Valdivia.
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absolutamente A-convexos. Si A ={p}, p € (0,1], (resp. A =(0,1]) hablaremos
simplemente de conjuntos absolutamente p-convexos y espacios localmente
p-convexos (resp. conjuntos absolutamente semiconvexos y espacios localmente
semiconvexos). Si A es un subconjunto de un espacio vectorial E denotaremos
por < A > el espacio vectorial generado por A, y por[”, pA la envoltura absoluta-
mente p-convexa de A,pe(0,1]. Si E es un EVT y A es un conjunto absoluta-
mente p-convexo y acotado de E denotaremos por E 5 @ <A> dotado de la
p-norma p, (x) =inf {AP: xeAA, X > 0}. A es un p-disco de Banach si E A €S
- completo. Referencias bésicas para notaci6n y conceptos son [10]y [1 2]

De las soluciones dadas a la conjetura de Grothendieck, [9], concerniente
al Teorema de la Gréfica Cerrada, tal vez la mds conocida es la de los espacios
con red de De Wilde [5], [6]. Recientemente, M. Valdivia ha introducido en {19]
la clase de espacios cuasi-LB, que también da solucién a la conjetura de Grothen-
dieck y simplifica la teoria de espacios con red de De Wilde, siendo sus ideas
bastante préximas a las del cldsico teorema de Banach [1].

El propésito de este articulo es desarrollar las ideas de [19] en el caso de
EVT dotados de una estructura ordenada dada a través de una familia de subcon-
juntos absolutamente A-convexos, y dar nuevas aplicaciones de los teoremas de
gréfica cerrada y localizacion.

En el epigrafe siguiente estudiamos los espacios generados por sucesiones
completantes de un EVT. A continuacién introducimos los espacios cuasi-L ABs
estudiamos sus propiedades de estabilidad, y los relacionamos con los espacios
con red de De Wilde [5], [6] ¥ con los espacios con red acotada estudiados por el
autor en [3]. Los espacios estrictamente A-tonelados son estudiados en el cuarto
epigrafe; para el estudio de sus propiedades de estabilidad damos algunos resul-
tados concernientes al producto tensorial de espacios localmente semiconvexos.
Establecemos teoremas de grafica cerrada y localizacién para espacios estricta-
mente A-tonelados y espacios cuasi-L B, asi como algunas propiedades de levan-
tamiento. En el caso A ={1} nuestros resultados incluyen los dados por Valdi-
via en [19]. Como aplicacion de los resultados establecidos, obtenemos propie-
dades de localizacion para conjuntos de aplicaciones lineales continuas que nos
permiten extender otras previas de Kothe [11] y De Wilde [5], [6], asi como
nuevos resultados de localizacién para subconjuntos acotados en ciertos limites
inductivos generalizados. El articulo finaliza con un epigrafe dedicado a ejemplos
y contraejemplos que ponen de manifiesto el comportamiento de las clases de
espacios estudiadas, y que muestran que los resultados establecidos aquf extien-
den propiamente otros ya conocidos.
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2.— SUCESIONES ESTRICTAMENTE COMPLETAS Y F-ESPACIOS ASOCIADOS

En esta seccion estudiamos como generar espacios metrizables, y mds con-
cretamente F-espacios localmente A-convexos, a partir de ciertas sucesiones de
conjuntos de un EVT. Trabajaremos con las siguientes nociones:

DEFINICION 1: Sea Fun EVT. Una sucesion decreciente de subconjuntos de F,

A1 DA, D...D4,0D...,sedice que es:

(a) Absolutamente A-convexa, si cada A,, es absolutamente A-convexo.

(b) Acotada, (3}, si para cada entorno del origen U en F, existe un entero posi-
tivo n, y un escalar p, > 0 tal que A"u Cp,U

(c) Completante, |6, p. 48], si existe una sucesion de escalares Ay > 0 tales que

[+ ]

SIOSu SN yxpeAp, k=12,...,entonces = My Xy convergeen F.
k=1

(d) Estrictamente completa [6, p. 49), si es completante y la sucesion () se

oo
puede escoger de manera que . Z Mg xpe Am, m=12,...
=m

En (c) (resp. (d}) a (N) se le llama sucesion de escalares asociada (resp. estricta-
mente asociada) a (A;).

Toda sucesién completante es acotada [6, prop. IV. 1. 7. La sucesién A,)
esacotada en F si, y solo si, para cada subconjunto finito H, CALk=1,2,...;

o0
el conjunto H= U H; esacotadoenF.
k=1

EJEMPLOS 2: Si F es un EVT metrizable y (V, ) es una base decreciente de
entornos del origen, entonces (V,) es acotada. Si ademds F es completo y
Vaer Y Vpey CVy,n=1,2,..., entonces(V,) es completante. Si ademds F es
localmente A-convexo con V, absolutamente p,-convexo p, e A, (p,) decre-
ciente, entonces para cada acotado A CF la sucesion (FpnA ) es completante y

(I_p747) es estrictamente completa—tomar %c )1/ Pk por sucesion de escalares
asociada.

Si (A,) es una sucesidn absolutamente A-convexa en F, no es restrictivo
para nuestros propésitos suponer que cada A, es un conjunto absolutamente
py-convexo, p, € A, siendo (p,) una sucesién decreciente. A una tal (p,) la
llamaremos sucesién de convexidad asociada a (A,).

TEOREMA 3: Sea F{ o) un EVT, A; D A; D...DA, D. .. una sucesion de
conjuntos absolutamente A-convexa y (p,,) una sucesion de convexidad asociada
a(A,)
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(a) Si(A,) es acotada, la sucesion { Cp: =(—§,; )I/pkAk: k=1,2,...} esbase
de entornos del origen para una topologia /& en F, mds fina que X6, con la

que F es un grupo aditivo metrizable. Si L.= A <Ay >, entonces L con
k=1

la topologia inducida por esun EVT metﬁ'zal;le y localmente A-convexo.

(b) Si ademds (A,) es estrictamente completa, entonces F] A es un grupo
aditivo metrizable y completo, y L[ # | es un F-espacio localmente A-con-
vexo.

Demostracion: (a) {Cy: k=1,2,...} esunabase de filtro en F con las propie-
dades: 0 € C, ¥y Cyiy — Cpyy CC, k=1,2, ... Asi, {Ci:k=1,2,...} es
base de entornos del origen en F para una tnica topologia #& , compatible con la
estructura de gurpo aditivo de F. De la acotacion de (A ) se sigue que A>T .
De otra parte puesto que C,. N L es absolutamente A-convexo y absorbente en
Lk=1,2,...,L conla topologfa inducida por # es un EVT metrizable y
localmente A-convexo.

(b) Se ahora (A,) una sucesion estrictamente completa. Para probar que F| A

oo
es completo es suficiente probar que siy, € Cy,k=1,2,...,entonces = y,
k=1"

converge en F[A]. Para una tal (vx) existen x, e A, tales que
1

Yk =(—2—1k— /pkxk,k=1,2, ...ParacadameNseaS =

k

xidad de cada Ay se obtiene,

V.- De la conve-
1

I8

1 .1/p .
Sm — Sa € (5E) ko, sim>n>k, [A]
Si (A, ) es una sucesidn de escalares estrictamente asociada a (A ), existe una su-
cesi6n de naturales 1 € q(1)<q(2)<...<q(k)<...tales que

1 1/Pgex 1 /Py
Gaao)  1® < () TR k=12,
En particular se tiene que
1.1/p
Sqe+1) ~Saw €M (7)) TALT=1,2,... [B]

y de aqui se obtiene que . =21 (Sq(r+1) - Sq(r)) converge en F[ 3:], 6 lo que es

lo mismo que la subsucesion (S,(;)) de (S;,) es convergente en F[ X ] De
otra parte [A] nos da que (S, ) es una sucesiéon de Cauchy en F[ A ]y por tanto.

o0
en F[ 0], siendo en consecuencia 2 ¥y convergente en F[ JG] a un punto
k=1

que llamaremos y. Veamos que la convergencia de la serie es en F[ # ]. Tomando
en [Bjunk e IN y r >k tenemos que

1
@) PR(S 11y — Sqa) € s A
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La completitud estricta de (A;) nos da quey — Sq) €Cx,- k=1,2,...Deesta
forma podemos concluir que

Y—Sk=(y—sq(k))'+(sq(k) —Sk)GCk +Ck CCk_]_,k=2, 3,...

yportantokZ)1 yk=yenF[J£].

Que L[ #£] es un F-espacio localmente A-convexo se obtiene de (a) y de lo
ya probado en (b) teniendo en cuenta que L es cerrado en F[ A ].
Q.E.D.

NOTA 4: En la prueba anterior se ha obtenido que si (A,) es absolutamente
A-convexa y completamente en F[ G ] con sucesién de convexidad asociada (rn)

- 1.1/
entonces la sucesién A = (2—k) pk, k=1,2,..., puede tomarse como suce-
si6n de escalares asociada a (A,).

Es interesante conocer en que EVT se puede pasar de sucesiones acotadas a
sucesiones completantes o estrictamente completas. Para el concepto de EVT
localmente completo reférenciamos a [7].

PROPOSICION 5: Seaz F[ ] un EVT localmente completo y A; D A, D
DA, O...unasucesion absolutamente A-convexa en F. Son equivalentes:
(i) La sucesion (A, ) esacotadaen F{ L]

(ii) La sucesion (A,) es completante en F [ L1

(iii) La sucesion de clausuras (@ ) es estrictamente completa en F[ 0}

Demostracion: Sea (p,,) una sucesion de convexidad asociada 3 (A ).

(1) = (ii) Veamos que si x, e A, y li, I < (2n )llpn =1, 2, ... entonces
5 My X, converge en F[ J0]. Para una tal (x,) sea A= {x,:n=1,2,...}.La

:cotacmn de (A,) nos da que T A) es una sucesién acotada en F[ J]. Enel

espacio generado por A, F ,, lasucesion { (S oK )”"kr A k=1,2,...} esbase

de entornos del origen para una topologia /& , mds fma que la inducida por & ,
con la que F, es un EVT matrizable y localmente A-convexo, teorema 3. (a).
Como F[ L] es localmente completo, la 1nmer516n it F A[.ft Je——F[ L] se
extiende a una aphcacxon lineal continua i: F alvt] F[ L] definida en
la compleccién de F A[.fk] [7, theorem 1]. La sucesién de clausuras (F' A)en
F A[a‘t] es estrictamente completa en este espacio, con sucesion de eslc]:alares

asociada (( 2_11) /p“). De la continuidad de | y de la inclusién A C ﬂ 4 , A pnA)



28 B. Cascales

: ® . 1.1/py 0= 1

se obtiene que X x converge en F[ I ] si |“n|<(_2—n) ,n=1,2,...
n=1

(i) = (iii) Si (A,) es completante entonces es acotada. Obviamente (Kn) es

también acotada. Por (i) => (ii) la sucesién (Kn) es completante con sucesion de

escalares asociada ((;—n)llp“), la que se comprueba que estd estrictamente
asociada a (A ).
(ii) = (i) Es consecuencia inmediata de la proposicién IV.1.7 de [6].

Q.E.D.

COLORARIO 1.5.: Para un EVT F las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) F eslocalmente completo.

(ii) Cada sucesionabsolutamente A-convexaA, DA, D... D A, D...,AC0,1]
acotada en F'y con cada A n cerrado es estrictamente completa.

(iii) Cada conjunto absolutamente p-convexo A, p € (0, 1], cerrado y acotado de
F es un p-disco de Banach.

’

Demostracion: (i) = (ii) se sigue directamente de la proposicién 5. (i) = (iii).
Para A={p}yA,=A,n=1,2,...,elser (A,)) estrictamente completa signi-
fica que el espacio p-normado F, es un p-Banach. (iii) = (i) Inmediato toman-
dop=1.

Q.ED.

Una sucesién (p,) en A diremos que es una A-sucesion si: (p,) es decreciente
y lim p, = inf A obligando a que p,, = inf A para todo n e INsi inf A € A.

COROLARIO 2.5: Sea F un espacio localmente A-convexo y localmente com-
pleto. Para cada A-sucesion (p,) en A, y para cada acotado A de F la sucesion
{ I'_p nA ) es estrictamente completa en F.,

Demostracion: La sucesion (™ pnA) es acotada en F. El resultado se sigue de la
proposicién 5.
Q.E.D.

El corolario 2.5 es la versién general del ejemplo 2, cuando F es un F-espacio
localmente A-convexo. Para este dltimo tipo de espacios el resultado anterior se
puede mejorar extraordinariamente. Denotaremos por & =N {&P: p > 0}, ver
[10, p. 121].

PROPOSICION 6: Sea F un F-espacio localmente A-convexo. Si(x,,) es una su-

o0
cesion acotada de F y (i, ) € %,, entonces % u,x, es rapidamente conver-
n=1
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o0
gente en F, i.e., existe un disco de Banch D en F tal que El My, X, converge
en Fp,. n

Demostracion: F es isomorfo a un subespacio cerrado de un producto
IM{F,;:n=1,2,...} donde cada F, es un espacio p,-Banach, p,eA. Es sufi-
ciente hacer la demostracién en el caso F = ITF, . Sea (u,) € £, ¥ (x,) una suce-
si6n acotada de F =IIF .

Si m: MF—— F es la j-ésima proyeccidn, (7r (x,,)) es una sucesién aco-
tada en F Ia sucesion (| u, 1 2) € 2,; la prueba de la proposicién 6 de [14] nos
da la ex1sten01a de un disco de Banach D C F para el que se tiene

(g 112 m5 (x,)) € D;.

El producto D =1 D; : J=1,2,... esun disco de Banach de F para el

|1/2

que se tiene que (lu,""“x;) C D. Como quicra que (1u, 1L/2y ¢ 91, 1a serie

oo o0
X lu,lx, es normalmente convergente en Fpy y por tanto = x, con-
n=1 n=1

vergeen Fy.

Q.E.D.

PROPOSICION 7: Sea F un espacio vectorial y X5, &>, dos topologias vectoria-
les en F tales que X5, > X, y X, tiene una base entornos del origen cerrados
para l5,. SiA, DA, D...D A, O... esuna sucesion absolutamente A-con-
vexa en F y estrictamente completa en F[ X, ], entonces (A, ) es estrictamente
completaen F[ X5, ]

Demostracion: Si (p,) es una sucesién de convexidad asociada a (A,), la suce-

1
§ién { (z_lk) /pkAk: k=1,2,...} esbase de entornos del origen en F para una

topologia #& , £ >X,, para la que F[ #£] es un grupo aditivo metrizable y
completo, teorema 3.(b). Vamos a probar que #& > X, . Serd suficiente ver que
id: F[A] F[J,] es continua en el origen. Sea V un JG,-entorno del ori-
gen en F y U un XL,-entorno del origen equilibrade y J0,-cerrado con
U — U CV.Como #& > XL, cada miltiplo escalar pU, pekK, es #-cerrado. Como

o0
F[ £ es un espacio de Baire y F = nL_J . nU, existe nyelN tal que n U tiene
punto interior en F[ # . La diferencia n,U — n U es un entorno del origen en

F[ # ], y asf para un adecuado k € IN se tiene que

quedando probado que A > £L,.
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1
Para lu | < (-21—n) fen Yy X, €A, n=1,2,...,laprueba del teorema 3.(b) nos
o0
‘da que X u,x, converge en F[ # 1. Es claro ahora que si (Ay) es una sucesion
n=1
estrictamente asociada a (A,) para F[L,]con0< LIS (2—1k )1 /pk, k=1,2,...,

entonces (A ) estd estrictamente asociada a (A,)) para F[L, ].
QE.D.

3.— Espaclos CUASI-LAB Y ESPACIOS CON RED

En INN consideramos la siguiente relacién de orden <, para & = (a,) ¥
B =(b,,) diremos que a <f si-y solo si a, <b, para cada entero positivo n.

DEFINICION 8: Dado A C(0, I}, una cuasi-L yB-representacion de un EVT

F[ L] es una familia { Fo:ae INN} de subespacios de F' y una familia de

subconjuntos { Ay ae NIV} | A, C F,, e INIV, con las siguientes propiedades:

(a) Cada F es un F-espacio localmente A-convexo para una topologia "-I:a mds
fina que la inducida por L en Fyy Ay es un acotado de F| Ia].

(b) Para cada o, § € INWV con o < se tiene A, CA{; yF, C Fﬁ siendo la inmet-
sion Fy [ Ly Fg [Lg] continua,

(c) U {Aa:aeﬂ\ﬂv'} =F

Un espacio con una cuasi-L pB-representacion diremos que es un espacio cuasi-

LAB.

Obviamente todo F-espacio localmente A-convexo es un espacio cuasi-L \B.
Para A ={p} p € (0, 1], hablaremos simplemente de espacios cuasi-LpB. F es un
espacio cuasi-LpB si y s6lo si existe una familia {Agy: o eININ} de p-discos de
Banach en F tal que:

(a) Ay C Agsia<fenINN.(b) U {Ay ae NN} =F.
Para p=1 les espacios cuasi-L; B son los espacios cuasi-LB de Valdivia [19].

TEOREMA 9: Para un EVT F[ ] son equivalentes:
(i) F[ ] esun espacio cuasi-L \B.

(ii) Existe una familia W= {Cnln2 e k.ny,n,, ..., n eIN} de subcon-
juntos de F tal que:
{a) Cada C, es absolutamente A-convexo y C C

nins ... N niny ... ng

ClemZ"'mk sin]-<mj,]'=],2,...,k.
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(b) Para cada a={( nk} e INIV se tienen las inclusiones C, 2 C, g D2

>¢, 1y D. .. siendo esta sucesion estrzctamente completa en
F{ X}
(e) Ui, n 1 Cning - -ny: @=(m) e NNV} =F.

Demostracion: (i) = (ii) Sea {Fo: ae NN} y {A,: ae ININ} una cuasi-L\B-
representacién de F y (p,) una A-sucesién en A. Para cada a € ININ la sucesion
( Py a) donde las clausuras estdn calculadas en Fa[ZI:a] es estrictamente
completa en este espacm y por tanto en F[ L ], con sucesion de escalares estric-

tamente asociada ((?1— /p“) corolario 2.5. Para los enteros positivos k, n,,
n,,..., N, ponemos

Cnlnz...nk {I_ A a=(a, )e NIN 8 =n,j=1,2,... k}

yW={C Coin, -+ ~np: K M, Na, ..o iy € N}, Obviamente W satisface (a) y

dado que para a = (nk) se tiene que A, C ﬂ C también se satis-

ning c Ny
face (c). Veamos que se satisface (b). Sea a=(n) € ]N]N. y tomemos
xk €Chin, - - ony, XK =1,2, ... Paratodo j e N existe o; = (a),) e NN con
aQ =ng, 2 =1,2,..., de forma que X; € I ijaj. Para cada £,melN ponemos

bY =mix {af:j=m,m+1,...}

que es obviamente finito, y B, = (b;zn) Tenemos f, a,j=mm+1,...y
b}zn =ng sif=1,2,...mym=1,2,... Asise obtlene quex el Ag Aﬁ para

i=mym+1,...;m=1,2,...8itomamos 0 <u, < (——) /p“esclaroque

o0
2 pyx converge en F[ 0]y que
k=1

Rad e —————
K Em IJ.ka erpmABm C Cn1n2 “ o nm’m= 1,2, PP
quedando as{ probado que (Cnl ng - ) es estrictamente completa.
(ii) = (i) Para cadaa=(ny) e ]N]N la sucesxon (C, png emy ) tiene asociado un

F-espacio localmente A-convexo Fa[:l'} jen el que A, Q C es

ning c g
un acotado, teorema 3.(b). Las familias {F,: a ¢ NN} {A o e NN} nos
dan una cuasi-L 5 B-representacién de F[ G 1.

Q.E.D.
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Para el concepto de red en un conjunto referenciamos a [6]. Una red
W ={Cyp, - - - n, } en un EVT F se dice que es: (2) Ordenada, [19], si para

cualesquiera enteros positivos k, ny, ng, . . . ,my, my, m,, . .. ,my tales que
n; < my, j=1, 2, ...k se tiene que Cnlr12 Ry C lemz - mk_(b) Com-
pletante, [6], si cada sucesi6n Cy, ° Cojn, 2---° Cn1n2 R D...es
completante. (c) p-estricta, p € (0, 1], [14], si cada Cnlnz C ey S absoluta-
mente p-convexo y cada sucesion C, D Cp ,, 9...2C, ... ny D...es

estrictamente completa.

COROLARIO 1.9. Si F es cuasi-L B, entonces tiene una red ordenada comple-
tante.

Demostracion: Con las notaciones del teorema 9, si {Fa: a e NN}y
{Ay: a e INN} es una cuasi-L AB-representacién de F y para los enteros posi-
tivos k, ny, n,, . .. ,my ponemos

ngng +cong = Y {Aa:a=(an)e]N]N,aj=n]-,j=1,2,...,k}
entonces U=1{B, (g e “k} es una red ordenada, que es completante puesto
que tenemoan1112 ceemy C Cnlnz .. .nk,k,nl Ny, ..., € N,

Q.ED.

COROLARIOQ 2.9. Un EVT F es un espacio cuasi-LpB si, y solo si, tiene una red
ordenada p-estricta.

Demostracion: La condicién suficiente es consecuencia inmediata del teorema 9.
Reciprocamente, Si F es un espacio cuasi-LpB la familia W) construida en el
teorema 9 es en este caso una red ordenada p-estricta.

QED.

En conexi6én con el concepto de sucesién de conjuntos acotada hemos dado en
[3] la siguiente:

“ng } en un EVT F se dice acotada
.- es acotada en F.
nk}

DEFINICION 10: Una red W ={C, ,. ..
siparacadaa=(n;)e NIV 14 sucesion (C,,l,,2 .
Cada EVT metrizable tiene una red acotada: Efectivamente, si (V) es una base
de entornos del origen en F, entonces '1].)={Cnln2 niTnViNnn Vo N
N...Nn Ve ik, ng,ny, ... ,n e N} es una red acotada en F. Cada EVT
quasi-Suslin, K-Suslin 6 con red completante tiene una red acotada, ver [3].
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TEOREMA 11: Para un espacio localmente A-convexo y localmente completo F
son equivalentes:

(i) F tiene ung red acotada.

(ii) F esun espacio cuasi-L zB.

Demostracion: (i) = (ii) Por [3, theorem 5] existe una familia { Ay: a e NIN}
de subconjuntos acotados de F que cubre y tal que A, C Aﬁ sia<fen NN, Sj
(p,) es una A-sucesion en A, para cada a = (n;) € NN la sucesién (Fpn—Aa) es
estrictamente completa en F, corolario 2.5, y tiene asociado un F-espacio
localmente A-convexo Fy[JLoal, teorema 3.(b).{ Fy: e NN} y {A,: ae NIN}
es una cuasi-L o B-representacién de F.
(if) = (i) Combinar el corolario 1.9 y [6, proposition IV.1.7].

Q.E.D.

COROLARIO 1.11. Para un espacio localmente p-convexo y localmente comple-
to F son equivalentes:

(i) F tiene una red p-estricta.

(ii) F tiene una red completante.

(iii) F tiene una red acotada.

(iv) F es un espacio cuasi-LpB.

(v) F tiene una red ordenada p-estricta.

Demostracion: (i) = (i) y (v) = (i) Obvias. (i) = (iii) Por {6, prop. IV.1.7}.
(iii) = (iv) Por el teorema 11. (iv) = (v) Por el corolario 2.9.
Q.E.D.

La equivalencia (i) < (ii) en el corolario anterior ha sido obtenida reciente-
mente por Valdivia, [19], en el caso localmente convexo, contestando asi a una

vieja cuestion de De Wilde [5, p. 123] en la que se demandaba si un espacio de

Suslin sucesionalmente completo tiene 6 no red estricta. En este orden de ideas
los resultados anteriores dan respuestas positivas a esta cuestion en un contexto

mds general: de hecho refinando la prueba del teorema 9 se pueden caracterizar

los espacios cuasi-L 5B en términos andlogos al corolario 2.9 y asi obtener 1.11

en el caso localmente A-convexo. Recogemos en la siguiente proposicion las

propiedades de estabilidad de los espacios cuasi-L AB.

PROPOSICION 12. Sea A C (0, 1] un conjunto fijoy Fun EVT.

(a) SiF es un espacio cuasi-L \B ¥ G un subespacio tal que para cada disco de
Banach D C F, G N Fy, es cerrado en Fy,, entonces G es cuasi-L p B.

(b) Si T: F—G es lineal, continua y sobreyectiva con F cuasi-L B, entonces
G es cuasi-L AB.
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{c) Si {Fm: m=1,2, ...} es una sucesion de subespacios cuasi-L AB que
cubre F, entonces F es cuasi-L, AB.

(d) El producto numerable de espacios cuasi-L AB es cuasi-L AB.

(e) Si{Fy,: m=1 2 ...} esuna sucesion de subespacios cuasi-L AB de F,
entonces N {F,,:m=1,2,...} es cuasi-L AB.

(f) Sean L, y X, dos topologias vectoriales en F tales que Ly > X,. 8i L,
tiene una base de entornos del origen cerrados para I3, y F1 L, ] es cuasi-
LB, entonces F1, | es cuasi-L AB.

Demostracion. Usando la caracterizacién del teorema 9, tenemos que: (a) Se
obtiene utilizando la proposicién 6. (b) Se obtiene teniendo en cuenta que la
imagen lineal y continua de una sucesion estrictamente completa es estricta-
mente completa. (¢) Se obtiene combinando (a) y (d). (f) Es consecuencia de la
proposicién 7. (c) Sea {Fg:ae NN} y {AM: ae NN} una cuasi-L AB-Tepre-
sentacion de F ;. Dada una A-sucesion (p,) en A, para cada a = (a,) € NN con-
sideramos

a —
Bg=rpnA;,, + l_pnA?x oo+ Ay n=12,0

donde los cierres l_p Afx estdn calculados en Fir Si F, es el F-espacio localmente
n
A-convexo asociado a la sucesién estrictamente completa (Bg) y definimos
X R0 < s N . N :
Ay = . Dl B, entonces { Fy: @ € N by {Ag: @e N} esuna cuasi-L pB-re-

presentacién de F. (d) Para cada j de un conjunto numerable J sea F; un espacio
con una cuasi-L pB-representacién {F];x: o e NN} y {Aja: ae NN}, Sea
F=M{F;:JeJ} dotado de su topologia producto y ¢ : J x N—IN una biyec-
cién. La aplicacion y: NN___ INY * N ga4q por
V({a,:nelN})= {akp(j,n) () eI x N}
es una biyeccion. Pa'ra a = (a,) e NN, dado j e J definimos o= (a‘p(j,.n))n eN y
ponemos Fp, =TI {F&j: jeJ} consutopologia producto y Ay =1I {A(ij: jel}.
Las familias {F,: «e NN} y {A :ae NN} nos dan una cuasi-LB-represen-

taciébn de F.
Q.E.D.
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4. ESPACIOS ESTRICTAM ENTE A-TONELADOS

En el epigrafe siguiente estudiaremos teoremas de grdfica cerrada y localiza-
cién en los que los espacios cuasi-LAB serdn los espacios de llegada. Estudiamos
aqui la clase de espacios de partida que intervendrdn en estos teoremas: los espa-
cios estrictamente A-tonelados.

DEFINICION 13. Un EVT E es estrictamente A-tonelado si para cualquier red
ordenada ‘w={Cn g - "k} en E'y cualquier A-sucesion (p,) en A, existe

(r,) e INIV talquel_pnC,l,2 ..., esentornodelorigenenE,n=1,2,...

Todo EVT de Baire es estrictamente A-tonelado. E es estrictamente A-tone-
lado si y s6lo si para cada red ordenada W ={ Coyng + Mk } en E donde cada
Crll ng - my o8 absolutamente A-convexo existe (r,,) e NN tal que Crirp oo I,
es entorno del origen, n =1,2,...Para A={p}, p € (0, 1], hablaremos simple-
mente de espacios estrictamente p-tonelados. Para p = 1 los espacios estricta-

mente 1-tonelados son los espacios estrictamente tonelados de Valdivia [19].

PROPOSICION 14. Sean E'y Fdos EVT.

(i) Si E es estrictamente A-tonelado y T: E —— F es lineal, continua y abierta,
entonces F es estrictamente A-tonelado.

(i) Si F es un subespacio denso de E y estrictamente A-tonelado, entonces E es
estrictamente A-tonelado.

(iii) Si E y F son estrictamente A-tonelados, entonces E x F también lo es.

(iv) Si E es estrictamente A-tonelado y F es un subespacio de codimension nu-
merable de E, entonces F es estrictamente A-tonelado.

Demostracion: (i), (i) y (iii) se obtienen facilmente.
(iv) Sea W={cC nk} una red ordenada en F y (x,,) C E tal que

nijng, . . .
F+<xi,X2,...,%,...>=E. Paran,m;, m,, ... ,m, € N ponemos
Bn=r{nxl’nx2""’nxn} y Amlmz...mnzcmlmz ...mn+Bm1

VU ={An (Mmy .. .m n} es una red ordenada en E, y por tanto dada una A-suce-

sién (p,,) existe (r,) € INN tal que F'pnAr1I2 . 1. es entorno del origen en E,
n =1,2, ... La compacidad de B, nos da que I_pnArlI2 oo, ©
C FpnCrlI2 - s .. -In: =<|—PnCr1rz S > tiene
codimensién finita en E. Asf, si Fir, .. a,t = <Ciir, .. -fn>’ entonces
F . N F tiene codimensi6n finita en F. Vamos a determinar una sucesion

I'jly .. I
(s,) e NN s >r , tal que Fisp...s, 2Fn=12,...ComoF, NF tiene

. 8

n + Brl,y por tanto G,
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1
codimensién finita en F, existen y,, y,, . . . ¥y € F tales que FIl NF +

o0
+<y, Y2, - 5¥n >=F.PorserF = nL_J ; F,,, uni6n creciente, existe s; >1;

tal que <y, ¥z, ...,¥,>C FSl yasiF C IT Supongamos que hemos deter-
minado s, 21y, ... ,5, =1, tales que Fsls2 sy DF. Al ser Frlrz- Ige

N Fsls2 sy de codimensién finita en FSl Sp ... 5y existe s,y =1, tal que

. .8

S152 - - - Speg SDF g, . .. Sy O F. Para cada n € N existe p, € IN tal que

le N GSISZ sy Cp, rpn05132 sy Tenemos asi que

I_pnA5152 -8y N G5152 ...SnC (rpnC5182 v 8y + BSI)nGSIS»z ...Snc

c 21/1911‘,n rpnc

8182...Sn

Asil C es un entorno del origen en G
Pp 8152 - . .8,
FCF CcG
n

8182 ... S
no del origen en F.

$152 .. .5y y de las inclusiones

50 3¢ obtiene que " pnC

N F es entor-
n

$182 ... $182 ...8

Q.E.D.

Incluso para espacios estrictamente tonelados, [19], no se sabe si el producto
arbitrario de estos es de nuevo estrictamente tonelado. Sin embargo, como
vamos a ver, cualquier potencia de un espacio estrictamente A-tonelado metriza-
ble es de nuevo estrictamente A-tonelado. Para establecer esto necesitamos
algunos resultados previos que desarroliamos a continuacién.

Sean E y F dos espacios localmente semiconvexos con bases respectivas de
entornos del origen absolutamente semiconvexos Wy U'. Denotemos por
E ® F el producto tensorial de Ey F, por ¥ : Ex F E®Fla aplicacidén
bilineal candnica y para A C Ey B C F sea A ® B = ¥ (A x B). Para cada
U €W (resp. VeU) sea 1, (resp. r,) un nimero positivo tal que U (resp. V)
es absolutamente r,-convexo (resp. absolutamente r,-convexo). Se comprueba
facilmente que

‘1D={rr (U ® V):0<r<min {r,,r,} ,Uch.),Vch}

en base de entornos del origen para una topologia localmente semiconvexa 8 en
E ® F. 8 es la topologia localmente semiconvexa mis fina que hace continua la
aplicacion bilineal ¥ . Usando ahora 3.6 de [16] se obtiene que 8 es separada.
A E ® F dotado de la topologia § lo denotaremos por E ® r F-

Para un conjunto no vacio 1, E! denota el espacio I1 {Ei: iel}, E,=Eiel,
dotado de su topologia producto. Para la aplicacién bilineal continua
u:E x FI-——»(E ®r F)I dada por u(x, (¥;)iep) = (X ®y;);ep> 12 universalidad del
producto tensorial nos garantiza la existencia de una Gnica aplicaci6n lineal con-
tinua F:E ® F! (E®; F)Ipara laqueT. ¥ =u,
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PROPOSICION 15. La aplicacion T: E ®r F (E® F, )I es un isomorfis-
mo de espacios localmente semiconvexos sobre su imagen.

Demostracion: Sea W =1, (U ® iIe]I U;) donde U es un entorno del origen en E

absolutamente r,-convexo, y cada U; es un entorno del origen en F absoluta-

mente rui-convexo siempre que ie H, H C I finito, U; =F sii¢ H, siendo r<r,,

r,., i € H. Es suficiente probar que para cualquier W en estas condiciones existe
1

V entorno del origenen (E® 1 F)! tal que T-!(V) C W.
Sea € > 0 tal que card (H). e < 1 y consideremos el entorno del origen V = II V

donde V; = I/IF UeU)siieHyV,=E®Fsiid¢H Veamosque
T (V)CW Seaz' € T (V). Si P;: (E® F)! —E® F es lai-6sima

proyeccién, para cada j € H existen escalares y y vectores xJ eUy w € U

k=1, 2a - oM tales que z i[.lk|r < e siendo
1
" = k ,k k
PjT(z) kEI B X, ®wj
Parak=1,2, ... m;, sea (W), € F' tal que wh =wk y wh* =0sii#j,y
pongamos

n;
] s
- k k k
zj_kEI Ky % ®(le )iel
Realicemos esta operacién para cada j ¢ H y definamos z = X z;. Un sencillo
cdlculo nos da que jieH
1
ze(.Z b Iu}‘lr)”rw

donde u=( Z 2 lukI’) card (H) . e < 1. Si llamamos t=z' —zy
jeH

m
expresamost= X x ® (y?)ieI donde x,, X,, . . . X, son linealmente inde-
’ n=1

m
pendientes en E, para cada j € H se tiene que E X, ® yf‘ =0,yasf § 9.6.(4)

de [12] nos da que yl = y = ym =0 para] € H. No es dificil comprobar
ahora que para cada 6 > O se tiene t e § . W,y asi tomando 6 =(1 — )1/ T con-
cluimos que z' =z + t ¢ W terminando con esto la demostracién.

Q.E.D.
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En la siguiente proposicién F es un espacio localmente semiconvexo con la
siguiente propiedad: Si (A) es una sucesién en F de conjuntos cerrados absolu-

o0
tamente A-convexos tal que F = U A , entonces existe m ¢ IN tal que A__ es
n=1 m

entorno del origen en F. En terminologia de Valdivia, [18], F es un espacio
red- /& tonelado donde A es la familia saturada de los espacios localmente
A-convexos.

PROPOSICION 16. Si E es un espacio localmente semiconvexo, metrizable y
estrictamente A-tonelado, entonces E ®r F es estrictamente A-tonelado.

Demostracion: Supongamos que la propiedad no es cierta. Sea
W ={Cnlnz o nk} una red ordenada en E®, F y (p,) una A-sucesion,
tal que para cada (ny) eININ existe m e IN de forma que I_menl ny ...n, NOES
entorno del origen en E ®r F. Sea (V,) una base decreciente de entornos del

origen absolutamente semiconvexos en E. Si para los enteros positivos
h,m;,m,,...,my ponemos

Amim,...my "~ {yeF:x ®yely Cmym,...m, Par todoermh}
entonces
F=uU {Amlmz L omy l_phlem2 .. .my, DOesentorno delorigenenE® . F

Efectivamente, dado y € F la familia

cU={B mh:={er:x®ye'C

mimsg ... m1m2...mh}}

; N
es una red ordenada en E. Existe (r,) e IN™, tal que I"pnBrlrz ot

es entorno
n

delorigenen E,n=1,2,...Sea(s,) e NN s >1_,tal queVs CIp By x

y sea q € IN tal que l—qu no es entorno del origenen E ® . F. Noes

$182 .. .Sq
dificil comprobar que x®y € quC

para todo x € VSq y asi
yeA

$182 .. 8
$189 . . sq

Utilizando la propiedad de tonelacién de F, obtenemos que para ciertos enteros
positivos my, mp, . . . iy, Amlmz __ .m, ¢tsentorno del origen en F y
I_kam ymy .. .my no es entorno del origen en E ® F.Tomando r> 0 menor
que py y menor que el grado de convexidad de V L 5 obtiene que

M (V, ®A

my mimy ...mk)crpkcmlmg <. my

y asf llegamos a un absurdo con el que acaba la demostracién.
Q.ED.
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PROPOSICION 17. Sea E un espacio metrizable, localmente semiconvexo y
extrictamente A-tonelado. Si I es un conjunto no vacio, entonces E! es estricta-
mente A-tonelado.

Demostracion: Para F = K, el cuerpo, E ®r K! es estrictamente A-tonelado,
proposicién 16. Como T:E ®r Kl — (E ® ]K)I es un isomorfismo sobre su
imagen, proposicién 15, la aphcac1on S:E® ]KI—>EI dada por

m _ m n
S(_z [ Xn @ 7en) =( CZL T K

es también un isomorfismo sobre su imagen. G = S(E ®r ]K)I es estrictamente
A-tonelado, proposicién 14, y dado que G es denso en EI una nueva aplicacién
de la proposicién 14 nos da que E! es estrictamente A-tonelado.

Q.E.D.

S.— TEOREMAS DE GRAFICA CERRADA, LOCALIZACION Y LEVANTAMIENTO

A lo largo de este epigrafe F es un EVT con una cuasi-L B-representacién
{Fe: a« ¢ NN} y {A,: a ¢ NN}; para una A-sucesion fija (p,),
W ={c, 0y .. '“k} es la familia construida en F en el teorema 9 y asociada
a la cuasi-L pB-representacién dada. Para o =(ny) e ININ, F% ¢s el F-espacio local-
mente A-convexo asociado a la sucesién (C, (0 .. -“k) segun el teorema 3.
TEOREMA 18 (Localizacion y grafica cerrada). Sea E un espacio estrictamente
A-tonelado y F un espacio cuasi-LAB. Si T:E——F es una aplicacion lineal,
entonces: o
(i) Existe a=(r,) ¢ NV tal que T (C riry.. ) EO =12,

Si ademds T tiene grifica cerrada (0 grifica ( T} ﬂ E x F,, es cerrado para cada
o e INN y E es metrizable), entonces para cada a = (1,) EWW satisfaciendo (i)

se tzene
1/p _—— _
()(2,,) TGy ) CTHG

(iii) T(E) C F*y T:E —— F% es continua.
En particular T:E F es continua.

rhn=12,. ..

172 ...

Demostracion: Sea U ={B, ,

corolario 1.9. 5i WU ={T? B
-1

que l_pn T (B

-"k} la red ordenada en F que nos da el
}, entonces existe a =(r.) e ININ tal

ning .. .l’lk ) o n

'In) #0,n=1,2,...,yasi T (C,r, ‘rn);é 0, que-

i1, ..
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dando establecido (i). De otra parte (iii) se sigue directamente de (ii) y la conti-
nuidad de T:E ——F es consecuencia inmediata de (jii).

(i) Haremos la demostracién de el caso E metrizable — el caso general se reduce a
este en forma andloga a como Valdivia reduce la proposicién 11 a la proposicién
10 en [19].

Seaa=(ry) e NN como en (D y para k € N fijo sea (V,) una base decreciente

de entomos del origen en E tal que V,CT! (CI1I2 N -fk+n)’ n=1,2,...Dado

x € E con (2¥) 1Pk o e T (C )existe x; e T (C

1y ...I

k) tal que

T1Ty . . Ig
i/p 1 1/p
yi= @) % - xee Grrp) LY,

Procediendo por recurrencia determinamos dos sucesiones (Vm) ¥ (g 4my) tales

-1 .
que X €T (C,r1I2 o 'rk+m) siendo

)1/pk+m 1/Pk+m+1V

Ym+1 = Ym — (2k+m Xg+m € ( 2k+m+1 )

Utilizando que (y,, ) es nula en E, un sencillo cdlculo nos da

1/Py Upg ,_ 1 1/py4g

x= (zk) xk+(2k) (2k+1) X1 Tone

1/Pk+m

l/p
k ( 2k+m ) Xk+m

+(2k) +...

Para cada entero positivo j, T(xk+j DeC Teniendo en mente la

I1Ia. . Ik+ 1'
prueba del teorema 9, podemos determinar § = (b,) ¢ NN tal que b; =r;
j=1,2,...k,deforma que T(xk+J el Ag,j=1,2,...Asfla serle

J’
Pr+j-1

1.1/ 1.1/ 1 .1/p
GO T +GR) KGR R TOge) + -

1/p 1.1
6P ) P T +

converge en F a un vector u e I_Pk AgC Crp, . T Utilizando ahora que Ia

grafica de T corta a E x Fﬁ en un cerrado se obtiene que T(x) = u y asi
Xe T_l (Cl'll'z .. .Ik)'
' Q.E.D.
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Cuando E es metrizable el teorema anterior es cierto si suponemos que para cada
disco de Banach D C F la grdfica de T cortaa E x FD en un cerrado: observar
que la serie construida en la demostracién y que representa a T(x) converge en
un cierto F;, proposicion 6. ‘

M. Valdivia ha probado en [18] un teorema de localizacién y grifica cerrada,
en términos andlogos a los del teorema 18, cuando E es un espacio totalmente
#& -tonelado y F tiene una red completante A& -regular. Para la clase #t de
espacios localmente A-convexos, a los espacios totalmente & -tonelados los
llamaremos totalmente A-tonelados. La prueba de Valdivia, [18, theorem 3],
puede adaptarse para una aplicacién T:E F donde E es totalmente A-tonela-
do y F es cuasi-LAB. Como veremo$ en la seccién 7, nuestros resultados no
pueden derivarse de estos de Valdivia, puesto que la clase de espacios estricta-
mente A-tonelados es estrictamente mds amplia que la clase de espacios total-
mente A-tonelados.

COROLARIO 1.18. Si F' es un espacio estrictamente A-tonelado y cuasi-L AB,
entonces F' es un F-espacio localmente A-convexo.

COROLARIO 2.18. Si F es un espacio cuasi-L AB, existe una cuasi-L yB-repre-
sentacion de F, { Fyr o ¢ NV} y {4, o e INVY., tal que para cualquier
p-disco de Banach A C F existe a e INV de forma que A C A,

Demostracion: Sean W={C, . Y F% como en el teorema 18. Para
a=(a,) e NN pongamos &, =(a,,_,) y definamos

- =7 o — B
Aa_nDIaZn(F lncala;.;...azn_l) y Fa—F !
Usando el teorema 18 se comprueba que { Fg : ae NIN} y {A,: ae NN} es
una cuasi-L o B-representacién de F con la propiedad requerida.

QED.

El colorario anterior, que para A ={1} ha sido obtenido en [19], es una herra-
mienta bastante Gtil en ciertas cuestiones: una aplicacién al estudio de espacios
localmente convexos debilmente K-analiticos puede encontrarse en [3].

COROLARIO 3.18. Sea F un espacio localmente convexo. El bidual
F'" [B(F', F')] es cuasi-LB si, y solo si, existe una familia de acotados {Ag:
aelNN} en F que cubre tal que A, C Aﬁ si a < By para todo acotado A C F
existe a e NV con A C Ag

En el siguiente lema adaptamos ideas de A. y W. Robertson, ver [10, p. 182].
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LEMA 19. Sea E un EVT metrizable y A C E precompacto. Para cualquier
sucesion decreciente (p,) en (0, 1], existe una sucesion nula ( x,) en E y una su-
cesion de enteros positivos 0: =k, <k, <...<k, <...deformaque cada
z € A se expresa como

donde para cada i€ IN, k;_; < kfi) <k;

Demostracion: Sea (U,)) una base decreciente de entornos del origen en E tal que
U; = E. Pongamos A, = A. Tomemos un conjunto finito N, C A, tal que
ACN, + (ziz)ll"zu2 yseaA;:=(A, — N;)N (712-)1“’2U2. Procediendo
por recurrencia y supuesto que hemos construido un precompacto A, _;,determi-

namos un conjunto finitoN;, C A, _; talque A, _; C N, + (5557 n+ )l/pn’“lUn+1

y definimos A, = (A;,_; — N ) N (%)I/Pnﬂ U,+1 que es de nuevo un
conjunto precompacto.

Sea 0 =:k, <k; <...<k,<...una sucesién de enteros positivos tal que
k, —k;,_; es el mimero de elementos de N,. Si escribimos

1/p
@Y Ny =X ars X

1
de la inclusién (2M) fPn N, €U, n=1,2,..., se obtiene que la sucesién
{xp:neN} ={x;, Xp, ... iy s Xig 410 - - - Kkys - .} es nula en E. No es
diffcil probar ahora que dado z e A, para cada i € IN, existe k (i) € NN,

1/p;

ki_1<k(l) kl,talquez— E (21) Xk(i)'

Q.ED.
LEMA 20. Sea E un F-espacio localmente A-convexo y (x,) una sucesion nula

en E. Si(p,) esuna A-sucesion y 0=k, <k, <...<k, <...esuna sucesion
creciente de enteros positivos, entonces el conjunto

° 1 1/p;
i=
es un precompacto de E.

Demostracion: Las series que intervienen en la definicién de B son convergentes,
proposicién 6. Dado U entorno del origen en E absolutamente g-convexo, q € A,
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y cerrado, existe j € IN de forma que p; <qsii>jy x,eUsin> k;. Un sencillo
cdlculo nos da

j 1 1/p. )
Bc { zl (;) /p‘xk(i):k(i)e]N,ki_l<k(i)<ki,i=1,2,...,j } +U
(S .
y asi B es precompacto.

Q.E.D.

TEOREMA 21 (Levantamiento). Sea E un espacio estrictamente A-tonelado y F
cuasi-L AB. Si H C F es un subespacio y T: H —E es lineal, sobreyectiva y con

grdfica cerrada en F x E, entonces existe una topologia metrizable y separada
G en E, mds gruesa que la original, para la que se verifican las siguientes pro-

piedades:

(i) Si(x,) es una sucesion nula en E[G), existe B € INV y una sucesion
(u,) C FB N H nula en Fﬂ, tal que T{u,,) =x,n=12...

(ii) Si B C E[ G ] esprecompacto, existef ¢ INIV Y un subconjuntoM C Fﬁ NH,

precompacto en FB’ tal que T(M) = B.

(iii) Si (x,,) es una sucesion de Cauchy en E[G |, existe B e INIV y una sucesion

(v,) C FB N H, convergente en Fﬁ, tal que T{v, ) =x,,n=1,2,. ..

Demostracion: Sea (p;) y W={C, ,
p: F——F/T™" (0) la proyeccién canénica. Si S:E——H/T™? (0) —F/T"! (0)
es la aplicacién tal que S~ ¢ = T, entonces S tiene grafica cerrada. Si toma-
mos S por T, F/T™! (0) por Fy {¢ (Cayn,. . -“k)} por {Cp o, . -“k} en el
teorema 18, determinamos (r,) € ININ ta] que

-“k} como en el teorema 18 y

0£ST 0y s DTS (@(Cryry o D=2V

TETIDN NS 1,2,...

1
Asi la familia {(—21—11— /anIIIZ‘ e } es base de entornos del origen para una

topologia separada ‘G en E, metrizable y mds gruesa que la original, para la que
S:E[G ] ——F/T™" (0) es continua. Se obtiene de aqui que T:H — E[ G ]
tiene grifica cerrada y que Vrlrz- S T(Crlrz_ g NH),n=1,2,...,es
entorno del origen en E[ G .

(i) Sea (x,) una sucesién nula en E[G ]y sea A, — °° una sucesion de esca-
lares tal que A x,, 0enE[G]. Sean, <m, <...<ny <...unasuce-
sién de naturales tal que A, x, e V. I singe <ns<mny,k=1,2,...

I1I,. .
Tomemos (yn)n>n1 CHtalquey, e Crlrz. Y T(y,) = ApXy, 0 <n <

S gy, k=1,2,.. . Teniendo en mente la prueba del teorema 9, podemos
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determinar & ¢ NN tal que y, € I"pkAa sing <n<ny,;,k=1,2,...Esclaro
que (yp/A,) converge a cero en Fg. (i) se obtiene facilmente de lo que hemos
probado.

(i) Sea B C E[ G ] precompacto. Por el lema 19 existe una sucesién (xp,) nula
en E[ G y una sucesién de naturales 0: =k, <k, <...<k, <... tal que

1.1/p;
cada z € B se expresa como z = E (

Xk (i)» Ki=p <k(i) <kj, i€ IN. Sea
Be NNy )cC Fg N H, nula en FB tal que T(u)=x,,n=1,2,.
El conjunto

l/pj .
M={ z (21) ueyt z (21) xk(i)eB, i1 <k(@) <k,ieIN}

es un precompacto de F g por el lema 20. Utilizando que T tiene grafica cerrada
en F x E[ "G ] se concluye que M C Fﬁ NHy que T(M) = B.

(iiii) Sea (x,) una sucesién de Cauchy en E[ G ]. Por (ii) existe 8’ ¢ NN y una su-
cesion (y,) C Fﬁ' N H, precompacta en Fﬁ', tal que T(y,)=x,,n=1,2,...Sea
1 <n < nz < ... <n < ... una sucesion de naturales tal que

xne( ) Vi, . ksimn>nk.Consideremosm1<m2<...<

< m, <. .. una subsucesion de { n:je N} tal que exista hm Ym, <Y€ Fﬁ

1
Por la eleccién hecha tenemos que x, — x K€ (Zk) /karlrz e sike N

y my <n <my,,.Podemos determinar « € lNIN tal que para cada ke Nyn,
1/ Pk
n) =

z,) es obviamente nula en F,,. Definamos

m <n < my,,, existe z, € I, kA N H de forma que T(( )

= Xy — X, - La sucesién ((2k) /pk

ahora

Yo i 1<n<n,

nTl 1 1/py

zZ, +ymk sike Nym, <n<m

Para g > 8, B > a se tiene (v,) C Fg NH siendo v,
n=1,2,...

yenFgy T(vy)=xp,
QE.D.

COROLARIO 1. 21. Sea T una aplicacion lineal continua de un espacio estricta-
mente A-tonelado E en un espacio cuasi-L AB, F. Para cada precompacto M C E
existe un subespacio G C F, que es F-espacio localmente A-convexo para una
topologia I mds fina que la inducida por F, tal que T(M) C G[U] es precom-
pacto en este espacio.
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El método empleado en la obtencién de los teoremas de grifica cerrada, localiza-
ciéon y levantamiento supone una simplificacién de los argumentos de De
Wilde [5], [6], a la vez que una potenciacion de sus resultados. El estudio general
que estamos realizando para espacios cuasi-LAB contiene el realizado por Valdi-
via en [19] cuando A ={1} . Mientras que en [19] la potente informacién Ia
suministran los discos de Banach, en nuestro caso la obtenemos de estructuras
bastante mds generales, y por esto nos estd siendo necesario desarrollar técnicas
y demostraciones propias del contexto de los EVT diferentes a las contempladas
en [19].

6.— ALGUNAS APLICACIONES DEL TEOREMA DE LOCALIZACION

Dados dos EVTEy F, £ s (E,F) es el espacio de las aplicaciones lineales
continuas de E en F dotadd de la topologia de convergencia puntual. Si
{Fo @ e NN} y {A,: @ e NN} es una cuasi-LyB-representacion de F,
entonces (p,), W={C, n,. . -“k} y {F*% ae NN} tendrdn el mismo signifi-
cado que en el epigrafe anterior.

TEOREMA 22. Sea E un espacio estrictamente A-tonelado y F un espacio
cuasi-LAB. Si B C L _ (EF) estd contenido en algin p-disco de Banach,
p € (0, 1), entonces existe o.e INIV tal que B C L (E,F®) y es equicontinuo entre
estos espacios.

Demostracion: Para los enteros positivos k, m, , m,, . . . ,my. definimos
Umlm‘z- . -mk ={X6 E: TkeJB Tx - m, le mmz Cm1m2 n. N
rWrnk lemz. . mk}

(> =]
y para & = (a) € NN ponemos B, = N U
n=1
« < g en NN, El teorema 18. (jii) nos da que U{B,: « e NN} =E. Si para

k,m;,m,, ... ,my e IN definimos

ajay. . a,’ Es claro B, C Bﬁ si

Boim,. . _mk=U{Ba: a=(a,)e NN, g =m;,j=1,2,... k}

entonces ‘U'={B

—_— 9
o =(r,) e NN tal que Fpn B ... I #0,n=1,2,...De otra parte es claro
que

mim,. . . mk} es una red ordenada en E, y por tanto existe

1 = °

p#— U _CTI(C

IjIig.. .1
rn

Iyts. . .In),n=l,2, ...yparatodoTeB
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El teorema 18. (ii) nos da que

1. 1/pg 1 —29% 1. oy -
(2_n n-; Urlrz...rnc(2_n) nTt (Crlr?...rn)CT ' (Crlrz...rn)

n=1,2,...

para todo T ¢ B, siendo por tanto B C £ (E,F%) un equicontinuo entre estos
espacios.
Q.E.D.

COROLARIO 1.22. Sea FI ;] = lz'_r)n F,[ X5, ] el imite inductivo de una suce-
sion creciente de espacios cuasi-L \B y sea E un espacio estrictamente A-tone-
lado. SiB C L s (E,F) estd contenido en algun p-disco de Banach, entonces
existe un entero positivo n tal que B C L (E,F,} y B es equicontinuo entre estos
espacios.

Demostracion: Para cadane Nsea { Fp: a e NN} y {AD: a e NN} una cuasi-

L AB-representacion de F, [ ],y paraestas, sea { Fp:ae NN} y {A,: e NN}

=]
la cuasi-LAB-representacién de F = nL=J . F,, construida como en la proposicién
12. () y W={Cp,p,. .

a = (a,) € NN Ia sucesién (C

-“k} su familia ordenada asociada, teorema 9. Dada

aa,. . ‘an) estd contenida en Fal y es estricta-

mente completa en F, [L, ] Asi, F* C F, siendo la inmersién
F¥c— ,Fal { :I:a, ] continua. La prueba termina con una aplicacién del teorema
anterior.

Q.E.D.

El teorema 22 extiende la proposiciéon V.4.4 de [6], proporcionando informa-
cién adicional y siendo, pensamos, su demostracién mds sencilla. El corolario
1.22 es una versién general de un problema propuesto por Hierschfeld y solucio-
nado por Ko6the, [11], acerca de la localizacién de subconjuntos de aplicaciones
lineales con valores en un espacio (LF). En [4] hemos obtenido los resultados
anteriores para espacios estrictamente tonelados y cuasi-LB, as{ como algunas
consecuencias que extienden y/6 refuerzan resultados previos de De Wilde [5],
[6]. El teorema 22 permite extender al caso que nos ocupa los resultados conte-
nidos en el articulo [4], al cual nos remitimos para ver algunas de sus posibles
aplicaciones.

Daremos ahora otra aplicacidén del teorema de localizacién: un resultado de
localizacién de conjuntos acotados en ciertos limites inductivos generalizados.

Sea p € (0, 1] fijo. Sea F un espacio vectorial y (F,) una sucesion creciente
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de subespacios que cubre F. Para cada n e IN sea A, un conjunto absolutamente
p-convexo y absorbente en F_ y sea L o una topologia localmente p-convexa en
F,. Supongamos que 21/ PA, estd contenido en A4y Y que :I:n+1 induce en
A, una topologia mds gruesa que la inducida por XL a1 =1,2, ... En estas
condiciones, si la topologia vectorial mds fina X en F para la que las inmersiones
(An, & ) <——F[ 0] son continuas, es Hausdorff, se dice que F{:I:] es el
limite inductivo generalizado de la sucesion de pares ( Fn[:[:n 1 A, ) y se escribe
FL]= li_n;z (F,[X,], 4,,). Esta definicién es un caso particular de la definicién

1.1.1 de [15], y en el caso p = 1 coincide con el.concepto de limite inductivo
generalizado de Garling, [8].

PROPOSICION 23. Si F{0 ] = lim( F,[ XL, A,,) es un limite inductivo genera-
lizado como antes, entonces:

(i) L esuna topologia localmente p-convexa. %/
(ii) Si para cada n e IV definimos F,[S,] = lim (F,[X,], 2~ A,), entonces
Sy+1 induce en F, una topologia mds gruesa que S, y F[ J; ]= Iir)n F,[S,]

Demostracion: (i) Segin 1.1.6 de [15], a familia

1 C8

1

m
o . El A, NV, V,es L, -entorno del origenen F,n>1}

es base de entornos del origen para J . Usando que cada A, es absolutamente
p-convexo y que :I;n es localmente p-convexa, no es dificil comprobar que la
familia

o
U={r, ( LY ANV Vg es &, -entorno del origenen F, n>1}

es una base de filtro en F equivalente a &, y asi U es base de entornos del
origen en F[ 0.
(i) Andloga alas pruebas de las proposiciones 5 y 6 de [17, p. 148-149].

Q.E.D.

PROPOSICION 24. Sea F1 Xo1=lim (F,[L,], 4,) un limite inductivo generali-
zado donde cada A,, es metrizable y completo. Entonces:

(i) Paracadane N, F,[S,]1=lim( F,,[:I:n ] 2k/ P A, ) esun cuasi-LpB completo.
(ii) F1 Ji)es un espacio cuasi-LpB.

Demostracion: (i) F[S,]es completo por 1.1.10 de [15]. Sea (V}) una sucesion
decreciente de entornos del origen absolutamente p-convexos y cerrados en
Fn[:ﬂn] tal que (Vi N A,) es base de entornos del origen en (A, In). Para
a = (a,) definimos
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A3=a1 ((kgl A1 .V{:)(\An)

Procediendo como en el teorema 1 de [2], se obtiene que {Ag: ae NN} esuna
familia de p-discos de Banach en F[S ] que cubre y tal que Ag CAE sia<fen
INN_ Asf F, [S,] es un espacio cuasi-LpB.
(i) Es consecuencia inmediata de la proposicién 23. (i) y 12. (c).

Q.E.D.

COROLARIO 1.24. Sea F{ L] = lim (Fn[:I:n 1 A, ) un limite inductivo genera-
lizado donde cada A, es metrizable y completo, y sea F{ X1 = lim F,,[S,] el
Iimite inductivo de espacios localmente p-convexos asociado. Son equivalentes:
(i) F] X1 es localmente completo.

(ii) Dado un acotado B C F| X} ] existe n e IN tal que B C A,, ¥ B es acotado en
F,[L,1

(iii) Dado un acotado B C F] i) existe n ¢ IN tal que B C F,, y B es acotado en
F,[Sy) ie, F X1 =1lim F,[S,,] es regular.

Demostracion: (i) = (ii) Si F[ Ji] es localmente completo y B C F[J0] es
acotado entonces A = I_p B es un p-disco de Banach por el corolario 1.5. La
prueba se razona igual que el corolario 1.3 de [2] utilizando las proposiciones 23 y
24, el corolario 1.22 y el teorema 1.1.11 de [15].

(i) => (i) Consecuencia inmediata de que S, y J, inducen en cada 2/ pAn
la misma topologia.

(iif) = (i) Se obtiene facilmente utilizando la completitud de cada F,[S,],
prop. 24

Q.ED.

El corolario anterior es la extensién de la bien conocida caracterizacién de
los espacios (LF) localmente completos. La proposicién 24 y su corolario han
sido obtenidos en el caso p =1 por el autor en [2]. Estos resultados junto con la
proposicién 23 suministran el soporte técnico necesario para desarrollar en el
contexto que hemos estudiado aqui gran parte de los contenidos de [2].

7.— EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS

En este tltimo epigrafe damos distintos ejemplos y contracjemplos que
ponen de manifiesto el comportamiento de las clases de espacios estudiadas, y
que muestran que los resultados que hemos establecido extienden propiamente
otros ya conocidos.

Para 0 < p < 1, & es el espacio vectorial de todas las sucesiones (ay)en K
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tales que I (a,) Iy = b3 la,IP < + oo dotado de su topologia ordinaria :I:p
n=1

asociada la p-norma | 1 P

Empezaremos con la nocién de tonelacién. Si A; y A, son dos subconjun-
tos de (0, 1] tales que inf A; < inf A,, entonces todo espacio estrictamente
A; -tonelado es estrictamente A,-tonelado, siendo en general estas clases distin-
tas como vamos a ver. En [13] y [17] se encuentra la siguiente definicién: Un
EVT E es Baire p-convexo, 0 < p < 1, si dada una sucesion (A,,) de subconjuntos
p-convexos y cerrados de E, que cubren E, existe m ¢ IN tal que A,, tiene punto
interior en E. Es un sencillo ejercicio probar que todo espacio Baire p-convexo es
estrictamente p-tonelado.

EJEMPLO 25. Un espacio estrictamente p-tonelado que no es estrictamente
q-tonelado 0<q<p<1.

En el caso p=1en[17, p. 281]y en el caso p <1 en [13], se ha probado que £4
dotado de la topologia inducida por :I:p es un espacio Baire p-convexo. En parti-
cular R4[J;,] es estrictamente p-tonelado. Veamos ahora que L4[JL,] no es es-
trictamente q-tonelado. Si lo fuera, como la aplicacién identidad id:
29X, ] — 29[ L] tiene grifica cerrada y 23[J, ] es cuasi-LgB, el teorema 18
nos daria que id es continua. Asi :Ilq deberfa coincidir con la topologia inducida
por 5, en 29, Io cual es absurdo puesto que &, no es localmente p-convexa. ®
De la proposicion 11 de [18] se obtiene que un EVT E es totaimente A-to-
nelado si, y s6lo si, para cada red subespacios { E 'mk} en E, existe
a=(r,) e NN tal que:
6] m es de codimensién finitaen E,n=1, 2, ...
(if) Paracadane IN,si D C Ei'lrz. _ . es un conjunto absorbente, cerrado y
absolutamente A-convexo, entonces D es entorno del origen en Erl Iy,

mll'l:lz. -

..[n

Procediendo como en [19, proposicién 17] se puede establecer la siguiente:

PROPOSICION 26. Si E es totalmente A-tonelado, entonces E es estrictamente
A-tonelado.

EJEMPLO 27. Un espacio estrictamente A-tonelado que no es totalmente A-to-
nelado.

En [18, theorem 5], M. Valdivia construye un espacio E localmente convexo
metrizable que es totalmente ultratonelado y no es no ordenado Baire-like. Pro-
cediendo como en [20, corollary 8.1] podemos determinar una sucesion (H,) de
hiperplanos cerrados de E que cubren. Si F es un espacio de Fréchet de dimen-
si6n infinita, entonces para cada n ¢ IN, G, =H,, ® F es un subespacio cerrado
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de E ® ; F de codimensién infinita y se tiene U{G,: ne N} =E ® F, [20,
theorem 8]. E es totalmente A-tonelado para todo A C (0, 1], y asf en particular
es estrictamente A-tonelado por la proposicién anterior. Por la proposicién 16,
E ® 1 F es estrictamente A-tonelado para todo A C (0, 1], y por las considera-
ciones anteriores no es totalmente A-tonelado para ningn A C (0,1]. n

El comportamiento de las clases de espacios cuasi-LAB es el inverso al de las
clases de espacios estrictamente A-tonelados: Si A; y A, son dos conjuntos de
(0, 1] tales que inf A; > inf A, entonces todo espacio cuasi-LAl.B es cuasi-
L A2B, siendo en general estas clases distintas. Un ejemplo bastante sencillo de
separacién de clases nos lo dan los espacios 22,0 < q<1 : Qq[:I:q] es un espacio
cuasi-LgB puesto que es un g-Banach. Al ser un espacio de Baire, el corolario
1.18 nos da que !Zq[:I:q] no puede ser cuasi-LpB para ningn p tal que q<p <1,
puesto que en caso de serlo Qq[mq] serfa localmente p-convexo, lo cual es absur-
do. Profundizamos un poco en este ejemplo:

EJEMPLO 28. Un espacio cuasi-LqB para todo q < p que no es cuasi-LpB,
0<p<l

Sea (py,) una sucesién estrictamente creciente en (0, p) con lim p, =p, y de-

n
(= <] -
finamos P~ = U1 2Pn. Consideremos el limite inductivo & [X] =
n=

lim £Pn[ :I'Pn] en la categoria de los EVT. El espacio 2 | JG ] nos proporciona e
ejemplo que estamos buscando.

A) P .'.I:] es localmente q-convexo y cuasi-LqB para todo q < p.
Dado 0 < q < p, existe k e IN tal que q < p, sin > k. como & [L] =
lim !an[:I: ], la proposicién 6.6.(9) de [10] y la proposicién 12.(c) nos dan
neflﬁectwamente que 2 [ &G ] es localmente g-convexo y cuasi-LgB.

B) L os acotados de %[ 3] son los acotados localizados.
Si BPn es la p,-bola unidad cerrada de (2Fn, | "Pn)’ entonces Bpn es cerrada

en QP[-'.I: ]. Asi, si U es la topologia vectorial mds fina que induce en cada Bpn

la misma que :I: el teorema 1.1.11 de [15] nos da que los conjuntos acotados
de 22U son los contenidos en algiin homotético de un cierto B,_. Como
W< L, A C P[] es acotado si, y sélo si existe n € ]N "tal que
AC®Pn[L p, ) es acotado en este espacio.

C) [ L] no es localmente p-convexo.

Para cada n e IN sea e, el n-ésimo vector coordenado de £;. Si &° [ L] fuera
localmente p-convexo, el conjunto A = I_ { =1,2,...} serfaacotado en
2P7[ L]. Por el apartado anterior existe m € ]N tal que A C lem[ :I; ] es aco-
tado en este espacio. Utilizando que p,,, < p es fécil ver que A no es algotado en
Pmj :I;Pm] y asf llegamos a un absurdo.
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D) [ X1 no es cuasi-LpB.

Si q < p, entonces 21 C ¢P~ C 2P siendo 22 denso en 2P[ L0 p]- Por el ejemplo
25, 91 L ] es estrictamente p-tonelado y asf la proposicién 14 (ii) nos da que
QP [:I: ] es también estrictamente p-tonelado. De otra parte, la aplicacién iden-
tidad 1d LN o) 2P[ ] tiene grifica cerrada ya que L, <LengPr
Si P 1L ] fuese cuasi-LpB, el teorema 18 nos darfa que :I:<:1‘, en 2P siendo
por tanto J localmente p-convexa y llegando asi a una contradxccmn con el
apartado anterior.

EJEMPLO 29. Un espacio cuasi-LAB, A = (0, 1], que no es cuasi-LpB para
ningun p € (0, 1]. Una aplicacién del corolario 1.18 es suficiente para garantizar
que cualquier F-espacio localmente A-convexo, A =(0, 1'], que no sea localmente
p-convexo para ningiin p € (0, 1] proporciona un tal ejemplo — para un ejemplo
concreto tomar (p,,) una sucesion decreciente en (0, 1] tal que lirrln p, =0y con-

siderar F = H san[III ]

n=1
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