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ABSTRACT

In this paper we study, for a given topological space the category base of the
regular open sets. We apply the results to the study the Lebesgue’s density topo-
logy in R.

En el afio 1977 J.C. Morgan II definié el concepto de categoria-base el cual
es una generalizacién del concepto de topologfa. A partir de aqui el autor ha
desarrollado una teoria abstracta de categorfa de Baire cuya consecuencia mas
importante es unificar algunas de las analogias observadas entre los conjuntos
medibles y los conjuntos con la propiedad de Baire.

En este articulo estudiamos en concreto la categoria-base de los abiertos
regulares de un espacio topol6gico y aplicamos los resultados obtenidos a la to-
pologia de la densidad de Lebesgue en IR.

1. INTRODUCCION

En esta seccién recordaremos algunas definiciones y teoremas establecidos
en (4).

Definicion. Un par (X, ), donde £ es una familia no vacia de subconjuntos de
X, es llamada una categoria-base si los conjuntos no vacios en 2, llamados regio-
nes satisfacen los siguientes axiomas:
1. Cada punto de X pertenece a alguna regién.
2. Sea A una regién y sea w cualquier familia no vacia de regiones disjuntas la
cual tiene potencia menor que la de 2. Entonces
(a) Si A N (U w) contiene una regién puedo afirmar que existe D e w tal
que A N D contiene una regién.
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(b) Si A N (VU w) no contiene ninguna regién, entonces existe una regién B
contenida en A la cual es disjunta con cada regi6n en w.
Respecto de una categorfa-base dada (X, §2) vamos a definir los conceptos
de categorfa de Baire generalizada para subconjuntos de X.

Definicion. Un conjunto és singular si cada regién contiene una subregion disjun-
ta con él. Una unién numerable de conjuntos singulares es llamada un conjunto
magro. Un conjunto que no es magro es llamado un conjunto abundante.

Notgcion. La familia de todos los conjuntos magros respecto de una categoria-
base dada (X, Q) serd denotada por S ().

Teorema. La familia de todos los conjuntos singulares forma un ideal y 1a familia
de todos los conjuntos magros un o-ideal.

Definicién. Un conjunto S tiene la propiedad de Baire si cada regién A tiene una
subregién en la cual o S 0 X-S es un conjunto magro.

Notacion. La familia de todos los conjuntos con la propiedad de Baire respecto
de una categoria-base dada (X, €2) serd denotada por P (Q).

Teorema. Los conjuntos que tienen la propiedad de Baire forman un o-4lgebra el
cual contiene a todas las regiones y a todos los conjuntos magros.

Definicion. Dos categorias-base (X, ) y (X, Z) son llamadas equivalentes si
tienen los mismos conjuntos magros y los mismos conjuntos con la propiedad de
Baire.

2. LA CATEGORIA-BASE DE LOS ABIERTO REGULARES DE UN ESPACIO TOPO-
LOGICO

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea R(X) la familia de todos los abiertos
regulares de X, esto es, R(X) es la familia de todos los abiertos que coinciden con
el interior de su clausura.

Proposicion 2.1. R(X) es una categoria-base
Nuestro objetivo serd ahora estudiar su relacion con la categorfa-base (X, T).

Proposicion 2.2, Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea R(X) la familia de los
abiertos regulares de X. Entonces
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HREX) S Mo (T)
BERENE BT

Ademis si M (R(X)) = Ms(T), entonces B (R(X))= B(T).
Demostracion:

Sea A un conjunto R(X)-singular.

Entonces para cada abierto regular G, existe un subconjunto abierto regular H
cuya interseccién con A es vacia. '

Supongamos que A no es T-singular. Entonces debe existir un abierto U tal
que todo subconjunto abierto V de U corta a A.

Dado el abierto U en virtud de (5, Th 4,5) debe existir un abierto regular H
y un conjunto raro N de forma que pueda escribirse U =H—N.

Dado el abierto regular H existe un subconjunto H' también abierto regular
y disjunto con A.

Puesto que cada subconjunto abierto de U debe cortar a A, ha de ser H un
subconjunto de N, pues en otro caso H NU C Uy (H' NU) N A =0, lo que no
puede suceder.

Obtengo pues que H' es un subconjunto del conjunto raro N, lo cual es
absurdo. Asi A ha de ser T-singular.

Si ahora A es magro en R(X) resulta que debe poder expresarse como una
unién numerable de conjuntos R(X)-singulares. Todos estos conjuntos serin
también T-singulares, y por tanto A es magro en T. Sigue que.M:(_R(X))Q.A(,(T).

Sea ahora A un _conjunto que tiene la propiedad de Baire para R(X). Entonces
para cada abierto regular G debe existir un subconjunto abierto regular H tal que
HN A oHN A° es magro en R(X), y por tanto en T.

Dado cualquier abierto G, existe un abierto regular H que lo contiene y que
difiere de él en un conjunto raro.

Dado el abierto regular H, debe existir otro abierto regular H' contenido en
ély tal que H' N A o H' N A° es un conjunto magro en T.

De los dos tltimos resultados sigue que, dado el abierto G, puedo considerar
el abierto H' N G que es un subconjunto de G talque (H' NG)NAo(H'NG) N
N A® es magro en T. (Observa que H' N G no es vacio pues en ese caso H' estarfa
contenido en un conjunto raro, lo que no puede suceder). Sigue que A tiene la
propiedad de Baire respecto de T.

Supongamos ahora que los conjuntos magros en R(X) y en T coinciden.

Sea A un conjunto que tiene la propiedad de Baire para T. Entonces para
cada abierto G existe un subconjunto abierto G’ tal que G' N A o G' N A es
magro en T, y por tanto en R(X) segiin nuestra hiptesis.

Dado en particular un abierto regular G, existird un abierto G’ contenido en
él tal que G' N A 0 G’ N A° es magro en T, y por tanto en R(X).
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Dado el abierto G', existe un abjerto regular H que difiere de él en un con-
junto raro. Por tanto H N G es un abierto regular contenido en G y que difiere
de G’ en un conjunto raro. Asi (HNG)N Ao (HN G)NA® esmagroen T,y
por tanto en R(X).

Hemos probado pues que para todo abierto regular G existe un subconjunto
abjerto regular V tal que V N A o V N A° es un conjunto magro en R(X). Sigue
que A tiene la propiedad de Baire respecto de R(X).

Con esto hemos obtenido que P (T) S P (R(X)) y como la otra inclusién ya
se tenia de la primera parte de la proposicién, sigue la igualdad. #

Nota: Este hecho no se da desde luego en general en el caso de tener dos topolo-
gias una mds fina que otra.

Contraejemplo: En el conjunto de los n? reales consideramos una topologia que
cumpla la siguiente condicién: los conjuntos magros para esta topologia son los
que tienen medida de Lebesgue nula y los conjuntos que tienen la propiedad de
Baire para la topologia son los medibles Lebesgue.

Una topologfa de este tipo puede efectivamente construirse en IR (6, cap 22)
y ademds resulta ser mds fina que la topologia euclidea. Sin embargo, hay con-
juntos magros en la topologia euclidea que no lo son en esta topologia, esto es,
que no tienen medida de Lebesgue nula. En efecto, es conocido (Th.1.6 de (6))
que IR puede escribirse como la unién de un conjunto magro para la topologia
euclidea y uno de medida nula. Dicho conjunto magro, pues, no puede tener
medida nula, y por tanto no serd magro en la topologia considerada.

Tampoco la segunda parte de la proposicién es cierta entre dos topologias.

Contraejemplo: Consideremos sobre un espacio X las topologias trivial y discre-
ta. Respecto de ambas el tinico conjunto magro es el vacio, Sin embargo mientras
que para la primera el inico conjunto con la propiedad de Baire es el vacio, para
la segunda todos los subconjuntos de X tienen la propiedad de Baire.

Colorario 2.1. (X, T) es equivalente a (X, R(X)) si y s6lo si tienen los mismos
conjuntos magros.

Proposicion 2.3. (X, T) es equivalente a (X, R(X)) si y s6lo si cada abierto de la
topologia contiene un abierto regular.

Demostracion:

Supongamos que (X, T) es equivalente a (X, R(X)) y, sin embargo existe un
abierto V que no contiene ningin abierto regular.

Por ser V abierto, debe existir un abierto regular H de forma que pueda
escribirse V=H — N, donde N es raro.
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Asi H—V C N, y por tanto H — V ha de ser un conjunto singular en (X, T).

Como (X, T) y (X, R(X)) son equivalentes, ha de ser H — V singular también
en R(X). Sin embargo, dado el abierto regular H no hay ningtin abierto regular
contenido en €l y disjunto con H — V, pues si lo hubiera habria de estar conte-
nidoenV, ,
Asi resulta que (X, T) no es equivalente a (X, R(X)), y hemos llegado a contra-
diccién.

Veamos el reciproco. Supongamos que dado cualquier abierto V existe un
abierto regular H contenido en éL

Para probar que (X, T) es equivalénte a (X, R(X)), en virtud del corolario
anterior basta ver que coinciden los conjuntos magros en ambas categorias-base y
para ello, en virtud de la proposicién (2.2), basta demostrar que G (T) SHRX))
puesto que la otra inclusién se tiene siempre.

Sea pues A un conjunto T-singular. Entonces para cada abierto H existe un
subconjunto abierto V disjunto con A.

Dado el abierto regular G, existird un subconjunto abierto V contenido en G
y disjunto con A.

Dado el abierto V debe existir un abierto regular H contenido en él.

De estas dos 1ltimas afirmaciones sigue que dado el abierto regular G, existe
otro abierto regular H contenido en €1 y disjunto con A.

Se tiene asi que A es R(X)-singular.

Sea ahora A un conjunto T-magro. Entonces A puede escribirse como una
unién numerable de conjuntos T-singulares, que por lo anterior serdin también
R(X)-singulares. Sigue asi que A debe ser R(X)-magro. #

Nota: Topologias que cumplan la condicién exigida en esta proposicién hay
muchas. En concreto la topologia euclidea de R o de cualquier IR" la cumple.
Mds aln, los espacios Hlamados semirregulares (8, cap 5, pag 98), esto es, que
poseen una base de la topologia formada por abiertos regulares cumplen con
exceso esta condicion. Estos espacios verifican las dos condiciones siguientes:
1. Todo espacio regular es semirregular
2. Todo espacio puede ser sumergido en un espacio semirregular.

Por tanto todo espacio regular estd en las condiciones de la proposicién 2.3,
y todo espacio topolégico puede ser sumergido en uno que cumpla la condicién
de la proposicion.

3. TOPOLOGIA ASOCIADA A LA CATEGORIA-BASE DE LOS ABIERTOS REGU-
LARES

Ya hemos dicho que Morgan II utilizando la nocién de categoria-base, la
cual sabemos es una generalizacién de la nocién de topologia, ha conseguido de-
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sarrollar una teoria general en la cual las analogfas entre la medida de Lebesgue
y la categoria de Baire pueden ser unificadas.

El siguiente problema planteado por este autor fue el de asociar a cada cate-
gorfa-base una topologia. Este problema fue abordado en (5) de la forma que re-
sefiamos a continuacién:

Dada una categoria-base (X, £2) Morgan II define el conjunto derivado de un
conjunto A como el conjunto D(A) de todos los puntos de X en los cuales A es
localmente abundante. Esto es, un punto x pertenece a D(A) si y sélo si existe
una regién B conteniendo a x tal que cada subregién C de B que contenga a x
cumple que C N A es un conjunto abundante.

Si llamo conjunto cerrado a todo aquel que contiene a su conjunto derivado,
se verifica que la familia F de todos los conjuntos cerrados cumple las propieda-
des necesarias para ser una familia de cerrados de una topologfa.

Portanto, sillamo conjunto abierto al complemento de un conjunto cerrado,
obtendré que la familia 2* formada por todos los conjuntos abiertos es una to-
pologia. A dicha topologia Morgan II la llama topologia bésica asociada a la cate-
goria-base (X, £2).

Asi pues Morgan II consigue asociar a cada categoria-base una topologia ala
que llama bdsica. Sin embargo, dicha topologia no es en general equivalente a la
categoria-base de la que parte. Mds atin, ni siquiera en el caso de que la categorfa-
base sea una topologia se obtiene que la topologia bésica sea equivalente a ella.
Esto muestra los graves inconvenientes de esta topologia.

Vamos a estudiar ahora la relacién que existe entre las topologias basicas
asociadas a la categoria-base de los abiertos regulares y a la topologia del espacio.

Proposicion 3.1. Si cada abierto de la topologia contiene un abierto regular,
entonces las topologias bésicas asociadas a (X, T) y (X, R(X)) coinciden.

Nota: En virtud de la proposicién 2.3 un enunciado equivalente de 3.1 serfa: Si
(X, T) es equivalente a (X, R(X)), entonces T* = R(X)*, es decir las topologias
bdsicas coinciden.
Demostracion:

Basta ver que para cada subconjunto A de X se tiene

Dg (x) (A) =Dy (A).

Sea x un punto de Dy ) (A). Entonces existe un abierto regular G que

contiene a X, tal que cualquier abierto regular V contenido en €1y que contiene a
X, corta a A en un conjunto abundante.
Veamos que dado. cualquier abierto H que contiene a x y que estd contenido
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en G, puedo encontrar un abierto regular W contenido en G, conteniendo a x, y
tal que H puede escribirse en la forma H=W — N, donde N es raro.

En efecto:

Dado el abierto H, existe un abierto regular U que contiene a H y tal qué
H=U - N, con N raro.

Considero el conjunto U N G que es un abierto regular que contiene a X y
tal que H=(U N G) — N. Por tanto basta tomarW=UNG.

Se verifica que W N A es abundante. Ademds H N A difiere de W N A en un
conjunto singular. Sigue que H N A es abundante, y por tanto xeD.(A).

Veamos el reciproco. Supongamos que X es un punto de D(A). Esto signi-
fica que existe un abierto H que contiene a x tal que cualquier subconjunto
abierto que contiene a x corta a A en un conjunto abundante.

Dado el abierto H, existe un abierto regular W que contiene a x y H, y tal
que H y W difieren en un conjunto raro.

Sea G un abierto regular contenido en W y que contiene a x. Se verifica que
G contiene a G N H, x pertenecea G N H que estd contenidoen Hy (GNH) N A
es un conjunto abundante. De todo esto sigue que G N A es un conjunto abun-
dante, y por tanto x pertenece a Dp X (A). #

Nota: Veamos que la condicién que hemos impuesto en la proposicion es esencial.

Contraejemplo:

Sea la categorfa-base (X, T) donde X es el conjunto de los nimeros naturales
y T es la topologia confinita sobre dicho conjunto.

Es facil ver que la topologia bésica asociada a esta categoria-base es la topo-
logia discreta. Veamos ahora cuales son los abiertos regulares de esta topologia.

Se verifica que para cada subconjunto A de X

A si X—A es finito
int (A) =
® si X—A no es finito
A si A es finito
A=
X si A no es finito

Por tanto R(X) = { 0, X} y (X, R(X)) es la topologfa trivial cuya topologia
bdsica asociada es la propia topologia trivial como facilmente puede mostrarse
(es inmediato que para cada A no vacio D(A) =X).
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Hemos visto pues un ejemplo de un espacio topolégico en el que no se
cumple la condicién exigida en 3.1 y en el cual las topologias basicas asociadas a
X, T) y a (X, R(X)) no s6lo son distintas, sino que son la mds fina y la menos
fina respectivamente que pueden definirse sobre cualquier espacio.

Norta: Veamos ahora que la proposicién 3.1 no puede generalizarse al caso de dos
categorias-base cualesquiera.

Contraejemplo:

Hemos de encontrar dos categorias-base equivalentes que tengan asociadas
topologias bdsicas distintas. Son las siguientes:

Sea (X, M, m) un espacio de medida o-finito, completo y no atémico. Sea
2 la familia de todos los conjuntos de medida positiva. Los conjuntos magros
coinciden con los conjuntos de medida nula y los conjuntos que tienen la pro-
piedad de Baire coinciden con los medibles. Puede mostrarse facilmente que cada
conjunto S de medida exterior positiva cumple D(S) = X. Esto implica que la
topologfa bdsica £2* estd formada tnicamente por @, X y todos los conjuntos
cuyo complemento tiene medida cero.

En particular el espacio de medida de Lebesgue sobre el conjunto de los ni-
meros reales esta en las condiciones del ejemplo anterior.

Consideremos ahora sobre el espacio de medida (IR, M, m) la categorfa-base @
formada por todos los conjuntos cerrados que tienen medida de Lebesgue posi-
tiva en cada entorno de cada uno de sus puntos. Los conjuntos magros en esta
categorfa-base coinciden con los de medida de Lebesgue cero, y los que tienen
la propiedad de Baire con los medibles Lebesgue. Morgan II ha probado en (5)
que la topologia bdsica ©®* estd formada por todos los conjuntos de la forma
G-N, donde G es un abijerto en la topologia euclidea y N es un conjunto de
medida de Lebesgue cero.

Hemos encontrado pues dos categorfas-base (X, £2) y (X, ©) que son equiva-
lentes pero que tienen asociadas topologias bdsicas distintas.

4. EJEMPLO: LA TOPOLOGIA DE DENSIDAD DE LEBESGUE

Sea (X, M, m) un espacio de medida. Por definicién una densidad inferior
para m serd una aplicacién

d: M

que cumple las siguientes propiedades:
1) ®(A)VA
2) SiA ~vB,entonces ® (A) =P (B)
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3) 2@M=0,2 (X=X

4) d(ANB)=® (A)ND(B)
donde A ~ B cuando la medida de la diferencia simétrica entre A y B es nula.

D. Maharam ha probado en (3) que sobre €l o-dlgebra de los conjuntos medi-
bles de cualquier espacio de medida finito y completo puede definirse siempre
una tal aplicacién.

Esta aplicacién & permite definir, siempre que exista, aunque el espacio de
medida no sea finito, una topologia a la que llamamos de densidad, dada por

Td={® (A)—N: AeM,Ne N’} N ={AeM: m(A)=0}

Respecto de esta topologia, los conjuntos que tienen la propiedad de Baire
son los conjuntos medibles, y los conjuntos de primera categoria son los de me-
dida nula. Tiene evidente interés esta topologia desde el punto de vista de la
teoria de categorias-base, puesto que la consecuencia mds importante de ésta es
la unificacién de ciertas analogias que habian sido observadas entre los conjuntos
medibles y los que tienen la propiedad de Baire. La topologia de densidad ha
sido particularmente estudiada por A. y C. Tonescu Tulcea en (2, Cap. V).

La topologia de densidad mds conocida y que ha sido estudiada mds abun-
dantemente es la de Lebesgue. Es la que se obtiene definiendo sobre el espacio
de medida de Lebesgue (IR, M, m) la densidad inferior ® definida en (6, pig. 16
y 90). Las propiedades de esta topologia han sido estudiadas abundantemente en
(1, 6 y 7). Se verifica en particular que esta topologfa es semirregular y su familia
de abiertos regulares es R(Td) = {® (A) : AeM }.

Del hecho de ser el espacio semirregular sigue que las topologias bésicas aso-
ciadas a Td y a R(Td) coinciden, En general, como ya hemos indicado, no tienen
porqué coincidir con la propia topologia del espacio. Veamos en este caso que
topologia es Td*.

Se verifica que
xeDTd (A) sii cada abierto de la topologia de densidad que contenga a x, corta a

A en un conjunto abundante en dicha topologia de densidad.

Esta Gltima afirmacién es equivalente a la siguiente:
Cada abierto de la topologia de densidad que contenga a x corta a A en un con-
junto que no es de medida nula.

A su vez esta afirmacion es equivalente a esta otra:
Cada abierto regular de la topologia de densidad que contenga a x cortaa A en
un conjunto que no es de medida nula.

Veamos ahora como es el conjunto derivado en la topologia de densidad:
xede (A) (x es punto de acumulacién de A en Td) sii cualquier abierto de la

topologia de densidad que contengaa x cortaa A— {x}.
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Esta afirmacion es equivalente a la siguiente:
Cada abierto regular de la topologia de densidad que contenga a x cortaa A en
un conjunto que no tiene medida nula. :

En efecto:

Supongamos que cualquier abierto de la topologia de densidad que contenga
a x corta a A— {x}, pero existe un abierto regular ® (C) que contiene a x y que
corta a A en un conjunto de medida nula N.

Considero entonces el abierto de la topologfa de densidad ® (C) — (N — {x}),
que contiene a x y que es disjunto con A — {x} , lo cual no puede suceder.

El reciproco se prueba inmediatamente.

Por tanto, cada subconjunto A de X verifica

Drq (A)=dp4 (A)

y asi la topologia de densidad en IR coincide con su topologia bdsica Td*, por lo
que se deduce.

Corolario 4.1. La topologia de densidad en R (o en R™) coincide con la topo-
logia bdsica asociada a la categoria-base R(Td) y con la topologia bdsica asociada
a la propia topologia de densidad.
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