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SOBRE LA TOPOLOGIA DEBIL EN COMPONENTES DEL IDEAL
DE LOS OPERADORES p-COMPACTOS DE SAPHAR, CON 1<p <

Maria José Rivera Ortun*

ABSTRACL. We present, in this paper some results on Lhe weak
topology in components of the Saphar’s p compact operators ideals,
when these spaces are not necessarily ¢, tensor products. We study
the dual space, the weak convergence, the weak compactness and
related questions.

Introduceion

Ll ideal inyectivo asociado al ideal de los operadores p nucleares entre espacios de
Banach (V,, n,), aparece en la literatura con dos nombres: Pearsson y Pictsch [7] lo
denominan el ideal de los operadores quasi -p-nucleares (QN),, qn,) y Saphar [13] el
ideal de los operadores p-compactos (K, k). Nosotros usaremos la nomenclatura de
Saphar, y cabe sefalar que Ko coincide con el ideal de los operadores compactos,
cominmente denotado por K.

El propdsito de esta nota es considerar of siguicute problema propuesto por W.
Ruess ([11], prob. 6.5, pdg. 74): “To what extend can geometrie and topological
properties of particular operator spaces other than K(X,Y), ..., be recovered from
those of the lacior spaces X and ¥ and {heir duals?”. Nuestro objetivo es dar algunas
aportaciones a esta cuestion cuando los cepacios de operadores son componentes de
Ky, | <p< .
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Notaciones, definiciones y consideraciones proevias

Denotaremos (B), (AP), (AP,) y (RN) a las clases de todos los espacios de Banach,
espacios de Banach que verifican la propiedad de aproximacién, espacios de Banach
que poseen la propicdad de aproximacion de orden p y espacios de Banach que sa-
tisfacen la propiedad de Radon-Nikodym, respectivamente. Si £ € (13), denotaremos
por It a su espacio de Banach dual. Usaremos definiciones standard de ideales de
operadores y normas como en [8] y de tensor-normas como en []. Por (W, ||-]1), (Sp, sp)
¢ (Ip,ip) denotarcmos a los ideales de los operadores débilinente compactos, absolu-
tamente p sumantes y p-integrables, respectivamente. Definiciones y propiedades de
las tensor-normas g, v ¢, pueden encontrarse en [12] y [L3].

Resultados relerentes a los problemas que nos proponemos abordar son los obte-
nidos en [5] (completitud débil sncesional) y en [9] (completitud débil, compacidad
débil y otras cuestiones relacionadas con ellas), siempre en el caso en que K, (I, F) =
E'®c, I (esto sucede por ejemplo si £ o I € (AP), ver[7), o si E” € (AP,), ver
13]). Nosotros cstamos inleresados en estudiar algunas propiedades de la topologia
débil de Kp(F, F) en un caso en que ésle no coincide necesariamente con E'@EPI".
Finalmente por [12] sabemos que para cualquier par de espacios de Banach E y
FoSy(EY, 1Y = (F"ﬁﬁlgy,E")’. Como ademas Kp(E, I') puede considerarse corno
subespacio lincal y normado de Sp(E”, k") (ver [13]), por dualidad la aplicacién V
de ]"’t{i)yp, B en (Kp(E", F")) definida de modo que

(V(v), T) = tr(1"v), vEI'&y E", T € Kp(L, F),

es lincal y conlinua con norma no supcerior a uno.

1. Sobre el dual de K,(E, F)

Proposicion 1. Sean F, ' € (B) tales que I sca subespacio lineal y normado de un
espacio de Banach G tal que G € (AP) y (7 € (RN). Entonces V es una aplicacion
cociente.

Demostracion. Denotamos por j a la inyeccion natural de I en . Por [13] la
aplicacion
Q: Kp(l ) = K, (I, G) = 1& G
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tal que Q(T) = j T es una isometria, por lo que
Q' : (E'€,G) — (Kp(E, F))
es una aplicacién cociente. Ahora bien por [13] sabemos que (E£'®,,G)’ = I/(G, E"),
e Ip(G, E") = Npi (G, E") puesto que G’ € (RN).
Sea el diagrama:

o By o
Gy, " =2 Np(G, E")

Jj’fl:fl lgn lQ'

F'égu " 2 (Ky(E, F)Y

donde Bpr es la aplicacién tal que si u € C:"Q's‘,_,,p, E" con representacion

=Y gi®af,
i

entonces

By(u) = Z(q; SE

ver [13]. Es facil probar que V(i’'®lpn) = Q' By, luego V es sobre. Sca
S € (Kp(I:, 1), Como Q' es aplicacién cociente, dado € > 0 existe T, € Np/(G, E")
tal que

15> npe(12) — /2

con Q'(T:) = S. Como By es aplicacién cociente, existe up, € G"éﬁ‘;gp, " tal que
np(10) > gpe(ur,) — /2,
con B3,/(ur,) = 1;. De ahi que tengamos
S =Q Bylur,) = V{'& L) ur,),

con
IIS1] > gpr(ur,) —e.
Sea

"

vr, = (J'& Lpgn)(wr, ) € 1'% B
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Como ||j'&1gn|| < 1, gpr(ur,) > gpe(vr,), de donde
ISIl > inf{gp(v), v € F'®y ,E” : V(v) = 8} —e.

Como esto sucede para todo € y como a su vez ||V]] < 1, entonces

B

: o G -1/
| = inf{gp(v), vE F ®y, 8" 1 V(v) = s},
y por tanto V es una aplicacion cociente.
Nota. De entre los cjemplos de espacios I' que verifican las hipétesis de la Proposi-
cion 1, destacariamos a todos los subespacios de £,, 1 < ¢ < o0, especialmente
para ¢ # 2 a aquellos que no verifican la propiedad de aproximacién como sabemos
que existen segin los ejemplos de Davie [1], Figiel-Pelezyriski [3] y Kwapien [6] para

2 < q < ooy Szankowski [14] para 1 < ¢ < 2, puesto que para ellos K,(¥,F) no
coincide necesariamente con '®, o

Una vez caracterizado el dual de K, (&, I) en las condiciones de la Proposicién 1,
cs inmediata la signiente caracterizacion de su convergencia débil (ver en [2]) idéntico
argumento para espacios de operadores compactos).

Proposicién 2. Sean FE, F € (B) tales que I verifica las condiciones de la Proposi-
cion 1, y sca {I,, a € A} una red acotada en Kp(IZ,F). Entonces las siguicnies
condiciones son cquivalenties:

al) {1,, a € A} converge débilmente acero.

a?) {{(U7(x"),y), a€ A} — 0, para todo 2" € K, y € I'".

Y también son equivalentes:

bl) {7Ta, a € A} es débilmente de Cauchy.

b2) {(17(2"),¥'), a € A} es convergentc para lodo 2" € 1", y' € .

Utilizaremos esta caracterizacion de la convergencia débil para estudiar algunas
propiedades de la topologia débil.

2. Reflexividad y compacidad débil en K,(F, I7)

Proposicién 3. Con las condiciones de la Proposicion 1, Kp(F, I?) es reflexivo si y
solo si Iv vy F' son reflexivos.

Demostracion. Si Kp(£2, I') es reflexivo taibién lo serd su subespacio lincal norinado
y cerrado B/,

o F ¥y por tanto Iy IV serdn reflexivos. Reciprocamente, si E'y I7 son
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reflexivos, por [13] K,(E,F) = Sp(E, F). Entonces
V' (Kp(E,F)Y' — (F&, , EY = Sp(E, F) = Kp(F, F)

¢s una isometria a puesto que V es una aplicacion cociente, y adeinds es sobre ya que
VI(T) =T, luego (Kp(E, F))" = Kp(k, F).

De la Proposicién 3 se deduce facilinenie:

Corolario 1. Si E y I son espacios de Banach reflexivos tales que F verifica las
condiciones de la Proposicion 1, entonces

Sp(l. F) = E'&. F.

Demostracion. La prueba es inmediata si tenemos en cuentla que en estas condiciones
Sp(Is, I') cs reflexivo y en [I13] se prucba que esto sucede si y sélo si coincide con
E ébtpl". Fs de destacar que para ello no herios precisado directamente sobre F, E’
o F' ninguna propicdad de aproximacion.

Proposicidn 4. Scan E, I € (B) tales que I¥ verifica las condiciones de la Proposi-
cion 1 y de modo que I'' sea a(I, [')-separable, y seca M un conjunto acotado en
Kp(L, F). Entonces M cs condicionalmente débilmente compacto (cdc) si se verifican:
1) {7T"(2"), T€ M} C F (ya que K, C K C W) es relativamente débilmente
compacto (rde), para todo £ € kK",

2) {IT"(y'), T € M} C I es cde, para todo y' € I,

Demostracidn. Sea 1D = {y).¥4,...} un conjunto numerable en I tal que (1)) cs
o(F', F)- denso en . Tisto implica que (D) es denso en F con la topologia de Mackey
p(F', 1), Sea {1,} una sucesién de M. Por 2), {T"(y})} tiene una subsucesién
débilmente de Cauchy {7};(y1)}. ‘También por 2), {7},(¥4)} ticne una subsucesion
débilmente de Cauchy {T5,(y3)}. Procediendo por recurrencia y por el método dia-
gonal {77, (y')} es débilmente de Cauchy para todo y' € F7. Dados 2" € I, 2/ € I,
por 1), para cada ¢ > 0 existe y' € (D) tal que

. LA/ A ’ .
sup (T ("), 2" — y') < /3.
n
También existe ny € N tal que si i, j > ng enlonces

O - 15007 2")] < /8.
Por tanto si i,j > ny,
(T3 = 17E"). ) <
y por la Proposicion 2 {15, } s débilmenie de Cauchy y subsucesion de {1} lo que
prueba que M es cde.
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Corolario 2. Si E,F € (B), de modo que F sea un espacio reflexivo que verifica las
condiciones de la Proposicién 1 con F' débilmente scparable, entonces £y ¢ Kp(I2, F)
siysélosié, ¢ E'.

Demostracién. La prucba es una consecuencia del resultado de Rosenthal [10]: si
£ ¢ I+, entonces cada sucesién de E' ticne una subsucesion débilmente de Cauchy.

Proposition 5. Sean I, I' € (B3) tales que se verifican las condiciones de la Proposi-
cién 1, y sea M un conjunto acotado de K,(F, I'). Entonces son cquivalentes:

1 {T"(z"), T'€ M} C F c¢s rdc para todo 2" € I.".

2) Cada red ticne una subred débilinente de Cauchy cuya bitraspuesta es con-

vergente en la toplogia débil de operadores de L(E", I7).

Demostracion.
1) — 2): Sca {14, a € A} una red en M. Sca

Pp= [ {1"@&"), TeM}

el

donde la clausura esta tomada en (F,a(F, F')). Por 1) ¥ el teorema de Tijonov P es
un espacio compacto. Como {T”, a € A} puede considerarse como una red en P, sea
p = (yz+) un punto adherente suyo y sca {Tr:’(b), b € B} una subred suya que converge
apen P. Sea §: k" — I tal que S(2") = yz». Es inmediato ver que S € L(E, F)
¥ que {'1'(:’(,,), b € B} converge a S en la topologia débil de operadores de L(E", I).

2) — 1) Es obvio por la propia definicién de topologia débil de operadores en
LR, F).

Como consccuencia de lz, Proposicién 5, oblencmos la siguiente caracterizacion
de la compacidad débil relativa en K, (£, F):

Proposicién 6. Scan I, F € () tales que I' verifica las condiciones de la proposicion
1, y sca M un conjunto acotado en Kp(I2, I'). Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) A es rdc.
b) b1) {1"(2"), T € M} es rdc para todo 2" € 1",

b2) Si denotamos M" = {T", 1" € M} y si R cs un elemento de la clausura
de M" cn la toplogia débil de operadores de L(L".F), entonces existe
T € Ky(I, I') tal que T" = It.

¢) ¢l) = bl).
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c2) {T'(¥'), I'€ M} C E' es rdc para todo y € F'.

¢3) La clausura de M en la topologia débil de operadores de L(I, F) estd con-
tenida en Kp(E, I).

Dermostracion.
a) — b):

bl): Si 2" € I", sea Qqzn : K(E,F) — I con Qzn(1") = T(z"). Como Q,u cs
lineal y acotada, Qpu (M) = {1"("), '€ M} cs rdc en F.

b2): Sea R un clemento de la clausura de M” en la topologia débil de ope-
radores de L(E”, F) y sca una red {T), a € A} de M" que converge a R en dicha
topologia. Lared {1, a € A} es débilmente de Cauchy y por a) converge débilmente a
T € Kp(1,,I). Entonces {1}, a € A} también converge a 7" en la topologia débil
de operadores de LK, F), y como ésta es Hausdorfl 7" = R.

b) — a): Si {T,, a € A} es una red en M, por b1) y la Proposicién 5 tiene
una subred {14, b € 13} tal que la red {'1';'(,,), b € B} converge a R € L(I", F)
en la lopologia débil de operadores. Por b2) existe T' € K,(F, I') tal que T" = R, y
{Tapy, b € B} converge débilmente a 1.

a) — ¢):

c¢l): Ya probado en a) — bl).

c2): Is evidente.

cd): Sea R un clemento de la clausura de A en la topologia débil de operadores
de L(F, F) y sea {1, a € A} una red que converge a R cn esa topologia. Por a)

tiene una subred que converge débilmente a un T € K,(I, F'). Entonces R = Ty por
tanto R € Kp(F. F).

¢) — a): Sea una red en M. Por c1) sca la subred que verifica la condicién 2)
de la Proposicién | a la que denotaremos {1a), b€ B}. Por ¢2). {: ay(¥'), b€ B}
converge a ' € B’ Sea S : ' — L' tal que S(y') = 2'. Se prucba facilinente que
siT = Ryg, entonces 1" = Sy §' = R, lucgo 1" = R, lo que implica que la subred

{Tab), b€ B) converge débilmente a T € K,(I5, F).
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