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UNA NOTA SOBRE LOS ESPACIOS DE SOBOLEY
ANISOTROPOS VECTORIALES LI(E) *

Joaquin Motos and Maria Jesis Planells

ABSTRACT. Let E be a Préchet space and let ' be a finite non:
empty subset of N such that if (o) € I then (3;) € I whenever
0< 3 <ajlorj=1,....n Inthis nole we prove that the vector.
valued anisoiropic Sobolev spaces

INEY = {f el (r)y: D felP(F)fora€el}, 1 <p<ox,

have the approximation property if I has this property.

Sea IM un espacio de Fréchet y sea I' un subeonjunio finito no vacio de N tal que
si (oj) € 1" entonees (35) € I' cuando 0 < 35 < «; para j = 1,...,n. En csta nota
probamos que los espacios de Sobolev anisétropos vectoriales LI(F). 1 < p < oc,
ticnen la propicdad de aproximnacion cuando el espacio I la posce. La prucha esiid
basada en el argumento que L. Schwartz emplea en [9], pp. 9.10. para demostrar
que los espacios de distribuciones escalares. normales y que licnen la propiedad de
aproximacion por truncamiento ¥ regularizacion, poscen la propiedad de aproximacion
estricta.

Los espacios vectoriales que utifizaremos estdn definidos sobre el cuerpo € de
los mimeros complejos.  La palabra espacio signilicard espacio vectorial topoldgico
localimente convexo separado. Si £ es un espacio. denotamos por se(F) ¢l conjunto
de todas las seminormas continuag sobre I Si 17y [ son espacios, Lo(F. ) {resp.
L.(E, 1)) denota el espacio de los operadores lincales continuos de £ en I pro-
visto de la topologia de la convergencia uniforme sobre lodos los subconjuntos finitos
(resp. precompactos) de k7t cuando I = F siiplemente eseribimos Ly(1) (resp.

Le(1)). 1&

 denota la compleccion del producto tensorial inyectivo de los espacios

* Subvencionado parcialmente por la CAICYT, Provecto PBRS 0341
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L'y F. I~ I"signiflica que los espacios £' y I son topoldgicamente isomorfos. Si A
es un conjunto no vacio, 2 denota el producto topoldgico de A copias del espacio

Se dice que el espacio E tiene la propiedad de aproximacién (ver [3], p. 232) si
los operadores lineales continuos de rango finito en E forman un subespacio denso de
L.(E). N denota el conjunto de los enteros no negativos, £2 el espacio de Hilbert de
las sucesiones de nimeros complejos de cuadrado sumable, ¥ s el espacio de Fréchet
nuclear de las sucesiones de niimeros complejos de decrecimiento rapido.

Si L' es un espacio casi-completo, los espacios [uncionales £(F) (I'uncioncs in-
definidamente diferenciables sobre el espacio euclideo B® con valores en F). Dy (&)
(funciones de E(17) cuyo soporte cac en el compacto K). D(&) (unidn de los D (E))
y B(L) (Tunciones de £(1) con derivadas acotadas) estdn provistos de sus topologias
habituales (ver [T}y [8]); como es usual, cuando K —= €, eseribimos £. Pk, Dy B
respectivianente. St £ es un espacio denotamos por D/(F) el espacio de las distribu-
ciones sobre ™ con valores en E. es decir, el espacio L.(D. L) (ver 19]). Si ¢ o5 una
funcion compleja en R v 2 € R”, 7,6 v & seran las funciones definidas por

(rr0)(y) = oy — x), o(y) = o( y). para y € ¥*.

Si £es un espacio de Fréchet ¥ p € [, [, LP(F) denota el conjunto de todas
las funciones medibles Bochner de K™ en &, [, tales que

1/p
1S = ( ) [|f(2)i? (I.l-) < o6

p::lru C:‘l(ll‘l || || € S('( I'-') Provisto de la topologia generada por la familia de seminormas
1 € se( , LP(1)) es un espacio de Fréchel. Ademis. fa aplicacion
Pl

LP(E) — D'(F)

[ — {c.-s — [ #a /’(Jf)(’f}

estd bien definida y es lineal, inyeciiva v continua. Por consiguiente. las funciones de
LY (L) admiten derivadas (débiles o distribucionales) de cnalquier orden. (Ver [2] para
la teoria de integracién de funciones con valores veetoriales y [9]. {10] para la teorfa de
distribuciones con valores vectoriales). Si 17 es un subconjunto finito no vacio de
tal que si (a;) G I entonces (3;) € I cuando 0 < 3; <oy paraj=1,.... n, ¢l egpacio
de Sobolev (anisdtropo) sobre R™ con valores en I (de tipo p.1') s el subespacio
lineal de LP(1)

H

LECE) = {f C LML) D[ e LP(F) paraa C I},
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Con la topologia generada por la familia de seminormas {{] -, : || - I| € se(E)},

donde
1/p
I £llp. = (E uD“fn;;) :

a€l

LE(E) llega a ser un espacio de Fréchet (ver [4] para un analisis detallado de los espa-
cios de Sobolev anisdtropos escalares y [5] para un estudio de diferentes propicdades
de los espacios LI.(I7) cuando ¢l espacio E ¢s un (LT)-estricto).

En el lema que sigue Iv es un espacio de Fréchet v

Doo(l)y={S € E(L) : D[ € L”(&) para todo a € N}, 1<p<oc.

Lema 1. (1) Si0 € D y f € LP(F), la funcién 0  f dada por
041w = [ be-pIwd,  zeR
Rn

estd en E(F), DY(0 % f) = (D0) * [ para todo « € N", y para cada || - || € sc(F) se
verifica

10+ [l < 1S Up 1O]2 )y

(2) Si0eD y f e LP(F) entonces 0 + [ € Dy»(L).

(3) Si(6;)F es una sucesién regularizante en D, es decir, tal que
a) 0; >0,
b)

/“ 0;(z)de = 1,

¢) 0;(x) =0 para |r| > ¢; con ¢; — 0+ cuando j — oo,

entonces (0; * )3 converge a f en LP(F) para cada [ € LP(F).
\VJ 1 8

Prueba. Basta razonar como en el easo escalar, teniendo en cuenta que las funciones
continnas y de soporte compacto de R* en £ forman un subespacio denso de LP(F).

Lema 2. Sea I un espacio y I" un subcespacio de Iv equipado de una topologia
localmente convexa mds fina que la topologia inducida por E. Sien L.(E), | os
adherente a L(IW, I7), y si F ticne la propiedad de aproximacion, entonces IS también
ticne dicha propiedad.

Prucha. Este lema es la Proposicion 2 de [9]. p. 7.
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Teorcema. Sca Id' un espacio de Fréchet y sca T un subconjunto finito no vacio de N™
con la propiedad que hemos indicado anteriormente. Entonces los espacios LL.(E),
1 < p < 20, tienen la propiedad de aproximacion cuando el espacio I posee dicha
propicdad.

Prucba. Demostraremos primero que el espacio LE(L) tiene la propicdad de apro-
ximacién por regularizacién (Schwartz [9], p. 8). Sea n € D. Para cada [ € LL(E),
la funcién 5 * [ estd en Dp»(l) en virtud del lema 1y, por consiguicnte, en L1 F).
Ademads, para cada o € T, se verilica

0+ D) = [ (i) D7 f(w) dy

(—1)lel /n D*(r0)(y) f{y) dy
= (=Dt [ (=nleln (D)) () [ (y) dy

Jrn
= (D) * f(x)
= D*(n* N)(=2), re R

por ello, para cada || - || € sc(L), se tiene

1/p 1/p
lin* Jllpr = (Z” D(n * f)"::) = (Z“'I " D"_[”;:) .

a€l’ ag€l’

Utilizando nuevamente ¢l lema 1 tenemos que

1/p
[« Sl < (Lll “"fl,,lln'.l’,’.lmf-)) = [l ey 11l
el
para cada || - || € sc(L). Fsto demuestra que la aplicacién {y} : LI.(F) — LL(F),
definida por {n}(f) = n* f, ¢s un operador continuo en LE.(F). Sea ahora (7;)7 una
sucesion regularizante en D, Para probar que ({7;})7° converge hacia la identidad I en
L.(L7.(F)) bastard demostrar, temendo en cuenta la tonelacién del espacio L(E)y
(2) p. 187, (2) p- 139 de [3], que ({n; })7® converge hacia la identidad 1 en L, (LR(F)).

Pero esto iiltimo se deduce de que, para cada f € LL(F), se verilica
D+ J) =0y D [— D", o€l
en LP(1) por el punto (3) del lera 1.

A continuacién demostraremos que LE(12) tiene la propiedad de aproximacion
por truncainiento (Schwartz [9]. p. 7). Sea 0 € D. Si f € I1(L) la funcién 0f estd en
L2(I) pues, evidentemente. es medible Bochner y, para cada || - € se(L)), verifica

WOSUp < N0l neqany 11l < 20
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debido a que

LHERY (g) Df9pff  aeT,

p

Ja funcién 6 f llega a estar en LL(E). Puesto que, para cada || - || € sc(E), se verifica

|p /p
10l = | 3 Z(‘;) 1D°=30 1) f
ol ||g<a £ P
o 41 _ I
<3 5 () 10 tlariany 1071
a€l’ 3<a d
< cte. max [D°0llwgny D D ID Il
agl’ 3<a
< cle. I‘({léll}_(II.,)C’OHLm(nn)Cal‘d]‘ zc;”’ “Sp

< cle. llléllx|lr)"()||,‘m(n..)((:ar<l I')('/”I)'H fllpa s
acl

siendo p’ el exponente conjugado de p, vemos que la aplicacién [0] : LY(E) — LL(L),
definida por [0](f) = 0/, también ¢s un operador continuo en LI(L). Sca aho-
ra (0;)7° una sucesion en D tal que limj0; = 1 en € y tal que el conjunto
{0; : 1,2,...} sca acotado en B. Demostraremos que ([0;])% converge hacia la iden-
tidad / en L.(LR(F)). Razonando como antes serd suficiente probar que ([0;1)¢
converge hacia la identidad 1 en l‘,(lf(f)) 0, lo que es equivalente, que para cada
J € L(F) se verilica que
101 = Fllp — 0

para cada || -|| € se(£). Dados tales f y || - }] se tiene

1/p
(Z e (10, - w>||';:)

o5 S fllpre

ael’
l,, p
3 !
agl’ ||3<a v
'
<> 5 (5) (L0 - n@l ey )
afl’ p<a ™ -

¥ ¢l segundo micmbro de esta desigualdad tiende a 0 cuando § » oc en virtud de
las propicdades de fa sucesion (0;)7° v del teorema de la convergencia dominada de
Lebesguc.
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Sean (;)7° ¥ (0;)7° sucesiones en D como las que acabamos de considerar. Ta
sucesién ({ng})i° converge hacia la identidad I en L.(L{.(F)) y, para cada k, la
sucesién ({m} o [9;1)32, converge hacia {n} en L (LL(F)) (para f € IL(E)y || || €
se{I7) se tiene

e * 05 — e+ Sl e S Y= 05) Fllpr)-

Por consiguicnte, la identidad I es adherente al conjunto {{ng}o[0;]: j, k== 1,2,.. -}
en el espacio Lo(LY-(I)). (Obsérvese que también hemos establecido la densidad de
D(I7) en LI(F) ya que las funciones ng + 0; [ son indefinidamente diferenciables y de
soporte compacto para todo f € LI(E)). Teniendo en cuenta que las funciones que
aparecen en el diagrama

T — e+ 0;1

LY=L (E) — D) — - D(E)=L1( 1)

o),

(siendo ¢ y » las inyecciones candnicas) son continuas, resulla que
e} ol0;]: 5,k = 1.2, ..} € L(LR(E), D(LY)

y asi la identidad I llega a ser adherente al conjunto L(L(#). D(F)) en ¢l espacio
I,,,(I.’I’-(l;')). Ademds el espacio D(L) tiene la propiedad de aproximacion: D(HR)
es lopoldgicamente isomorfo a la suma directa localmente convexa de una cantidad
numerable de copias de s(1) ~ s 0 (ver {I] Teor. 4), por tanto D(F) tiene la
propicdad de aproximacion en virtud de [6] Cor. 2, p. 110, [3] (7). p. 284 ¥ [3] (2),
p. 245, Basta ahora aplicar ¢l lema 2 para terminar la prueba del teorema.

Nota. Iin algunos casos podemos utilizar téenicas distintas a las emipleadas en el
tcorema. Por ejemplo. si IS es ur espacio de P'réchet topoldgicamente isomorfo a un
subespacio de (9N (L nuclear, I 1ilbert, separable, ...} entonces el espacio LE(E)
tamnbién es topoldgicamente isomorfo a un subespacio de ((2)N (ver 5]) por lo que
LA(E) tiene la propiedad de aproximacién en virtud de 3] (D). p. 245, Si E es un
espacio de Fréchel débilinente completo entonces

(I’I' = I’l’(C)) l<p<ax

(ver [3]): entonces LIL1) ~ (LP(0. l))N cuando 1 < p < oc (utilicese [4] Th. ) y
LL(E) = (1.0, )Y

cuando I" es un intervalo (es decir, existe un (¢;) € N” tal que

I":{(()j)EN"' 0<a; < paraj ..., n})
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(utilicese [1] 'Th. B). En estas condiciones los espacios LL(F7) tienen la propicdad de
aproximacion en virtud de [3] (3), p. 245 y [3] (10), p. 259.

Sea E un espacio de Fréchet, p € [1,00[, ¥ (I'n)$° una sucesion creciente de
subconjuntos finitos no vacios de N tales que, para cada m, si (a;) € I',, entonces
(3;) € T, cuando 0 < 8; < o para j = 1,...,n. Definimos

i () = () 17, (E)

m=1

v equipamos a cste espacio de la topologia generada por la familia de seminormas

Con cstas nolaciones se tiene ¢l siguiente

Corolario. I,"(’l. )(]_',') tiene la propiedad de aproximacion si ol espacio I posee dicha
-
propiedad.

Prucha. Si para n > m denotainos por fyy, la inyeccion candnica de _l,‘;’-"(I?) on

].’l'.m(l',') entonces (].”.m(l?).l,‘,,,,) es una sucesion proyectiva.  Ademas, ¢l espacio

I.’(’l.m)(l'.-') es topologicamente isornorfo al limite proyeclivo de esta sucesion. Puesio

que D(E) es denso en cada I.’,'-m(l'.-‘) (ver prueba del teorena) ese limite proyeclivo

es reducido. Por consiguiente, ¢l espacio I,’(’l" )(I".-') es un Fréchet con la propiedad de
7

), p.247.

aproximacién en virtud del feoremay de [3] (
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