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FUNCIONES CON DERIVADAS SUCESIVAS
GRANDES Y PEQUENAS POR DOQUIER

Luis Bernal Gonzilez

ABSTRACT. In this paper we show that, given two double se-
quences of positive real numbers, « and f, the subset of all func-
tions defined on an open real set which have big derivatives and
small ones with respect to & and B, at every point, is residual in
C*. As a corollary, we derive that Baire-almost every function of
C™ has null radius of convergence at each point.

1. Introduccién, definiciones, notaciones y resultados conocidos

a © un subconjunto abierto de la recta real R, y sea E = C®(Q2) la clase de
i funciones complejas que son indefinidamente diferenciables en Q. Supongamos
e sobre E se da la toplogia T de la convergencia de funciones y de sus derivadas,
iformemente en subconjuntos compactos. Entonces E es un espacio de Fréchet
‘Srvath, [6], p. 136) y por tanto es un. espacio de Baire. Recordemos brevemente
runos conceptos topolégicos. Si X es un espacio topologico y A C X, se dice
e A es un Gs (Fy, resp.) cuando es interseccién numerable de abiertos (unién
merable de cerrados, resp.). Un subconjunto B C X se dice que es de primeta
tegoria cuando B es unién de conjuntos B, (n € w = {1,2,...}) con int B, vacio.
. unién numerable de subconjuntos de primera categoria es de primera categoria.
se dice de Baire si y sélo si cada abierto no vacio no es de primera categoria. En
| caso, un B C X se llama residual cuando su complemento es de primera categoria
equivalentemente, cuando contiene algin G denso. La interseccién numerable de
bconjuntos residuales es residual. Una propiedad P(-) se verifica, por definicién,
uire-en casi todo X si y sélo si {x € X : P(xz) es verdadera} es residual. En un
ntido topolégico, un subconjunto residual abarca casi todo el espacio. Cfr., por
:mplo, Oxtoby [7].
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Volviendo a E, se sabe que existen funciones de clase C* que no son analiticas
ningin punto. Es més, Baire-casi todas las funciones de E no son analiticas en ning
punto de €2, como se prueba en [4]. Esta afirmacién se ha demostrado también c
mas detalle en [2]. Si f € E y z € Q, denotemos por r(f,z) el radio de convergen
de la serie formal de Taylor asociada a f con centro en el punto z, a saber,

@) [\
n!

Entonces r(f,z) > 0 si f es analitica en z. Pero r(f,z) puede ser positivo aunc
f no sea analitica en . Tal ocurre, por ejemplo, con la cldsica funcién f : R —
definida por

r(f,z) = (limsup

f(0)=0,
f(z) = expf—z~2%) siz#0.

Aqui r(f,x) = +oo. En este trabajo probaremos un resultado més fuerte que el
R. Darst [4], concretamente, que Baire-casi todas las funciones de E tienen radio
convergencia nulo en todos los puntos de Q. En Rudin [8], p. 418, se da un ejem
concreto de una funcién con esa propiedad, donde 2 = R. Nuestro resultado
también més fino que el de Christensen [3], el cual establece que existe un G5 de
G C C*(R) tal que cada funcién f € G satisface r(f,z) = 0 si z estd en un G5 de
de R, que depende de f. Advirtamos que existen funciones de C*° no analiticas
ningiin punto pero con radio de convergencia positivo en muchos puntos. En [1
construye y estudia una de tales funciones para Q@ = (-1, 1), resultando que la s
formal de Taylor centrada en cada nidmero diddico es un polinomio.

No obstante, podemos establecer nuestro teortma de forma mas general qu
expuesta. Es sabido que no existe restriccidn alguha en cuanto a la velocidad de «
cimiento o decrecimiento de las derivadas de una funcién en un punto dado. De hec
dados zg € R y a, nimeros complejos (n € w), existe f € C®(R) con f(*)(zg) =
(n € w). Este teorema es debido a Borel (cfr. Donoghe [5], p. 50-51). En pa
cular, si prefijamos una sucesién de nimeros reales positivos a, y un zp € R, ex
f con |f™)(zy)| > an (n € w). Probaremos en un lema que es posible efectuar
acotacién uniformemente en R. Basédndonos en él, demostraremos que Baire-casi to
las funciones de E tienen a la vez, en cada punto de €, infinitas derivadas grand
infinitas derivadas pequefias, respecto de dos sucesiones prefijadas de nimeros re
positivos. Es viable incluso conseguir la misma propiedad asintdtica respecto
sucesiones dobles. Como corolario inmediato surgira el resultado anunciado sc
radios de convergencia.

Si @ = {an : n € w} es una sucesién de nimeros reales positivos, denotaremc

Ala) = {f € E : existe z = z(f) € 2 tal que linrgiolgf (a,,, f("')(:c)l) > 0}
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B(a) = {f € E : existe z = z(f) € Q tal que limsup (an

n— o0

f(”’)(:c)l) < +oo} .

2. Establecimiento del teorema

ma. Sea {¢, : n € w} una sucesién de nimeros reales positivos. Entonces existe
a funcién f € C*(R) tal que

l en < inf{ f(")(:c)l Tx € R} para n € w.
:mostracion. Consideremos la funcién dada por
o0
f(z) = Eb,lc_k exp(iz bg),
k=1

nde los nimeros b3 vienen definidos recurrentemente por

b1 =2+¢y,
k-1
bk:ck+2+2b}°+1'j para k= 2,3,....
j=1
vda serie derivada
[e.e]
Zb’,;"“_’“ i" exp(izb;) paran=20,1,2,...
k=1

ne una mayorante convergente independiente de z, que es
o0 .
V“ bﬂ+1—k
La k
k=1

Stese que by > 2), luego f € C®(R) y cada f(™) es la suma de la serie derivada
ésima. Fijamos ahora z €e Ry n € {2,3,...}. Entonces

f(n)(z.)l > |b’;+1_" in exp(i:cbk)l - Z |b;:+1_ki" exp(iz bn)l

k#n
:bn—ZbZ+l_k
k#n
=ba = (BF + 857 b bny) — (L4 i+ bl )
>by—bP b2l 2 —2

= en.
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Sin =1, el paréntesis central desaparece, y queda

Iff(@)]>b—2=c1.
Por tanto se tiene (1) en cualquier caso.

Teorema. Sean {anp : n,p € w} y {bnp : n,p € w} dos sucesiones dobles de niime
reales positivos. Entonces G es un G denso, y por tanto residual en E, siendo C
conjunto de las funciones f € F tales que:

F(=)[) =0

liminf (anp
n—0oo

FO(@)|) = +o0

lim sup (bnp
n-—+co
para todozx € Q2 y todo p € w.

Demostracién. Denotemos respectivamente por o, y f, cada sucesién {a,, : n €
¥ {bnp : n €w} (p € w). Entonces

G = [((E\ Alep)) N (E\ B(5p))).

PEw

Luego es suficiente probar que, dada cualquier sucesién & = {a,, : n € w} de nime
reales positivos, se tiene que A(a) y B(«) son F, con interiores vacios.
a) Elijamos una sucesién {K, : p € w} de compactos no vacios tales que
Q= K,.
PEwW

Es evidente que

Ala) = U{F(p,q,s) :D,q,s €Ew}

B(e) = J{H(p,4,5) : p, 9,5 € w},
donde F(p,q,s) es el conjunto de las funciones f € E tales que existe z = z(f) €
de modo que

an |f(")(:c)‘ > Vn>s

| -

y H(p,q,s) es el conjunto de las funciones f € E tales que existe z = z(f) € K,
modo que

an \f(”)(:c)‘ <q Vn > s.
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emos p, ¢,s € w. Cada aplicacién

(f;z) €Ex K, s f(">(a:)| ER  (new)

continua, luego cada T, definido por

Tn = {(f,:c) 1 an

()| 2 1/¢}

zerrado en E'x K,, y por tanto ({7}, : n > s} es también cerrado. En consecuencia,
proyeccién sobre E es cerrada, ya que es una proyeccién paralela a K,, que es
npacto. Pero tal proyeccién es F(p,q,s), asi que éste es cerrado y A(a) es un F,.
Alogamente, B(a) es un Fy,.

b) Trivialmente, cada polinomio estd en el complemento de A(a), luego A(a)
tiene puntos interiores al ser densos los polinomios en E para la topologia r. En
anto a B(«), escojamos una funcién u € E que cumpla (1) con ¢, = n/a,. Entonces
= E'\ B(a). Asimismo, P + ¢u € E \ B(«) para todo ¢ > 0 y todo polinomio P.
iora bien, es facil comprobar que el conjunto de las funciones P+ ¢u, donde € > 0 y
es un polinomio, es denso en E. Por consiguiente £\ B(a) es denso y B(«) carece
puntos interiores.

wrolario. Baire-casi todas las funciones de E tienen radio de convergencia nulo en
1o punto de Q.

:mostracién. Basta considerar el conjunto B(a) con
a={n"n)"!:necw}.
inmediato verificar que D D E'\ B(), siendo

D={feFE:r(f,z)=0VzecQ}
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