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UNA EXTENSION TRANSFINITA
DE LA DIMENSION POR RECUBRIMIENTOS

Regino Criado y Juan Tarrés

ABSTRACT. We define the d-dimension as a transfinite extension
of the covering dimension using the Henderson’s method for define
the D-dimension in [6]. We state the subspace theorem, the lo-
cally finite sum theorem and the cartesian product theorem for the
d(X )-dimension. Also, we state that for every T4 space X we have
d(X) < D(X) and that these dimensions coincide in the class of
metrizable spaces. Also, for every compact metric space X we have
dim(X) < D(X), where “dim” is the transfinite covering dimension
defined in [1].

Introduccién

La D-dimensién (definida por D. W. Henderson en [6]) asi como la dimensién trans-
finita “trInd” son extensiones transfinitas de la dimensién inductiva fuerte “Ind”; el
cardcter no inductivo de la dimensién por recubrimientos “dim” hace dificil definir
extensiones transfinitas de esta dimensién. En [1], P. Borst introduce una extensién
transfinita de la dimensién por recubrimientos para espacios métricos separables;
dicha funcién se designa como “dim” y se define utilizando la clasificacién dada en
[10] por R. Pol para espacios métricos compactos débilmente infinito-dimensionales
por medio del invariante topolégico “index”. En [1] (3.3.8) se prueba que para todo
espacio métrico compacto X tal que dim(X) > 1 es index(X) = ugi“‘("); asi pues,
las dos funciones “index” y “dim” inducen la misma clasificacién en la clase de los
espacios métricos compactos débilmente infinito-dimensionales, por lo que, de hecho,
la funcién “dim” es una generalizacién de “index” a la clase de los espacios métricos
separables.
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El objetivo del presente trabajo es la obtencién de una nueva extensién transfinita
de la dimensién por recubrimientos. Esta nueva funcién de dimensién (que llamare-
mos d-dimension) se obtiene mediante un proceso anilogo al utilizado por Henderson
en [6] para definir la D-dimensién. Aunque en [6] el estudio no se hace exclusiva-
mente para espacios metrizables, no es dificil generalizar la D—dimensién a clases mas
generales de espacios (ver [2] y [11]), en especial, a los espacios fuertemente here-
ditariamente normales definidos en [3]. En este trabajo estudiamos la d—dimensién
en espacios topolégicos pertenecientes a clases lo mas amplias posible. Para espacios
T4 se tiene d(X) < D(X) y ambas funciones coinciden cuando X es un espacio metri-
zable; asimismo, si X es un espacio métrico compacto se verifica dim(X) < d(X).

La d-dimensién es mondtona en la clase de los espacios fuertemente heredita-
riamente normales. Por otra parte, el mejor comportamiento de la dimensién por
recubrimientos frente a la dimensién inductiva fuerte respecto al teorema de la suma
localmente finita nos permite obtener dicho teorema para la d—dimensién en la clase
de los espacios T4. El teorema del producto no es valido para esta dltima clase de
espacios; sin embargo, se obtienen versiones del mismo en espacios mas generales que
en el caso de la D-dimensién.

1. Definicién y conceptos bésicos

Como sabemos, todo nimero ordinal B puede escribirse de manera que § = a + m,
donde a es un ordinal limite y m = 0,1,2,.... Escribiremos entonces A(f) = « y

n(g) = m.

Consideraremos también los simbolos —1 y A tales que para cualquier ordinal
limite infinito u sea p + (—1) = p y de forma que para todo ordinal a sea A > a y,
ademas,

e+ A=A+a=A4A=a®BA=AGa=A,
donde + designa la suma habitual de ordinales y @ es la suma superior de ordinales

definida en [13].

1.1. Definicién. Sea X un espacio Ty; definimos la d-dimensién d(X) como un
nimero ordinal, —1 o el simbolo A de manera que:

dl. d(X)=—-1siysélosi X =0.
d.2. Si X #0, d(X) es el menor nimero ordinal 8 (si existe) tal que

X = U Aq,

0<agy
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donde a y v son nimeros ordinales y:

a) Para cada o € [0,a], A, es un conjunto cerrado en X con dim(A,) < co.
b) Para todo ordinal § < ¥, el conjunto '

U 4.

§<asy

es cerrado en el espacio X.
¢) AMB) =7y n(B) =dim(A,)si A, #0;s1 A, =0,n(8) =0.
d) Para todo z € X existe un ordinal § < ¥ maximo de manera que z € A;.
d.3. Sino existe ningin ordinal 8 que satisfaga las condiciones anteriores diremos que

d(X) = A.

Si d(X) = B diremos que la representacién

que verifica las condiciones (a), (b), (¢) y (d) de d-2 es una f-d-representacién de
X. Es decir, admitiendo el convenio de que para todo ordinal limite infinito A es
A+ (=1) = A, dicha representacién es, en virtud de (c) en d.3, una [y + dim(A,)]}-d-
representacién de X.

La dimensién d(X) es una generalizacién transfinita de la dimensién por re-

cubrimientos de acuerdo con la siguiente:

1.2. Proposicién. Si X es un espacio T4 y una de las dimensiones d(X) o dim(X)
es finita, la otra también lo es y, ademads, se verifica que d(X) = dim(X).

Como hemos dicho, en [6] se define la D-dimensién de un espacio en términos
semejantes a la definicién 1.1. Las Proposiciones 1.3 y 1.4 expresan la relacién entre
d(X) y D(X):

1.3. Proposicién. Si X es un espacio T4, d(X) < D(X).

Demostracidn. Si D(X) = A la desigualdad es evidente, por lo que podemos suponer
D(X)=8#A.
En este caso, X tiene una representacién:

(1) o x= | 4

0<a<y
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¥y como para a < ¥, A, es cerrado en X, en virtud del teorema 3.1.28 de [3] se obtiene
dim(4,) < Ind(Aq) para 0 < o < 7. Por consiguiente, (1) es una [y + dim(A4)]~
d-representacién de X, por lo que

d(X) < v+ dim(4,) < 7 +1Ind(4,) = # = D(X).
1.4. Proposicién. Para todo espacio metrizable X, d(X) = D(X).

Demostracién. Naturalmente, es suficiente probar que D(X) < d(X). Igual que en
1.3, podemos suponer que d(X) < 8 # A.

Sea:

(2) X= |J 4a

0LaLy
una f-d-representaciéon de X. Por el teorema de Katetov-Morita, (ver [3], 4.1.3),
para 0 < o < 7, Ind(A4,) = dim(A,); luego, (2) es una B-D-representacién de X, y
asf, D(X) < B = d(X).

En [7] se prueba que para todo espacio métrico compacto X es tr Ind(X) < D(X).

Por otra parte, en [1] (3.2.4) se demuestra que si X es un espacio métrico separable
tal que existe tr Ind(X) entonces dim(X) < trInd(X). Tenemos asf:

1.5. Proposicién. Para todo espacio métrico compacto X es dim(X) < d(X).

Demostracién. Si d(X) = A la proposicién es evidente. Si d(X) # A, en virtud
de la proposicién 1.4 es d(X) = D(X). Ahora, por ser D(X) # A el espacio X es
fuertemente numerablemente dimensional (ver [7], teorema 1) y asi ([12], teorema
4) existe trInd(X) por lo que, al ser trInd(X) < D(X) ([2] y [7]) la desigualdad
dim(X) < d(X) se obtiene como corsecuencia de [1] (3.2.4).

La desigualdad de la proposicién 1.5 puede ser estricta ya que el espacio X
definido en [1] (5.1.5) es un espacio métrico compacto tal que dim(X) = wy mientras
que trInd(X) = wo + 1, por lo que en virtud de la proposicién 1.5, como trInd(X) <
d(X), serd dim(X) < d(X).

En [4] se define la clase S de todos los espacios X tales que:

X =@P{Xnln=0,1,...}

donde para cada n =0,1,... es Ind(X,,) < n e Ind(X) = oo; estos espacios no tienen
dimensién inductiva transfinita fuerte. Consideremos ahora la clase X de los espacios
T4 de la forma:

X =P{Xaln=0,1,.. }

con dim(X,) <n (n=0,1,...) y dim(X) = co. Para estos espacios se tiene:
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1.6. Proposicién. Si X es un espacio de la clase I, d(X) = wo.
Demostracién. Si X € L es d(X) > wog, por la proposicién 1.2 seria
d(X) = dim(X) =n < oo.
Por otra parte,
X=P{Xaln=0,1,..} = J{Xn x {n} n=10,1,..} = {4e| 0 < & < wo}

donde para cada o < wp es Ay = Xqo X {a} y Ay, = 8. Es decir, la expresién:

X:UAa

0<afwo
es una wyp—d-representacién de X. Luego, d(X) < wp.

Observemos que, en virtud de la proposicién 3.1.28 de [3], todo espacio de la
clase S es también de la clase X, por lo que:

1.7. Corolario. Si X es una espacio de la clase S, d(X) = wy.

2. Teoremas del subespacio y de la suma localmente finita

Puesto que las funciones d(X) y dim(X) coinciden cuando una de ellas es finita,
el ejemplo descrito en [9] muestra un espacio X que es T, tal que

d(X)=dim(X)=0
y para todo nimero natural n existe vn subespacio A, de X tal que
d(4,) = dim(4,) = n.

Por tanto, en la clase de los espacios T4 la dimensién d(X) no cumple el teorema del
subespacio. No obstante:

2.1. Teorema del subespacio. Si X es un espacio fuertemente hereditariamente
normal, para todo subespacio Y de X es d(Y) < d(X).

Demostracién. Si d(X) = A el teorema es evidente; supongamos pues que d(X) # A.

Si
.XIUAQ

0Lasy
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es una d(X)-d-representacién de X, la expresién

Y= {J (4anY)

0<agy

es una [y + dim(A, N Y)]-d-representacién de Y, ya que al ser cada A, un espacio
fuertemente hereditariamente normal se verifica dim(4, NY) < dim(A,) para todo
0 < a < +v. En consecuencia:

d(Y) < 7 +dim(4, NY) < 7 + dim(4,) = d(X).

Observemos que el teorema 2.1 puede formularse para cualquier clase de espacios

en la que se cumpla el teorema del subespacio respecto a la dimensién por recubri-
mientos.

Aunque el teorema del subespacio no es valido en espacios Ty, el teorema de la

suma localmente finita si puede formularse en esta clase de espacios (teorema 2.3):

2.2. Lema. Si X es un espacio T4 que admite una [P—d-representacién, tiene una
B—d-representacién
X = U Aq
0<a<y

tal que para todo 0 < a < 7 es dim(4,) < n(a).

Demostracién. Sea

X= |J Ba

0<agy

una f-d-representacién del espacio X. Vamos a definir por induccién transfinita una
aplicacién inyectiva creciente f :[0,7]-— [0,7] de manera que:

a) Para 0 < o < v, f(a) = a 4+ m, donde m es un ordinal finito (m > 0).
b) dim(B,) < n[f()] para 0 < a < 7.
Q) f(r)="7. |
Definimos f(0) = max [0,dim(By)]. Si suponemos que f(6) ests definido para
0 <6 < @ <+, hacemos:

_ J a4+ max [0,dim(B,)] si n(a) =0
fla) = {max A(e) + dim(By), f(a — 1) + 1] sin(a) #0

con lo que f cumple las condiciones (a), (b) y (c).
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Por otra parte, f es inyectiva y creciente: Si @ # fcon 0 < a < f < v, 81
M) < A(B), evidentemente, f(a) < f(B); si A(a) = A(B), serd f=a+n con n >0,
en cuyo caso, n(f) # 0 y, por la definicién de la aplicacién f obtenemos:

FB) 2 flIB-D)+1>FB-1)>...> f(a).
Ahora, dado «a € [0,7], sea:

_ Biei(o 81 f‘l(a)760
Aa_{@f « sif~Ha)=0

y la igualdad:

X:UAQ

0<agy

es una —d-tepresentacién de X tal que, para cada 0 < a < v, o bien es dim(4,) =
—1 < n(a) o bien

dim(Aq) = dim[Bj-1(4)] < nl[f(f~(a))] = n(a).

2.3. Teorema de la suma localmente finita. Si X es un espacio T4 que puede
representarse como la unién de una familia localmente finita C de cerrados de X tales
que para todo C € C es d(C) < 8, entonces d(X) < 8.

Demostracion. Para cada C' € C consideremos una d(C)-d-representacién de C:

c= |J 4.0

0<agy(C)

con ¥(C) + dim[A4,(C)] < B. Llamemos § = A(B); si v(C) < §, hacemos A,(C) =0
paray(C) < a < 8, con lo que, para cada C € C tenemos una coleccién {Aq(C)}o<a<s
de cerrados de X. FEn virtud del lema 2.2 podemos suponer que para a < § es
dim[A4(C)] < n(e) y, asimismo, dim[A.c)(C)] < n(B). Ahora, para 0 < o < 6
definimos el conjunto:

Ao = | 4a(C)

' ceC
y vamos a ver que

X = U Aq
0<a<h

es una (6 + m)—d-representacién del espacio X, donde m = dim(A;):

a) Para todo a tal que 0 < a < §, A, es cerrado, ya que la familia

{Ax(C)}cec es localmente finita. Asimismo, como consecuencia del teorema 3.1.10
de [3], dim(A4,) es finita.



84 REGINO CRIADO Y JUAN TARRES

Ademais, para a < §, dim[4,(C)] < n(a), por lo que dim(A,) < n(w); por otra
parte, m = dim(A4s) < n(B) puesto que dim[4;(C)] < n(B) para todo C € C.

b) Si 4 < é, el conjunto
U 4a

0<a<h

es cerrado en X, pues para cada C € C el conjunto

B¢ = U As(C)

y<ags

es cerrado en C (y, por tanto, también en X) y la familia {Bc}cec es localmente

finita, y ademads,
U Be = U A, .
cec y<agé

¢) Siz € X, sean {C*,C?,...,C™} los cerrados de C tales que z € CJ
(j=1,2,...,s). Paracada j = 1,2,...,s existe un ordinal &; < ¥(C?) méximo con
la propiedad de que z € A4,;(C?). Si llamamos

a:max{aﬂj:v 1,2,...,s},

a es el mayor ordinal tal que z € A, con a < 7.

X:UAO,

0<a<h

Asi pues,

es una (6§ + m)-d-representacién de X de manera que m < n(f) y, en consecuencia,

d(X) <é6+m<6+n(B) =8

2.4. Corolario. Si X es un espacio T4 que puede expresarse como la unién de una
familia finita de cerrados {C;}i=1,.k, se verifica que

d(X) <max {d(C;)| i=1,...,k}.

Establecemos ahora un teorema de adicién para la d—dimensién que relaciona la
d-dimensién de un espacio X con la de uno de sus subconjuntos cerrados. Este teo-
rema no se verifica para espacios T4 y debemos restringirnos a espacios perfectamente
normales Tsa:
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2.5. Teorema. Si X es un espacio topoldgico Ts, con d(X) < A y F un cerrado de
X, se verifica:

d(X) < A[d(X \ F)] + max {n[d(X \ F)],d(F)} < d(X \ F) + d(F).

Demostracion.

a) Supongamos, en primer lugar, que la dimensién por recubrimientos de F,
dim(F), es finita. Dada una d(X \ F))-d-representacién de X \ F:

X\F= |J Aa

0Lagy

la expresién:

X= |J (4aUF)

0Ly

es una [y + dim(A, U F')}-d-representacién de X, por lo que:

d(X) <v+dim(Ay UF)
< 4 + max [dim(Ag), dim(F)]
< AMd(X \ F)] + max {n[d(X \ F)],d(F)}
<d(X\F)+d(X).

b) Si dim(F) es infinita, sean:
X\F= |J 4, F= | Ba
0<a<y 0<a<é

d(X \ F) y d(X)-d-representaciones de los conjuntos respectivos. Para 0 < n < wg
llamemos:

Mp=F\ |J) Bay, Nopm=F\ |J Ba
0<a<sn ntl<aly

que son dos abiertos disjuntos del subespacio F'.

Vamos a construir por induccién dos familias de abiertos de X, {G}, }n=0,1,.. ¥
{H] 41}n=0,1,.. tales que para n =0, 1,... satisfagan:

1) G, D M,y Hjyq1 D Npya-
i) GnNHL, =0
i) Gy, CG,y Hyys DHL

Puesto que
Mo = F \ Bo
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M =F\ |J Ba
1Lags

son conjuntos separados en X, existen abiertos G O My y Hi{ O N; que cumplen las
condiciones exigidas para el caso n = 0.

Si suponemos que estan construidos los abiertos G, _, y H; para k =1,2,...,n
que verifican las condiciones i) a iii), al ser M, y Ny41 conjuntos separados en X,
existen dos abiertos en este espacio, G y Hpy1 tales que M,, C Gy, Npy1 C Hp1 ¥
Grn N Hyy1 = 0. Asimismo, M, C M,_1 C G,_4, por lo que podemos construir los
abiertos de X:

que cumplen las condiciones i) a iii). La construccién de las familias {G}, }n=0,1,.. ¥
{H] 41}n=0,,.. queda pues terminada.

Los abiertos de X:
Gn =Gy \ U Ba 7ILI+1 = H1I1+1 \ U Ba
0La<ln nt+1<a<é

son disjuntos, y, ademds, Gy NF =M, y H, ;N F = Npy;.

Por ser X un espacio Ts, y F un cerrado de X, existe una aplicacién continua
f:X — Rtal que F = f~1(0). Para cadan =0, 1,... definimos:

O =GrnfH(-27",27")]
Unyr = Hypy U{X\ FI(=277,277)]}
Ug=10

con lo que tenemos las familias de abiertos de X: {On}n=0,1,.. ¥ {Un}n=0,,... de
manera que para n = 0,1,... se tiene:

1. OnNUps1 = 0.
2. Oo,NF=M,, Upp1 NF =Npys.

3. On41 COn, On C f(—277,277)]
Un+l D) Una Un D X \\ f_l[(_2_na2_n)]'

En estas condiciones, para a < v definimos:

Co = [Aa \ FH(=277() 2@
U {(U{4s] Ala) < B(e) U
U [f-1[(—2-™)+1 2-n(=)+1)]\ f—l[(_g—n(a)’ Q—H(a))]
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Para 0 < n < wg hacemos:

Coytn = B U[Ay \ (O, UTL)]
y parawg < B < 6
Cyip = Bp
Se comprueba que la expresion:
x= |J Ca
0<a<y4é

es una [y + 6 + dim(C.,4¢)]-d-representacién de X de manera que
7+ 6+ dim(Cyys) = MACX \ P)] + 4(F).
Es decir, d(X) < d(X \ F) + d(F).

3. El teorema del producto

El teorema del producto para la d—dimensién queda formulado de manera que,
bajo determinadas condiciones sobre los espacios X e Y, d(X x Y) < d(X) @ d(Y).

Para la dimensién finita, si X e Y son espacios no vacios, compactos y Ts,
d(X xY) < d(X) + d(Y). No obstante, si nos limitamos a la clase de los espacios
T4 dicha desigualdad puede no verificarse, como puede comprobarse en el ejemplo
dado en [14] en el que se prueba la existencia de un espacio Z, que es Ty, el producto
Z x Z es también T4 y tal que dim(Z) = 0 con dim(Z x Z) > 0. En consecuencia, el
teorema del producto debera restringirse a clases distintas a la de los espacios T4 en
el caso de la d—dimensidn.

3.1. Teorema. Si X eY son dos espacios no vacios y Ty de manera que X XY es
fuertemente paracompacto, d(X x Y) < d(X) @ d(Y).

Demostracion. Si d(X) = A o d(Y) = A, el teorema es evidente, por lo que supon-
dremos d(X) # A y d(Y) # A. Sean:

X = U A, Y= U B,
0<agy(X) 0<ag(Y)

d(X) y d(Y)-d-representaciones de X e Y respectivamente. Definimos, para cada
a <7(X)+7(Y) y para § < y(X), § <4(Y): '

Ca: U , Ag X Bg .
B®é=a
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Naturalmente:
XxY = U Cy
0<a Ly (X)o7 (Y)

y esta igualdad es una [y(X) + (Y)}-d-representacién de X x Y:

a) Como la ecuacién § ® 6§ = « tiene un nimero finito de soluciones (ver
[13]), Cq es unién finita de los cerrados Ag x Bs de X x Y y, en consecuencia, es
cerrado para cada a < y(X) ® v(Y).

b) Puesto que la paracompacidad fuerte es una propiedad hereditaria para
cerrados, en virtud de [8] (proposicién 9.3.3) y [3] (teorema 1.3.8) tenemos:

dim(C,) < Jax [dim(Ag) + dim(B;)] < oo .

¢) Dado 8 < v(X) ®(Y), si
T(8) = {(:6:) i =0,1,...,n}

es el conjunto de todos los pares ordenados de ordinales que verifican 8; < v(X),
6 < (YY) y Bi + 6; = B, se tiene (ver [5], [6] y [13]):

{Cal B<a<y(X)@v(Y)} =

= WA 8 < 7 <v(XO) x (U{B,] & <7 < ¥(¥)}]| i=0,1,...,n}
que es un conjunto cerrado en el producto X x Y.

d) Si (z,y) € X x Y, sean 7 y o los ordinales méximos para los que z € A,
e y € B;. Como la suma “®” es estrictamente creciente (ver [13]), 7 ® o es el mayor
nimero ordinal tal que (z,y) € Crgo-

Ahora, por el teorema 3.2.14 de [3] sera:
dim[Cy(x)pv(v)] < dim[Ay(x)] + dim[B,(v)]
y por tanto:

d(X x Y) <v(X) @ v(Y) + dim[C,y (x)gv )]
<7(X) @ 4(Y) + dim[A,(x)] + dim[By(y)]
< d(X) @ d(Y).

Utilizando métodos totalmente andlogos a los empleados en la demostracién del
teorema 3.1 obtenemos los resultados siguientes:
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Teorema. Dados X e Y espacios compactos y Ty y uno al menos no vacio, se

cumple que d(X x Y) < d(X) & d(Y).

3.3.

Teorema. Si X es un espacio de Hausdorfl, Y es un espacio metrizable y el

producto topoldgico X x Y es T4 y numerablemente paracompacto, d(X x Y) <
d(X)® d(Y).

3.4.

Teorema. Si X es un espacio Ty, € Y un espacio metrizable y uno de ellos, al

menos, es distinto del vacio, d(X xY) < d(X) @ d(Y).

3.5.

Teorema. Si X es paracompactoy To eY es compaéto y T y uno de los dos,

como minimo, es no vacio, d(X x Y) < d(X) & d(Y).

(1]

(10]

[11]
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