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EXPONENTE DE CONVERGENCIA GENERALIZADO
DE UNA SUCESION COMPLEJA

Luis Bernal Gonzdlez

ABSTRACT. Our aim in this paper is to give several new expres-
sions for the kth-convergence exponent of a complex sequence, and
an extension of this concept to a certain class of real functions.

1. Introducecién, definiciones, notaciones y resultados conocidos

Denotaremos por Sy, €l conjunto de las sucesiones complejas o = {a, : n =1,2,...}
talesque 0 < <ra <rg< ...y 7, — 00 (ry = |an|). La funcién enumerativa de o
es n(r), definida como el nimero de términos a,, de la sucesién que estdn en |z]| < r,
contando las repeticiones, esto es, n(r) = max{n : r, < r}. Los ceros de una funcién
entera no constante f(z) pueden cer ordenados en una sucesién no decreciente en
moédulo. La funcién enumerativa de f(2) es la de la sucesién de sus ceros. La funcién
médulo maximo de f(z) es

M(r) = max{|£(z)] : |z =r}.

Se definen
log, r = expyr =,
expy. 1 T = exp(exp, ) (k=10,1,2,...; r>0),
logy,, r = log(logy, 7) (k=0,1,2,...; r > 0 suficientemente grande).

Asimismo se define (cfr. [5]) el orden k-ésimo de f(z) (k=0,1,2,...) por

' log 4o M(7
28 = pB(f) = limsup Bxz M)

r—o0 log r
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Entonces p{®) = p se conoce simplemente como el orden de f(z) ([2], p. 8).

El exponente de covergencia de una sucesion o € So, se define como

p1=p1(a)=inf{/1>0: Zr;“<oo}. (1

n=l

El exponente de convergencia p1 = pi(f) de una funcién entera f(z) es, por
definicidn, el de la sucesién de sus ceros no nulos si ésta es infinita, o bien cero si es
finita.

Se demuestra ([2], pp. 15-17) que p; < p,

o logn(r)
p1= h,.nlsﬁp log r

si f(z) tiene al menos un cero, y que para p > 0 la serie de (1) y la integral
(e o]
/ LIOR
o tlta

convergen o divergen simultdneamente (a € Sy,).

Con objeto de generalizar estas propiedades, en [3] se define el exponente de
convergencia k—ésimo (k = 0,1,...) de una sucesién a € S,, por

n=1

p(lk) = inf {u >0: Z(T,(,k)rﬁ)_l < oo} )

donde 1',(,0) =lparan=12,...,y,sik>1, T,(,k) =1lparan=12,...,ng,y
) = nlog, n ceelogr_gmn
paran=n;+ 1,n; +2,..., donde
ni = 14 (parte entera de exp;_; 1).

En el mismo articulo se prueban los siguientes resultados.

Teorema A. Sia € Sy, y n(r) es su funcién enumerativa, entonces

: log;, g
p(lk) = limsup logi 4y n(r) .
r—o00 10g r
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Teorema B. Sia € S, k€ {0,1,...} y £ > 0, entonces la serie Ele(r,gk)rg)‘l y

la integral
* logy, n(t)
ey

son simultineamente convergentes o divergentes, para un cierto a = a(k) > 0 ade-
cuado e independiente de p.

Es claro que p§°) = p1. De manera obvia se define el k—ésimo exponente de

convergencia pgk) de una funcién enterajf(z) no constante. De la férmula de Jensen
([1], p. 285) para funciones enteras,

/or EEQ dt = (1/2m) fo “log|f(re?)id0 (s 10) = 1),

sigue facilmente que pgk) < p®) y en general que el k~exponente de convergencia de
la sucesién de A—puntos de f(z), siendo A cualquier niimero complejo, es siempre
menor o igual que el orden k—ésimo.

En este articulo proporcionaremos varias expresiones nuevas para el exponente
k—ésimo de convergencia, efectuando primero una reformulacién general de este con-
cepto en el ambito de una amplia clase de funciones reales.

2. Exponente de convergencia generalizado

Por My, designaremos el conjunto de todas las funciones continuas, estrictamente

decrecientes h : (0,00) — (0,00) tales que lim,.. h(r) = 0 y satisfacen la condicién

(P) Dado o > 1, existen K = K(h,0) > 0y o = zo(o,h) > 0 tales que
h(z?) < K (h(z))? para todo z > xo.

Notemos que la funcién inversa h~!(y) estarfa definida para cada y > 0 suficien-
temente pequeno.

Por D, denotaremos el conjunto de todas las funciones h : (0,00) — (0, 00) no
crecientes, absolutamente continuas en cada subintervalo compacto de (0, c0) tales
que satisfacen la condicién

(Q) Existe ¢ = ¢(h) € (1;00) tal que

. h(cr)
h:rls;p h(r) <1.

Definicién 1. Sia ={a, :n=1,2,...} € Soo, 7n = |an| ¥ 2 : (0,00) — (0,00) es
una funcién no creciente, definimos el exponente de convergencia de « respecto de h
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como el siguiente valor no negativo, finito o infinito:

pr(e) =imf {p>0: > h(rk) < oo} . (2)

n=1
Es obvio que si la serie de (2) converge para algiin po > 0, también converge para

todo p > po, y que si diverge para po, también diverge para todo u < po.

En el resto del articulo, & = {a, : n = 1,2,...} designara una sucesién de la
clase Soo ¥y 7 = |an|, n=1,2,....

Teorema 2. Si h € M, entonces

-1
pu(c) = limsup logh™ (1/n)

log rn
(3)
-1
= limsup ____log h 1o(gly(n(r)) .

Demostracién. Llamamos a, by ¢ a los tres miembros de (3), por ese orden. Si b es

finito, se tiene
log h~*
logh” (I/m) _y4e  (e>o, n > ng(e)).
log r,,
Luego

log h=(1/n) < (b+¢) logry

1/n > h(r+e).

Si o > 1, tenemos
Kn™ > K (h(r+)) < (h(r$+9°))

por (P), asi que Zle(h(rg””‘)")) converge. Entonces a < (b + ¢) para cada ¢ > 0
y cada o > 1, luego a < b. Si a es finito, ) oo | A(r2*¢) converge para todo € > 0.
Puesto que la sucesién {h(r2*¢) :n =1,2,...} es decreciente y de términos positivos,
se deduce ([4], p. 61) que

lirlln nh(rite)=0.

Por tanto n h(r2*¢) < 1 para n grande y h='(1/n) < r2+¢, En consecuencia,

log h=1(1/n)

<a-+e¢
log rn,

y b < a+ e para cada € > 0. Por tanto b < a y resulta a = b, ya sean finitos o no.
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Es obvio que n < n(r,), luego

log h~1(1/n) < log h=1(n(r,))
log 7y = log ry ’

El h’mite superior del segundo miembro no es mayor que ¢. Asi que b < c.
Por dltimo, si elegimos 13 =1y
pr=min {neN: r, <nyr, <ry}
para todo k € N, entonces las dos siguientes propiedades son inmediatas:
(i) Sirs <7< rpy,,entonces n(r) = 7541 — L.
(i) rrepy—1=7ry
De (i) y (ii) se deduce que

loghX(1/n(r)) _ logh=!(1/(ris1 — 1)
log r - log 7y,

_ logh™1(1/(rier = 1)
log Preqp1—1

y en consecuencia ¢ < b.

Resumiendo, a = b = ¢ en los casos finito e infinito. M
A partir de la propiedad (Q), es fécil probar que limy_,c h(r) = 0si h € Dy.

Teorema 3. Sean > 0 y h € Do,. Entonces la serie y .~ h(r¥) es convergente si
y solo si la integral

/oo R (t#) 1~ n(t) dt
0

es convergente.

En particular,
pr(e) = inf {/1 >0: / R () t# L n(t) dt converge} .
0

Demostracién. La funcién n(t) es no decreciente, y por tanto de variacién acotada en
cada subintervalo compacto de {0,00). Usamos la {érmula de integracién por partes
para integrales de Lebesgue-Stieljes. Se observa facilmente que una suma parcial de
la serie del enunciado es

N N
/ h(t*)dn(t) = n(N)h(N#) — / n(t) dy(t) (N=1,2,..),
0 0
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donde g(t) = h(t#). Puesto que p > 0, se tiene que la funcién ¢# es absolutamente
continua en cada intervalo [0, N]. Ademds es no decreciente, luego g es absolutamente
continua e cada [0, N]. Por tanto k y g son derivables casi por doquier respecto de la
medida de Lebesgue y ademas g/(t) = pt#~1h/(t#) casi por doquier. Por otra parte,
usando de nuevo la continuidad absoluta de g,

N N
/0 n(t)dg(t):/o pt* =R (M) n(t) dt .

Si para un x> 0 dado, la serie del enunciado es convergente, entonces

N
/ (=) t*~ 1R (t*)n(t) dt
0

estard acotada superiormente por un valor independiente de N, ya que n(N) h(N#) >
0. Por tanto la integral

/ ptA YR (Y n(t) dt
0

converge. Notemos que el integrando de la peniltima integral es no negativo.

Reciprocamente, se supone ahora que para cierto g > 0, la integral del enunciado
converge a un cierto valor A finito. Para llegar a la convergencia de la serie es suficiente
probar que {n(N)h(N#): N =1,2,...} es una sucesién acotada superiormente. Sea
d el dnico nimero real positivo tal que d* = ¢. Tenemos:

dN
—pA > /N (=) t*= 1B/ (t*) n(t) dt

dN
> 11(1\’)/ (—p) 1R/ (t#) dt
N

pues n(t) es no decreciente. Entonces

dN d
—pA > —n(N) () dt
N
= n(N) h(N*) (1 - %%Q)

= n(N) h(N*) (1 - %?) '

El ultimo factor es al menos b para N suficientemente grande, siendo b € (0,1) fijo,
por (Q). Por tanto
: n(N)R(N*) < —Ab~'p. B
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Corolario 4. Sik es un entero positivo, se verifica:

logy,1 n
logr,

= inf {,u >0: Z e‘kP;,(’ }
= inf {u>0: / n(t) [T:g expi(t) < oo} .
0

p(lk)(a) = lim  Sup

t expy (t#)

Demostracién. La funcién h(x) = 1/ exp;(z) (0 < z > o0) es absolutamente continua
en cada subintervalo compacto de (0,00) y es positiva y estrictanmente decreciente.
Facilmente se comprueba que cumple (P) y (Q). Apliquense pues los teoremas 2, 3

y A, observando que
(1 1\7!

Corolario 5. Sean f(z) una funcién entera no constante cuyo k—€simo orden p es
finito, A un niimero complejo arbitrario, « = {a, : n = 1,2,...} la sucesién de los A-
puntos de f(z), n(r) su funcidn enumerativa, a >0, ¢ > 0 y rp, ='|an| (n = 1,2,...).
Entonces la serie Y. | (1/ expi(r2*€)) y las dos integrales impropias

o0 k— €
[ [ expu(t*)

t expy (17+€)

[ a0 =x) [Ty expi(t?*)
0

1 exp,(trte)

son convergen tes.

Demostracidn. Se verifica que p es también el k—orden de f(z)— Ay que p+¢ > p(k)
para todo € > (). Notemos por 1ltimo que la funcién enumerativa de los ceros no nulos

de f(z) — A es m(¢) = n(t) —n(0). W
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