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José Luis Rubio de Francia

(1949-1988)

El 6 de febrero de 1988 fallecia en Madrid José Luis Rubio de Francia. Era el ex-
ponente mas alto de la consolidacién de las Matematicas espaifiolas a nivel mundial.
- Estaba considerado como una de las figuras principales del Anélisis de Fourier.

José Luis reunia todas las condiciones necesarias para triunfar en las Matema-
ticas, y algunas mds: amplitud de conocimientos, profundidad, una rara habilidad
para llevar al limite las ideas mads sencillas, todo ello junto con un cardcter optimista
y abierto, que hacia de él un colaborador ideal. Tenia una capacidad inagotable para
comunicar ideas. Tanto sus conferencias como sus escritos muestran un estilo personal
marcado por la elegancia y la efectividad. Era un maestro en formular principios
generales muy simples y luego medir su alcance con una cadena de gjemplos muy bien
elegidos.

Las caracteristicas mas notables de la personalidad de José Luis eran su sencillez y
su radical hombria de bien, que desembocaban en una “elegancia moral sin esfuerzo”.
Nunca he conocido a nadie en que se dieran al mismo tiempo tal capacidad intelectual
y tal modestia.

Todas estas condiciones hacian de él un lider natural, bien a su pesar, y explican
el desarrollo en torno a su figura de un potente grupo de Analisis.

La mejor medicina para el enorme dolor que me produce la pérdida de José
Luis, es volver a recordar sus Matematicas. Lo haré no de forma exhaustiva, sino
con algunas pinceladas que sirvan para situar su obra dentro del Analisis de Fourier
actual.

José Luis Rubio de Francia nacié en Miedes (Zaragoza). Estudié la Licenciatura
de Matematicas en la Universidad de Zaragoza y también en esa Universidad se doc-
tord con una tesis titulada “Integracién en grupos clasicos y abstractos con aplica-
ciones al Analisis de Fourier” realizada bajo la direccién del Profesor Luis Vigil.

Como indica el contenido de su tesis y el de sus primeros trabajos [1], [2], la
formacién doctoral de José Luis y su primera linea de investigacién estaban dentro
del Analisis Armdnico Abstracto y el Analisis Funcional. Los dos ahos que pasé
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en Princeton con una beca postdoctoral (1974-75 y 1975-76) marcaron un cambio
decisivo en su carrera. A través de un curso graduado impartido por Elias Stein se
interesé por el Analisis Arménico cldsico y sus temas mas duros: sumabilidad esférica
de series de Fourier, multiplicadores de Bochner-Riesz, etc. Como muestra de la
importancia que tuvo para él este periodo de formacién, basta decir que en los afios
posteriores, siempre tenia a mano en su despacho el cuaderno con sus notas de aquel
curso.

Desde un principio, José Luis Rubio se interesé por el Analisis de Fourier vectorial
como instrumento para resolver problemas no necesariamente vectoriales. Un buen
ejemplo es el trabajo [3]. En él se estudia la convergencia de las series de Fourier
dobles. En concreto, para f € L™P(T?2), es decir, para f(z,y) tal que

1/p

( /0% ( /0 Tl dz),,/r dy) <oo,

las sumas parciales

Samfl@,y)= > > f(k,j) exp(kz+jy)

[El<n ljl<m

de la serie de Fourier de f verifican

im ||Snmf(,9) = FC )l =0
n,m—co

para casi todo y en T, si es que p > max(1,r/2). Este es un resultado intermedio
entre la convergencia en L™?(T?), que es consecuencia del teorema de M. Riesz, y la
convergencia en casi todo punto, que, como demostrd Feflerman [45], no es cierta en
general.

Este resultado es consecuencia de la desigualdad vectorial:

1/r 1/r
(1) (Z IS*fklr) < GCpr (Z 1f |r) )
k k-
p p

donde ) R
S* f(z) = sup |Sn f ()|

es el operador maximal de las sumas parciales para f € L'(T). José Luis Rubio
obtiene (1) en el trabajo [3] interpolando entre el caso r = p que es el teorema
de Carleson-Hunt, y el resultado r = 2, 1 < p < o0, que se sigue del teorema de
Marcinkiewicz-Zygmund.
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Hay que decir que (1) es vélida para cualesquiera 1 <, p < 00, y, por consi-
guiente, la limitacién p > max(1,7/2) en el teorema es innecesaria. Pero esta mejora
tendrfa que esperar hasta el trabajo [8] en que José Luis obtuvo (1) paral < r, p < oo,
utilizando la teorfa de los pesos A,. Hunt y Young [49] habian demostrado que si
1< p<ooyw€ A, entonces

2 2T
/0 1S*fP w < Cp /0 PP w.

Veamos cémo esta desigualdad implica (1) para 1 <7 < p < o0

| o oir \"IP
(Z lS*fk|’> = (/ (le*fkl"> dz‘)
k » 0 k
27
= [ Al ute) e
0 %

para cierta u € L®/™(T) tal que u > 0y |lullp/ry = 1 donde (p/r)" designa el

exponente conjugado de p/r. Pero si en lugar de u ponemos
M, (w) = (M(*)'/*

donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood, tenemos ([41], [44])
M;(u) € Ay C Ay, de modo que

1/r r o
(Z 15" fu |’> <3 [ 15 M
k ’ r VO

27
sc/o ijlm M, (u)
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2 plr
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<C (Z lfklr)
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pues M, es acotado en L®/7) s tomamos s < (p/r)'. Elcaso 1 < p <r < oo es
tratado por un procedimiento de dualidad.
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Los trabajos [1], [5], [6] y [17] estdn dedicados al problema general de encontrar
condiciones para que la extensién vectorial de un determinado operador sea acotada
en norma L7,

Ya hemos visto con un ejemplo ¢émo pueden utilizarse las desigualdades con peso
para obtener desigualdades vectoriales. Uno de los éxitos notables de J. L. Rubio fue
demostrar que el proceso puede invertirse obteniendo desigualdades con peso a partir
de desigualdades vectoriales. Este teorema esta contenido en [10] y dice asi:

Sea I' una familia de operadores sublineales T : L™ () — L"(v). Supongamos
que -

1/r

i/r
@) (Z[T’“fklr) <C (Zlfk|r> y, T €T, 0<rp<co.
k k
P P

Entonces:

Sir<pya=/r,dadouc L“I(V), u>0, existe U € L“I(p), U > 0 tal que

NN < Nlelfer

Jurruawse [irva,  Ter
Si r > p, también hay un resultado paralelo.

J. L. Rubio llegé a este resultado a través de la teorfa de Maurey de factorizacién
de operadores, en la que se interesé a rafz de la conferencia de John Gilbert en
Willitamstown [47]. '

La equivalencia entre desigualdades vectoriales y desigualdades con peso le per-
miti6 a J. L. Rubio resolver en [9] los problemas de dos pesos planteados por Mucken-
houpt que consisten en dar condiciones necesarias y suficientes sobre un peso W para
que cierto operador (el operador maximal de Hardy-Littlewood, una integral singu-
lar, etc.) sea acotado de LP(W) en LP(u) para algin peso u o bien de L?(u) para
alglin u, en LP(W). Si ademés la familia de operadores es invariante por dilataciones
y rotaciones, pueden obtenerse desigualdades con pesos de la forma |z|* a partir de
desigualdades vectoriales. Este es el contenido del trabajo [13], donde aparecen, entre
otras, desigualdades con peso para el operador maximal de las medias esféricas de
Stein, el operador maximal de A. Cérdoba, y los multiplicadores de Bochner-Riesz.

Una vez establecida la equivalencia entre desigualdades vectoriales y desigual-
dades con peso, surgié de manera natural el problema de obtener desigualdades con
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un mismo peso en los dos lados. Esto dié lugar a lo que José Luis Rubio llamaba,
en plan humoristico, la “teorfa del peso unificado polivalente” y que es lo que actual-
mente se conoce como el “algoritmo de Rubio de Francia” (ver [39]). Lo explicaré
con algiin detalle, porque es un magnifico ejemplo de ¢émo las ideas mds sencillas se
convertian en instrumentos poderosos en manos de José Luis Rubio. En concreto,
después de la publicacién de los trabajos [12] y [16], la teoria de los pesos A, de
Muckenhoupt sufrié una verdadera revolucién. La idea fundamental estd contenida
en el siguiente lema:

Sea S un operador sublineal acotado en LP(u) donde p > 1 y p una medida
positiva arbitraria. Supongamos que Sf > 0 para cada f € LP(u). Entonces, para
cada u > 0 en LP(p) existe v > 0 en LP(u) tal que:

i) u(z) < v(z) parac. t. z.

i) [ollp < 2 lull-
ill) Sv(z) < Cv(z) para c. t. z.

Para demostrar este lema basta tomar
N -
v=3 @S .
=0

Basandose en este lema, José Luis Rubio consiguié dar una demostracién elemen-
tal del teorema de factorizacién de P. Jones [48] y ademds descubrir el teorema de
extrapolacién, que es uno de los resultados més notables de la teoria de los pesos A,.

El teorema de factorizacion dice que todo peso de la clase A, (aquellos w para
los que el operador maximal de Hardy-Littlewood M es acotado en LP(W)) es de la
forma W = Wy Wll_p donde Wy y W1 pertenecen a A;, es decir

MW; <CW;, j=0,1, 1l<p<oo.

De hecho, José Luis Rubio probé el siguiente principio general, que contiene
al teorema de P. Jones: Sea T un operador sublineal positivo. Para 1 < p < oo,
consideramos

W, ={w: 0 <w(z) <ooenct. zyT es acotado en LP(w)}

y parap = 1:
‘ Wi={w: 0<w(z)<ooy Tw(z) < Cw(z)}.
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Entonces para cada 1 < p < oo, tenemos

W, N\W,,™2 C Wy WP,

He aqui la demostracién: Basta considerarel casol < p < 2. Seaw € WpﬂWPI,_p ,

. _ 1—

es decir: w € W, wt/(P=1) € W,,. Queremos ver que w = wp w; P con wo,w; € W;.
3 oy - 1— . .

Después de escribir v=! = w; "?, vemos que esto equivale & encontrar v tal que:

a) vw € Wi, osea T(vw) < Cvw y también
b) o= ¢ W, o sea T (vll(P‘l)) < CoY®-1 o equivalentemente
T (vl/(”'l))p_1 < Cw.

Supongamos que para cada u en algin L? podemos encontrar Su tal que

IT(uw)| < S(u)w

(T (|u|1/(p—1)))”_1 < S(u).

St el operador S satisface las hipStesis del lema, encontrarfamos v > 0 tal que
Sv < C'v y esto seria suficiente pues entonces

Tvw) < Sw)w<Cvw
-1
T (vll(”‘l))p < S(w)<Chw.

Basta elegir
-1
Su=|T(uw)|w14+T (lu[l/(”_l))p

y comprobar que tiene las propiedades requeridas. En concreto, es acotado en Lpl(w).

En cuanto al teorema de extrapolacién de José Luis Rubio dice asi: Sea T un
opeardor sublineal. Sean 1 < r < 00, 1 < p < co. Supongamos que T es acotado
en L"(w) para cada w € A,. Entonces, para cada w € A,, T es acotado en L?(w).
También hay una versién con tipo débil en lugar de tipo fuerte.

Este teorema es la culminacién de una filosoffa expresada perfectamente mediante
la frase que A. Cérdoba popularizé en el Departamento: “LP no existe; sélo existe L2
con peso”.

Recuerdo el momento en que José Luis me comunicé el teorema, de extrapolacién,
durante un almuerzo poco antes de la Navidad de 1981. Su demostracién partia de
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las desigualdades vectoriales. La obtuvo sin escribir una sola linea, viniendo de casa
en autobis aquella misma mafiana. Durante todo el mes de enero yo estuve buscando
una prueba del teorema de extrapolacién que sélo utilizara la teoria A,. Esta prueba
apareci6 en [46]. Por su parte Coifman, P. Jones y J. L. Rubio [18] utilizaron estas
ideas con la transformada de Hilbert en lugar del operador maximal, para dar una

versién débil del teorema de Helson-Szegd y una nueva demostracién de la dualidad
H-BMO.

Fue en 1981 cuando comencé a escribir con José Luis Rubio nuestro libro [21]. El
proyecto nos llevd cuatro afios y para mi fue una experiencia maravillosa. La moti-
vacién para obtener nuevas demostraciones de los teoremas de factorizacién, Helson-
Szegd, extrapolacién, etc., provenia en gran medida, de la necesidad de presentar el
material en el libro.

1981 fue el ano en que José Luis Rubio vino a la Universidad Auténoma de Madrid
desde la Universidad de Zaragoza. Yo también llegué en aquel afio al Departamento
procedente de Salamanca. Eran momentos de optimismo y esperanza para nuestro
grupo.

Otro gran teorema de José Luis Rubio es la desigualdad de Littlewood-Paley
para intervalos arbitrarios [15], [25]. Lo probé en septiembre de 1983, en una visita
al Instituto Mittag-Lefler, del que siempre hablé maravillas. El teorema es el sigu-
iente: Si para un intervalo I C R llamamos Sy al operador de suma parcial dado por
(S1H* = xr1 f y consideramos, para cualquier sucesién {I} de intervalos disjuntos,
el funcional cuadrdtico

1/2
Af(z) = (Zj B f(z)|2> ,
R k

se tiene, para 2 < p < 00

1AFllp < Cp | £llp-

Cuando los intervalos {I} son congruentes, el resultado fue probado anterior-
mente por L. Carleson [40] y, con una demostracién diferente, por A. Cérdoba [42],
que lo usé para obtener estimaciones L? de los multiplicadores de Bochner-Riesz [43].
El propio José Luis Rubio dié una demostracién muy sencilla de este caso [14], que
es el germen para el tratamiento del caso general.

El teorema de Littlewood-Paley para intervalos arbitrarios es un trabajo de or-
febreria en el que juega un papel fundamental la teoria de las integrales singulares
vectoriales elaborada por José Luis Rubio, junto con sus estudiantes F. J. Ruiz y J.
L. Torrea [19], [26]. Esta teoria arranca del trabajo de Benedeck, Calderén y Panzone
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[38]; pero, puesta al dia convenientemente con técnicas desarrolladas con posteriori-
dad como son BMO, el operador f# espacios de Hardy, etc., llegé a ser, en manos
de José Luis Rubio, un arma muy poderosa.

Cabe esperar que la desigualdad de Littlewood-Paley para intervalos arbitrarios,
que yo considero como una de las cimas de la obra de J. L. Rubio, Jjuegue en el futuro
un papel muy importante en el Analisis de Fourier. Hasta ahora la tdnica aplicacién
que yo conozco es el teorema sobre multiplicadores obtenido por J. L. Rubio Jjunto
con R. Coifman y S. Semmes [34].

Otra de las contribuciones fundamentales de J. L. Rubio ha sido la formulacién
de teoremas generales muy simples que han dado una forma definitiva a la teoria
de integrales singulares y operadores maximales sobre objetos con curvatura, basada
en la transformada de Fourier. Esta teorfa arranca de Stein y Wainger [61] y fue
abordada por J. L. Rubio en la tesis de su estudiante J. Duoandikoetxea. Su trabajo
conjunto [29] es un modelo de elegancia y potencia, pues permite obtener de forma
muy sencilla todo lo que se conocia hasta entonces y también permite ir bastante més
alld. Este método ha inspirado los trabajos [30] y [31], hechos en colaboracién con
varios mateméticos, y también el trabajo de J. L. Rubio [28] donde se formula un
resultado general que incluye el teorema de Stein [50] sobre medias esféricas con una
prueba muy simple. La colaboracién con J. Duoandikoetxea, incluye también aplica-
ciones muy finas del cldsico método de rotaciones de Calderén-Zygmund [22], [27].
Por ejemplo, en [22] se demuestra con este método la invariancia respecto de la di-
mension de la norma de las transformadas de Riesz en L?, obteniendo un tratamiento
de este resultado de Stein mucho més simple que el original.

La noticia de que tenia cdncer no lo desestabilizé. Nunca tuvo duda de que
superaria la enfermedad. Durante el tltimo afio de su vida, y entre sesién y sesién
de quimioterapia, escribié, y él mismo compuso en su ordenador personal, el trabajo
[37], que es una pequefia obra maestra dedicada a uno de sus temas favoritos: los
multiplicadores de Bochner-Riesz. Este tltimo trabajo de José Luis aparcerea en el

Duke Mathematical Journal. Est4 relacionado con [35], que es una colaboracidn con
A. Carbery y L. Vega.

Nunca perdi6 su interés por areas fronterizas del Anilisis de Fourier, como son
la Geometria de los espacios de Banach y la teorfa de la Probabilidad. Tuvo mucho
contacto personal con figuras muy importantes de estas dreas como J. Bourgain,
G. Pisiet, y realizé aportaciones originales como prueban sus trabajos [24], [32] y [33].

José Luis Rubio era ademds un excelente profesor, que dedicaba mucha energia a
sus alumnos de todos los niveles. Sus clases tenian la misma claridad y brillantez que
se percibe en sus articulos de investigacién. Los estudiantes valoraban mucho esta
dedicacién y siempre daban a José Luis las mejores puntuaciones en las encuestas



Josg Luis RuBio DE FraNcia (1949-1988) 11

sobre docencia.

Ante la pérdida de una persona de la estatura moral y cientifica de José Luis
Rubio sélo cabe esforzarse porque su ejemplo y sus ideas fructifiquen en nuestros

corazones y en nuestras cabezas e iluminen a las generaciones que nos han de suceder
sobre esta tierra.

José Garcia-Cuerva
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