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ABSTRACT

In this paper the relations between some properties of interpolation and some
properties of supremum, on Boolean algebras with the countable chain con-
dition, are studied. It is also proved that a Boolean algebra has the Nikodym
property if and only if the support algebras of its measures have it. A new
sufficient condition for a Bolean algebra have the Grothendieck property is
given.

1. Introduccién

Por F denotamos un dlgebra de Boole de cardinal infinito y por S denotamos el
espacio de Stone de F. La familia de subconjuntos de § simultdneamente abicrtos
v cerrados (“clopenes™) es base de la topologia de S y esta familia, con la unién ¢
interseccién conjuntista, es un dlgebra de Boole isomorfa a F.

Il espacio 5, como todo espacio topoldgico, puede escribirse en la forma
S = PuUD [8],donde I’y D son disjuntos, I’ perfecto y D disperso. El conjunto P
(resp. D) serd llamado micleo perfecto (resp. nicleo disperso) de S. Fl dlgebra de
los “clopenes™ de P es el dlgebra cociente de F por ¢l ideal de los finitos. Dada una
medida positiva g en F, al dlgebra cociente de F por el ideal {A € F: u(A) = 0}

y v

la Jlamaremos dlgebra soporte de F para la medida p. Por C(8) (resp. Co(S
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se denota al espacio normado de las funciones reales continuas (resp. continuas y
finitamente valoradas) en S, dotado con Ja norma del supremo. Cy(S) es denso en
C(9).

Clicrtos tcoremas que se verifican en dlgebras o completas pero que no se verifi-
can en dlgebras no o completas dieron lugar a los conceptos de dlgebra de Boole con
las propiedades de Grothendieck (G), de Nikodym (N), de Vitali-Hahn-Saks (VHS)
o de Rosenthal (R) [L1].

DeriNicioy 1.1.

a) Se dice que F tiene la propiedad de Rosenthal (R) si y sdlo si para todo
espacio de Banach X y para todo operador 1" : C'(5) — X que no es débilmente
compacto se verilica que T fija copia de £4,.

b) Se dice que F tiene la propiedad de Vitali-Tlahn-Saks (VHS) si ¥ sélo si para
toda. sucesion (1, )new C C(5)* que sea puntualmente convergente en F se verifica
que (jtn)ne. es uniformemente fuertemente aditiva (esto es equivalente a afirmar que
toda sucesion (py )new C C(S)™ que sea convergente en la topologia (C(.5)", Co(S))
lo sea en la topologia débil o(C'(S)",C(S5)™).

¢) Se dice que F tienc la propiedad de Grothendieck (G) si y sélo si toda sucesién
acotada (g,)new C C(9)* que sea puntualmente convergente en F es uniformemente
fuertemente aditiva (lo cual es equivalente a afirmar que C(S) es un espacio de
Grothendieck, es decir 1oda sucesion de C(5)* que sea = débilmente convergente es
débilmente convergente).

d) Se dice que F ticne la propiedad de Nikodym (N) si y sélo si toda sucesién
(1¢0) C C(8)* que sca puntualmente acotada en F es uniformemente acotada en F
(lo cual es equivalente a afirmar que Cy(§) s un espacio tonelado).

La relacién conocida entre estas propiedades os la siguiente [11]:
Fes (VIIS) <= Fes (G)y (N),
Fes (R) = Foes (G).
Se conoce [11] un dlgebra (N) que no es (G) y bajo HC [13] se conoce un dlgebra,
(G) que no es (N).

La bisqueda de condiciones suficientes en lenguaje algebraico para que un
dlgebra de Boole tenga alguna de las propiedades anteriormente citadas dio Jugar al
estudio de diversas propiedades que cabria clasificar en propiedades de supremo y
propicdades de interpolacion.

Iintre las propiedades de supremo destacamos:
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DErixicion 1.2, Sea F dlgebra de Boole.

a) Se dice que F es o-completa si y solo si toda sucesion de elementos disjuntos
de F tiene supremo.

b) Se dice que F es (1) [11] si ¥ sdlo si toda sucesion de elementos disjuntos de
J" posce una subsucesion que tiene supremo v tal que toda subsucesion suya también
tiene supremo.

¢) Se dice que 77 es subsecuencialmente completa (SC) [7] si y sélo si toda
sucesion de elementos disjuntos de F posee nna subsucesion con snpremo.

d) Diremos que F es débilmente subsecuencialmente completa (WSC) si y sélo si
para cada sucesion de disjuntos (A;);e C T existen My C winfinito, My, Cw— A,
una sucesion disjunta (D;)iear, en F vy un BB € F tales que: para cada i € My os
(D) C Aj vy la sucesion formada con las sucesiones (Ay)ienr, ¥ (Di)iear, tiene por
supremo a I3,

La relacién que se tiene entre estas propiedades es:
Fes o completa = F es () = I es (SC) == F es (WSC).

Iintre las propicdades de inferpolacion en dlgebras de Boole cabe destacar:

DErINICION 1.3.

1) Se dice que F tiene la propiedad de Seever [12] si y s6lo si para toda sucesion
de disjuntos (A;)ie, C F y para todo 3 C w inflinito existe A € F tal que
Uieardi € Ay Ujew—u Ai C A° (eslo es equivalente a afirmar que el espacio
S s un F-espacio). .

2) Se dice ue F ticne la propiedad (f) [9] si y sélo si para todo par de sucesiones
(Ai)iew ¥ (Bi)iew en F disjuntas v formadas por disjuntos, existen un N C w infinito
v un A € F tales que: a) para cada i € Neos A; C A, b) para cada 1 G w — AT os
AinA=0,¢) BinA = 0 para cada i € w. y d) para cada M C NV existe Ay € F tal
que A; C Ay paracada I € M, AN Ay =@ paracadaiew—- My BNnAy=90
para cada i € w.

3) Se dice que F es de interpolacién subsecuencial (1S) [1,5] si v sélo si para
cada sucesion de disjuntos (A;)iew C F ¥ para cada M C w infinito, existen .V C .M
infinitoy A € Ftalesquesin€ Nes A, CAysinew-Nes A, NnA=0

1) Se dice que F es débilmente de interpolacién subsccuencial (WIS) [6] si y
s6lo si para cada sucesidn de disjuntos (A;)ie.. ¥ para cada M C w infinito existen
N C Minfintoy A € Ftalesquesine Nes A, CAysin€w—-Mes A,NA = 0.
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La relacién que se tiene entre estas propiedades es:
F es Scever = Fes (f) = F es (IS) = F es (WIS).

l.as propiedades o—completa y (E) son suficientes para que un dlgebra de Boole
F sea (R) y (VHS) [11]. Haydon [7] prueba que la propicdad (SC) es suliciente
para que un algebra sca VILS, pero construye un dlgebra de Boole que siendo (SC)
no es (R) (su correspondiente espacio C'(.S) no tiene copia de £, ¥ se trata del
primer espacio de Grothendieck que carece de copia de £4,). Freniche [5] prueba
que la propiedad (IS) es suficiente para que un dlgebra de Boole sea (VHS), y en [6]
prucha que la propiedad (W1S) es suficiente para que sea (G). Aiin no se sabe si la
propiedad (WIS) serd suficiente para que un dlgebra de Boole sea (N).

Una condicidn necesaria para que un algebra de Boole F tenga cualquiera de las
propiedades anteriormente citadas, es que en el espacio de Stone § de F no existan
sucesiones convergentes distintas de las triviales [1].

DeriNicioN 1.4.

1) Se dice que F tiene la Condicién de la Cadena Contable (CCC) si toda
familia de elementos disjuntos de F ¢s a lo sumo numerable (o lo que es equivalente,
el espacio de Stone S de F tiene la Condicidn de la Cadena Contable).

2) Se dice que F es (n-0) si no existen sucesiones disjuntas en F no triviales
que tengan supremo.

3) Se dice que F es “up-down-semi-complete” (u.d.s.c.) si v sélo si para toda
sucesion de elementos disjuntos de F que tenga supremo se verifica que toda sub-
sucesion también tiene supremo.

2. Relacién entre propiedades de supremo y de interpolacién en algebras (CCC)

I.as propiedades de supremo y de interpolacion mencionadas y la relacion existente
entre cllas pueden resumirse en el siguiente cuadro.

o — completa —  Scever

! ,

(WSC)  —  (WIS)
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Vamos a probar que en las dlgebras (CCC) cada una de las propiedades de la
derecha es equivalente a la correspondiente de la izquierda.

Probaremos también que toda dlgebra atdmica F que posca alguna de las
propicdades de la izquierda, verifica que el dlgebra cociente de F por el ideal de
los elementos finitos ¢s un algebra que tiene la propiedad de su derecha, pero que es
(n @)y, por tanto, carece de cualquiera de las propiedades de la izquierda. Con esto
quedard probado que las propiedades de la izquierda no son hereditarias a dlgebras
cocientes. Con los resultados de la proxima seccidn quedard también probado que las
dlgebras soporte de un dlgebra de Boole F, que tenga cualquiera de las propiedades
del cuadro, son dlgebras que poseen la correspondiente propiedad de interpolacidn
(las dlgebras soporte siempre tienen la propiedad (CCC)).

Teorema 2.1

Sea F un dlgebra de Boole (CCC). Para cada sucesién de disjuntos de F existe
otra sucesion de disjuntos, disjunta de la anterior, y tal que la sucesion formada con
ambas ticne por supremo la unidad del dlgebra.

Demostracion. Sea (A;)ie. sucesion de disjuntos en F sin supremo ( si lo tuviera la
demostracion seria trivial). Entonces la familia G formada por los conjuntos
(1' = U If,
i€w
donde (B;)ie. es una sucesiéon de disjuntos en F tal que

agn U 1"11' = w»

iEw
que esta formada por coceros de §, es no vacia. El orden definido en G por
GiLCly<=> G =Gr0G CGyconint(Ge~ )£ 0D

es inductivo y existe en G un elemento G maximal. ks facil comprobar que el
supremo de la sucesiéon formada con (Ai)iew ¥ (Bi)iews es S, donde (B;)ic, o5 la

v

sucesion de disjuntos que corresponde a (. O

Teorema 2.2
Sea F dlgebra de Boole (CCC). Se verifica:
a) F es (u.d.s.c.) <= F es o completa.
b) F es Scever <= F es o completa.
¢) Fes([) <= Fes (k)
d) F es (1S) <= F es (5C).
e) F es (WIS) <= F es (WSC).



120 Aizpruny

Demostracion.

a) I’s evidente pues si toda sucesién de disjuntos es subsucesiéon de otra sucesién
con supremo se verificara que la primera tiene supremo.

b) lste resultado es probado por Rosenthal [10] y puede ser probado a partir
del teorema anterior de forma inmediata.

Las demostraciones de ¢) d) y ¢) son similares, veremos sélo la iiltima.

¢) Supongamos que F es (WIS) y sea (A;)ic, C F una sucesidn de disjuntos, sea
(Ci)iew C F otra sucesion de disjuntos formada con (A;)iew, lal que la sucesién for-
mada con ambas tiene por supremo la nnidad S del dlgebra. Aplicando la propiedad
(WIS) a las sucesiones (Ai)igw ¥(Ci)iew encontramos que existen N C w infinito
y B € F tales que para cada i € Ves A; C By BNC; = @ para cada 1 € w.
Podemos suponer que N es precisamente V = {{ € w : A; C B}; al conjunto
w — NV lo dividimos en dos disjuntos R, y Ra, By = {i € w — N : A; N B # §},
Ry={i€ew—-N:4;nDB =10} Consideremos las siguientes sucesiones disjuntas de
disjuntos (A;)ien. ((iNBier,, (4i— Bier,: (Ai)ieRr,, (Ci)iew. Su unidn coincide
con (UiEw A,-) U (Uiew C,—) y el supremo de la sucesion formada por todas ellas es 5.

Se tiene

Uaijul  dinB|cB (1)

(€N gl

U@i-p)julJ a)ullUe:i)cne

i€y i€R, i€w
Si la inclusién que aparece en (1) fuese estricta, existiria un C' € F tal que

]

ce\{JA)ul U AusB

iEN i€R,

Asi pues, seria
ccs-({U4a)ulUa)],
i€w i€Ew

lo que no es posible. Por tanto la inclusién que aparece en (1) s una igualdad y la
sucesion de disjuntos formada con las sucesiones (Ap)ien ¥y (Ai N B)ien, tiene por
supremo a 4. U
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Teorema 2.3

Sea F dlgebra de Boole atomica y sea I el ideal de los elementos finitos de F,
entonces:

a) Si F es o-completa — F[I es Scever y (n o).

h)SiF es (I) == F[Ies () y (n o).

¢)SiFes(SC)= F[l es(IS)y (n o).

d) SiF es (WSC) == F[les (WIS)y (n o).

Demostracion. La implicacion a) es un resultado muy conocido y la demostracion
de b), ¢) ¥ d) es similar. Veamos 1a demostracion de la implicacion d). Ts evidente
que F/I es (WIS). Veamos que F/I ¢s (n—0). Supongamos que ([A;])iew €8 una
sucesion en F/I tal que [A;] A [A;] = O y tiene por supremo a [A] € F/1. s facil
escoger elementos representantes en F de cada [A;] y de [A)], de forma que (A;)iew
sea una sucesion disjunta en F y A € F sea tal que A; C A para cada i € w.

Para cada i € w sca x; € A; dlomo de F, por la propiedad (WSC) existe una
sucesion (I3;);e. C F de disjuntos no vacios tal que

U Bi c U{=)

{Ew i€w

y tal que (B;)ie. tiene supremo 3 € F.

Si§ = PUD es el espacio de Stone de F con su descomposicion perfecta-
dispersa, s¢ ticne que Uiew{""i} C D. Asi pues para cada ¢ € w es I3; clopen
coutenido en el nucleo disperso D, pero en § no pueden existir sucesiones conver-
gentes distintas de las triviales, Tuego no puede existic un cerrado disperso infinito
(seria secuencialmente compacto). Por tanto, para cada i € w, B; es un clopen finito.
Por ello la sucesion (B;)ie, puede expresarse como (z;);eas, con M C w infinito v

U {o:} = B.

PEM

se tiene que

Si para cada i € A pouemos C; = A;—{z;} y para cada i € w\ M ponemos C; = A;
se cumple que [C;] = [A] ¥ [Ci) A [B] = 0 para cada ¢ € w. s facil comprobar que
(] < [A] ¥y [B] # 0, lo que contradice que [A] sea el supremo de ([Ai])igw. O

Seever prucbha que un algebra de Boole F es (G) si y sdlo si sus dlgebras soporte
son (G). En el préximo teorema probamos que tal afirmacién también es cierta para
la propiedad (N) y que por tanto Jo serd para (VIIS).
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Tecorema 2.4

F es (N) siy sélo si sus dlgobras soporte son {(N).

Deniostracion. La condicion necesaria os evidente. Sea (jiy,)ye. una sucesion de
medidas puntualmente acotada en F. Sea X medida en F definida por

[ 9

-~ ()
A(A) = _
l\ ‘) L 2" 1y V’w‘("")

n—l

A es posiliva v acolada en F y para cada V€ w ge verifica que pr, es absolutamente
continua respecto de Ay Sopp, C Sop A= 1.

Sea Fyp = FflTcon I ={A€F:All) =0} Paracada A€ 'y cadan ew
se tiene que p,(A) = (AN M), La medida p,, es una medida de Radon en el
compacto Il que da lugar a la medida en Fip que denotamos por ju,. es evidente
que ||peil = lpall ¥ como p, es puntualmente acotada en Fyy y Fpy es (N) se deduce
que (||#n]) new s una sucesion acotada.

Nota 2.5. Asi pues todas las condiciones de interpolacion que se han ensavado hasta
¢l momento como condiciones suficientes para (N), (G) y (VHS), no han supuesto
avance decidido, ya que daban lugar a dlgebras de Boole cuvas dlgebras soporte
tenfan la correspondiente propiedad de supremo.

Nota 2.6. bs conocido que las propiedades de supremo e interpolaciéon no son las
adecuadas para caracterizar algebraicamente las dlgebras de Boole que tengan alguna
de las propiedades (R), (VIS), (G) o (R). En efecto. Dashicll [3] demuestra que toda
dlgebra de Boole que sea (udse) v tenga cierta propiedad adicional relativa a medidas,
tiene las propiedades (R) v (VIS) y demuestra que el dlgebra de los subeonjuntos de
[0,1] que son simultdncamente Fo y (g estd en estas circunstancias. Sin embargo, en
este dlgebra existen sucesiones de disjuntos en las cuales no es posible separar, con
un elemento del dlgebra, infinitos elementos de la sucesion de otra inlinidad de la
misma. F2n|2] se especula con la posibilidad de que las propiedades de interpolacion y
supremo estudiadas, sean, quizd las adecuadas para la caracterizacidn de propiedades
similares a las (N), (G) y (VIHS) pero notablemente mids fuertes.

I'n el signiente apartado se estudia un nuevo tipo de propiedad, que es poselda
por todas aquellas dlgebras que tengan cualquicra de las propiedades de supremo
anteriormente estudiadas.
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3. Una nueva propiedad

DeriNicion 3010 Sea F oun dlgebra de Boole y sca (A)ien, C F una sucesion de
disjuntos, diremos que (A;)ie, tiene la propiedad (H) si y s6lo si existe una familia
(0(0))new, casi disjunta de partes infinitas de w, y existe una familia (Cy, )aey, de
conjuntos Borel disjuntos de S no vacios, y existe (Ay)aew, ¢ F' tales que para cada

a €wyes Cy C Ay y existe a'(e) C a(a) infinito verificando:

a)
U l, c A o (".‘fﬂ’l?

i€a'(a)

b) Para cada ¢ € o'(a),

Ao = (Cau Ay | A
JEw
J#i

Si toda sucesion de disjuntos de F no trivial tiene la propiedad (1), diremos
que F es (11).

Proposicion 3.2

Si F tiene la propiedad (11), entonces F es (G).

Demostracion. St F no es (G) existen (p1,,) sucesion de medidas acotadas y pun-
tualmente convergente a cero en F, ¥ (Ap)igw sucesion de disjuntos de F y e > 0
tales que, |pi(A;)] > € para cada @ € w. Aplicando ¢l lema de Rosenthal a cstas
sucesiones en la o-dlgebra de los conjuntos de Borel del espacio de Stone S de F
para £/3 existen subsucesiones que denotamos igual, tales que

d

£ UA,; <%
ICw
i#n

Consideremos la sucesién (A;);e,. Por verificarse la propiedad (1) existen sucesiones
(7(a N aew s (' (0Naecwrs (Ao)oewr CTF, (Cadacw, de conjuntos de Borel disjuntos
no vacios, fales que, of(@) es infinito, o'(a) C a(a), C, C A,,

U A C Ay = C, para cada o € w)
i€a'(w)
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v para cada i € ¢'() se cumple
Ao —(CauA)c | A
JEw;
i

Como (€' )ugw, ©$ una familia no numerable de conjuntos de Borel disjuntos,

considerando la medida
~ 1
= E Sn l.“n|

se llega a la conclusion de que existe un « € wy, tal que, para cada n € w, es
A
(AU )]

|pn](C'y) = 0. Por tanto se tiene
.“i(-‘n) = I"i(-’li) + /“(CO) + pi [Au

para. cada 7 € o'(a). De aqui se deduce que
2e . '
(A 2 A =il | U 45 | 25, vied(a).
i€w '
J#i

lista contradiccion prueba el resultado. O

Proposicién 3.3

Si F tiene la propiedad (WSC) entonces F tiene la propiedad (IT).
Demostracion. Sea (4;)ie. una sucesion disjunta en F. Sea (0(a))aew, una familia

de partes infinitas de w casi disjuntas.
Para cada o € w) por la propiedad (WSC) existen (o) C o(a) infinito, y(a) =
~1(e)U7z2(o) particién de 4(a) con 3 (o) infinito, ( Df )igay(a) sucesion de disjuntos,

y BY € I ales que: B es el supremo de la sucesion oblenida con las sucesiones
(Adigw(e) ¥ (Pi)igrs(a), Pata cada i € y9(e) s D; C A;. Para cada « € wy sea

U ajul U v},
i€no()

C*=DB* -
iE‘rl((l)
se tiene que
U Acn*-co,
i€nila)
v, para cada { € 71(0), es
Bo—(A;UC) C | A;
JEw
J#i
que si @« # 3es CONC? =P, pero esto es sencillo de

Para concluir bastard ver

comprobar. []
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Corolario 3.4

Si F es (WIS) sus dlgebras soporte son (11).

Corolario 3.5

12
13.

14

Si F es (WIS) entonces F es (G).
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