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ABSTRACT

Sufficient conditions for pathwise exponential stability of the zero solution
of stochastic PDE with deviating argument dizy = Aw, dl -+ B, dwy

are given. The assumptions on the operators A and M are the same that
in the case without delay, but the proof is different. TIn fact, our method
shows an alternative proof for the results in the particular case p({) = {.
First, we obtain sufficient conditions for the seccond moment of x; to decay
exponentially. Next, asymptotic exponential stability of paths (with probability
one) is deduced. Finally, an example is given in order to illustrate our theory.

1. Introduccién y preliminares

Il principal objetivo de este trabajo es establecer condiciones suficientes para
garantizar la estabilidad asintética de las soluciones de una clase de ecuaciones
en derivadas parciales estocdsticas con retardo. Istas intervienen, como es bien
sabido, en la modelizacion de numerosos fendmenos con origen en Fisica, Biologia,
conomia, ete. ...(véase Chow [3] para fendmenos fisicos, Fleming [5] para fené-
menos de genética de poblaciones, Pardoux [9] para modelizacion y simulacién de
problemas de filtraje ...).
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J0 CARABALLO

L.a situacion general en la que se va a desenvolver nuestro trabajo es la siguiente:
Consideraremos fijados un espacio de probabilidad filtrado v completo

(Qv fvf17 P),

un proceso de Wiener real normalizado, wy, relativo a la filtracién {#,},>0, (véase
Pardoux [8,9] para todos los resultados relativos a integracién estocdstica).

Sean V. Il espacios de Hilbert reales separables verilicando V' — II' (con in-
clusion continua y densa). ldentificando, como es habitual, # con su dual 11’ se
tiene la relacién

Ve Il=1"<\V'

Se denotard por ||| la norma de V', por || lade If, por ||-||* la de V', El producto
escalar de Il serd (+,+) ¥ la dualidad V',V serd (-,-).

Dados ki, T > 0 se denota por 13(=h, T3 V') el espacio de los procesos estocdsticos
(21)ie[—n,17 {brevemente se escribird ), medibles (como aplicacién definida de
(=, T x Q en V), tomando valores en el espacio de Hilbert V' y verificando ademds:

i) x; es Fi-medible e.p.d. en ¢ (donde F, = Fy para t € [—h,0])
i)
"
1'"./ |z|? dl < +.
J~h
Es ficil comprobar que 12(—=h,T; V') es un subespacio cerrado (y por tanto completo)
del espacio L2(Q x [-h, T1,F & B([-h.T]),dP % di; V).

Por comodidad de notacién se escribird L2(Q;C(=h, ;1)) en lugar de
L3(Q, F.dP;C(=h,’l'; I)). donde C(=h,T; 1) denota el espacio de las funciones
continuas definidas sobre [—h,T] y tomando valores en /1.

Sean A : V. — V' un operador lineal continuo (i.e. A € L(V,V')) y B un
elemento de L(I) = L(II, ), verilicindose la condicién de coercividad siguiente:

(¢) JvelR,e>0: —2(Az,z) + v]z)* > e])z]%, Ve € V.

Dada la funcién (de retardo) p : [0,+%) — [—h,+oc) con p € CL(0,+oc; R),
infiso {p'()} = p« > 0, y dado el proceso inicial ¢ : @ x [-h,0] — V con
€ 1*(—=h,0; V) L2(Q: C'(=h,0; 1)), se verifica [10,11] que existe un tinico proceso
wy € PH(=h.T VYN LA(Q;C(=h, T 2 1)(YT > 0) y tal que es solucién del siguiente
problema

Q) x; = &(0) + ]0’ Azgds + }0' By dw, P —cs., Vi>0
T, = 'L‘.'(l) sit€E [—/1,0],
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donde la primera igualdad se entiende en el espacio V.

Fste problema se sucle escribir en términos de difercnciales estocdsticas como

. dry = Arydt + Br oy duy, Vi> )
(Q7) {:m = (1), [ ¢ [-h,0)

A un tal proceso se le llama solucidn en sentido fuerte (o simplemente solucion
fuerte) de (Q).

De otro lado, es bien conocido [1] que de Ta condicién (e) se deduce que el
operador A genera un semigrupo de operadores, {U}>0 C L(IT), de tipo ¢o. y en
consecuencia se puede definir el concepto de solucién generalizada (“mild -solution™)

de (@) asociada al proceso &y, y que no es mids que el proceso y; solucién de

i
yo = Lu(0) + / Uiy Byys)dw, (igualdad en I1).
Jo

Iin estas condiciones, se verifica [2] que la solucion fuerte coincide con la generalizada

asociada, es doecir,
!
= U (0) + / Uy s Bryydus, P —cs.. Vi > 0.
Jo

Pues bien. en fa situacién que acabamos de describir, vamos a establecer condi-
ciones suficientes para obtener resultados de estabilidad asintotica exponencial para
las trayectorias del proceso solucion fuerte de (Q). Previamente se obtienen condi-
ciones suficientes para la estabilidad exponencial del segundo momento de z,. Este
mismo esquema es usado por Haussmann [6] en el caso sin retardo, es decir, cuando
p(1) = L. pero hace uso de un funcional de Liapunov construido a partir de un
cierto operador PP € L(IT). El método que vamos a desarrollar proporciona una
demostracion en la que se prescinde de tal funcional.

Ion la Seccidn 2 se establece la estabilidad exponencial para el segundo momento.
I'n la Seccién 3 se deduce la estabilidad travectorial. Un interesante ejemplo de

aplicacion se encuentra en la Seccion 4.
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2. Estabilidad exponencial del segundo momento

Comencemos fijando delinitivamente las hipdtesis que van a ser efectuadas sobre los
operadores A v B la funcion de retardo p v el dato inicial .
Para p:

(2.1) pCCHO+xR). Th >0 -h<pt)y <t p()> 1. Y1 > 0.
Fsto implica automdticamente que existe la inversa, p~', v ademds
(2.2) Tk >0: t<p (< t4k, Yi>0.
Para -\:
(Ay) A e L(VNT"), con =1 coercivo, os decir:
(¢) velRoe>0: =2 Aw,x) + vie|* > e ||| Va C V.
La siguiente hipdtesis exige que A o, lo que es lo mismo, el semigrupo generado
por ¢l Uy, sea exponencialmente estable:
(1) 4v>0.¢>0: [Gh] < ee™t Vi > 0.
Aqui por |- | denotamos también la norma en L(11).

Para el operador B:

(1)) Be Ly,

i I
(1y) |/ BTUoU Bd < L.
[/o I
Obsérvese que. gracias a (I)), la integral precedente posee sentido en L(1).
Recudrdese que

P OC

(B U Brox)dl

(2.3) / B Ur U Bdtl = sup 22 n
Jo rel\{4} |2

Por dlimo. para el dato inicial ¢

(2.1) v C IO 0 VYN LA C(=h,0: 1)),

Fn las condiciones (2.1). (Ay), (By), (2.1), se tiene asegurada la existencia y
unicidad de solucion w, del problema (Q). Anadiendo las hipdtesis (1), (1),
vamos a obtener estabilidad exponencial del segundo momento de =, .

Un resultado que juega un papel fundamental es el hecho de que la solucion
[uerte de (@) es también solucidn generalizada.
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Teorema 2.1

Bajo las hipdtesis (2.1), (A1), (B1), (M), (II2), (2.1), la solucién x; de (Q)

verifica:
(2.5) JA, KN >0 tales que Elad? < K||¢lfe=, V>0,
donde

0
[o]i% = max {I','Ig'f‘((_))|2,/ Elé(s)? (l.s'} .
J -~k

Demostracion. 1La electuaremos en dos etapas. En la primera probaremos la exis-
tencia de A > 0, Ny > 0. tales que

. | ,
[ Bl k.
JO

In la segunda, haciendo uso de la estimacidn anterior v de la Pérmula de 1t [7.8],
obtendremos la estimacion (2.5).
Ftapa I: La solucién z; de (Q) se puede escribir como
[ ¢
(2.6) ay = Uy (0) + A Ui B sy duy, (>0,
i xy = (1), t € [-h,0],

(igualdades en II'), de donde sigue

2
(2.7) |2y = U0 (0))* +

t
/ Uimg B,y dwy
Jo

t
+2 (U, 1(0), / Uis B2 s (Iu-'s> . Vi > 0.
Jo

De aqui,

3

(2.8) Ele* = E|U ¢(0)] + / | E|\Ui—s BzpsyPds, V120,
JO

va que, por las propiedades de la integral estocdstica [8,9]

2

ol t
/-;‘ / Upews B sy durg| = / E\U =g Ba o )|* ds,
JO JO
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¥ por otro lado. como U, v(0) es Fy medible,

f 1
I ((,",, (0). / Ui_s By (lu's) =k l:l','f" ((,’,, V(0). | Uiy By rlug,.)]
Jo Juo
f
=F (l, (0), 170 [/ Uiy By s (Iu:{l)
Jo

L (U, (0), ())
=0,

donde E7° denota la esperanza condicionada.

Tomemos A > 0 (todavia por determinar), multipliquemos la ecuacion (2.8) por
¢t ¢ integremos:

p O o0
(2.9) / M B2 dl = / MEUL (0] de
Jo Je

)
3 i
+/ (:'\"/ I
Jo Jo

A continuacion. Hevaremos a cabo una estimacion de cada uno de los sumandos del
segundo miembro de (2.9).

Por (H),

Uis By |* ds di.

/ M E|C v (0)2dl < e / Q=300 L) dt
Jo

Jo
) ) > & ,
< eH|elf / Ay
Jo
(.'.2 112
T
Y

siempre que A verifique 0 < A < 24, Luego, para un tal A,

2

‘ * N1E a2 e 2
(2.10) /0 M EG W0 dl <€ 5 [le|[3.

Para ¢l segundo sumando, aplicando el Teorema de Fubini, tenemos:
et 4
(2.11) / oM / LU —s B ygy|* dsdt
Jo Jo

JO o Js
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= / / M) |0, Bz pg)|? dt ds
/[ As /( M F(U B ). U B gy dids

/ / MNEBTUTU B gy, 7 ) dLds

0 0

5/ ’Hnbﬂ‘/ ABTUTU B
0

/ MU U, B

/ e® I|1,,(s)| ds
0 Jo

Por otro lado, efectuando el cambio de variables u = p(s). se sigue:

pOX3 o ) 1
AS Il 2 g, A~ (u) pora (2 l }
e Ll | ds = / e Elry|? ———— du
/ A= ) (1)

x)

, . o

g/ Atk Eleu|” du
J—=h

0 “
= (..-’\k/ M E|e,|* ds + r*’\k/ e Ela,|* ds

h JO

< M|l 4 etk / AR S(0))? dt

s

’\"/ / EU,— I}J',,(,)Vrlsdl,

gracias a (2.1), (2.2) ¥ (2.9). Tomando de nuevo 0 < A < 27, resulta:

/ )\gllrp(s)l (IS<(’ ( )H"“z
JO)
< “( e )|«||2

/‘GMHVTLyum
JO

s I)’:z:,,(_q)!"’ dsdt

Fpey.

Asi, para

ﬂ»:l/"‘w;lznml

JO

w
/ e I.'}|:l.‘,)(s)|"(ls.
Jo

103
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Hlegamos a la desigualdad siguiente, vélida para 0 < A < 27:

oC ('2
i) [T bl Pds < (14 255 ) el

+c-,’\'°f(/\)/ ML
J0

(5 | ds.

Ahora bien. por (/I2) ¥ por la continuidad de las funciones definidas por integrales
dependientes de pardmetros, resulta inmediato que existe A > 0 (suficientemente
pequeiio y ademds menor que 25), de tal suerte que

e N < 1.

Luecgo de (2.12) se deduce que

2 1

10 [ sy 2 3 ¢ e
(2.1) /0 e Ela )| ds < e (1 + 5 /\) T= %0 I[eils -

Sustituyendo en (2.11), obtenemos :

(1+52x) i
| — E’Akf(/\) “'W“.l'

o0 4
(2.14) / e / ElUi—y B pq)? dsdt <
Jo Jo

Uniendo (2.10) y (2.11) llegamos a que existen A, 0 < A < 27,y K| > 0 tales que

o
(2.15) / M E|z 2 dt < Ky
0

Wil2.

Nota 2.1. De hecho, hemos probado algo mds fuerte: “Para cada A > 0 sufi-
cientemente pequeno, existe una constante Ky = K;(A) (que podemos encontrar
explicitamente) tal que tiene lugar (2.15)”.

Etapa 2: En virtud de la Férmula de 116 [7-9] aplicada al proceso er|z,[%, se deduce
‘ t ‘ t
(2.16) eMlry)? = [B(0)) + /\/ €Mz, ds + 2/ e (Axy,z,)ds
0 0

L t
+ / (:’\""Iliwp(‘.,)|"’ tls+2/ ff’\”(lfm,,(_.,.),m,,)(1'(1‘:3.
Jo Jo
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md

¢ aqui, tomande esperanza v aplicando las propiedades de Ja integral estocastica
resuiia

(217)  MEJ | =

L
e+ E / r‘:)“"'(z\|:z:,(,.|'2 + 2 Ay, zs) + IIJ‘.tzr,,(_.,.)|2) ds.
Jo

Fn virtud de la coercividad de — A y de las desigualdades (2.13) y (2.15), obtenemos:

L
(2.18) AMEL P < el + (A +v) ’./ A B, Pds

.r£ «
417 e s ds
Jo
)\.s' e 1207
<l + (A +v) [ Elzg|*ds
« (’
+|B* S P ds
Jo

(1 + Q",(’_;X) (‘.'/\k|11|2
(A )i )“‘-“n 1T— Ak f(X) 1117 -

i/\

siendo esto vilide para todo ¢ > 0. Luego, para una cierta constanie &7 > 0,
9

(2.19) AME|r P < K)elt, V>0,

0, lo que ¢s igual,

(2.20) Fled? < K9|fe™™. Vi>0.0

Nota 2.2. Naturalmente, el comentario realizado en la Nota 2.1 precedente per-
manaece vilide para el enunciado del Teorema.

Noia 2.0 Yo ol caso en que la fuacidn de retardo verifigue

¢l Teorema precedente sigue siendo cierto sin mds que suponer que existe m € RF
tal que
(O >t —m, Vit >0,
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y sustituir la condicién (I[3) por
X l
(Ily,) ‘/ B=Uruen clli < Px.
Jo

Ll efectuar esta hipétesis adicional sobre p (i.e., que p(1) > {—m). en el caso en
que p. < I, nosupone pérdida de generalidad ya que esta situacion es la que se suele
presentar en la practica: con frecuencia. en la evolucion en el tiempo de un deter-
minado proceso, regido por ecuaciones en derivadas parciales eslocdsticas, in fluve,
no sélo el presente, sino también el pasado. es decir, la historia del mismo. Ahora
bien, como el pasado que ejerce una mayor influencia es el “pasado cercano™. por
eso limitamos nuestro estudio a la consideracion de lunciones de retardo cumpliendo
esta condicidn.

Nota 2. No obstante lo expuesto anteriormente, existe una condicidn mds fuerte
que (1), (1) que. junto con la Férmula de 116, implican directamente 1a estimacion
(2.5). Dicha condicidn es

(1) T >0 =2Aw,2) > ple + [ Bx|?, Va € V.

Teorema 2.2
Sea xy la solucion de (Q). Si se verifican (Hya), (¢) y (2.1), entonces se tiene
(2.5).
Demostracion. Sea A > 0 (todavia por determinar). Gracias a la hipdtesis (If}4), la
IFormula de 116 conduce a:
Y

t
AME|eg? = Elrgl? = A / Mg ds + 2 / M Argowg)ds
Jo Jo

!
+ / M E| B )| ds
Jo
L ) ! ..
< (A=) / By ds + / M E| H.r,,(_.,.)|" ds
Jo .

0
L
- / ML
0

Ifectuando el cambio de variables en la integral que contiene la funcion de retardo p,
obtenemos:

Br,|*ds.
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y
eME|r|? < Eleol* + (A= p) / M B2, |? ds
Jo

P X~ (W) B e 12 t ‘
+ / : - _]| - 1 du - / M EB2,)? ds
J p(0) p'(p~1(u)) Jo

t
< eI + (A =) / eME|zs|t ds
Jo

Y t
+/ MR e, P ds - / ML B, ds
J—h Jo

0
g”gﬂf+l/ MM E| B |* du
’ —h

t t
+(A=p) / M E|ry|? ds + (e - 1)|b’|2/ M E|xg|* ds
Jo 0
< (14 B |1

t
+ [N =g+ | B (e - 1) / M Bz ds.
Jo

Como
lim [A—p+ |BP*(eM - 1)] = - .
im A=+ [BF(™ - D] = —p <0,
es posible determinar A > 0 tal que A—pu+|B)?(¢** —1) < 0, con lo que la expresién
anterior se convierte en
MEle? < (1+ M BR)6IE, V> 0.

De aqui se sigue (2.5). O

3. Estabilidad trayectorial

Antes de establecer el resultado de estabilidad de las trayectorias, probaremos un
L.ema previo.

Lema 3.1
Si la solucidn de (Q), x4, satislace (2.3) (cosa que ocurre si se verilican, por

ejemplo, los Teoremas de la Seceién 2), entonces existe una constante K, € M tal
que

(3.1) l‘.-'[ sup  |z]? ] < K,
0<t<+oo

2
l‘”-
L;’ l .

In particular, x, € L*(:C(0. 4203 I1)).
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Demostracién. La prucba de este resultado es similar a la de Haussmann [6] sin mds
que utilizar un adecuado cambio de variables. O

Establezcamos ya la propiedad de estabilidad trayectorial para la solucion del

problema (Q).

Teorema 3.1

Si a4, solucidén fuerte de (Q), verifica (2.3), y por otra parte, —A cs coercivo
(es decir, se satislace (¢)), enlonces existen a,3 > 0, y existe A C Q con P(A) =0,
tales que

(3.2) Yo €Q\A 3TW)ER: |z, (w)]? < af¢|e”? YVt > T(w).

Demostracion. Seca Ny el primer nimero natural tal que p(Ng) > 0. Por ser
pI(t) 2 1 >0, resulta que p(V) > 0, para todo N > N,.

Tomemos, pues, N natural con N > Ny. Aplicando la Tgualdad de la Energia
(I'6rmula de Ttd para el proceso |z¢]?),

t ¢ L
(3.3) |z = |en|? +2 / (Azg,z,)ds + / |B:1:,,(_‘i)|2 ds + ‘2/ (Bxys),zs)dws,
JN N N
de donde se deduce, gracias a la condicién (¢), que
t L
! 2 p y y
(3.4) lz.|? = |lzn]? + v /\ |lzy| ds + /'v |l):z:p(s)|z ds
g1 J

t
+2/ (B"I:/:(s)vl's)d'll?s, Vi > N.
JN

lamemos [ al intervalo [V, N + 1]. Se tlicne entonces que, dado cualquier € > 0,
se verifica

(3.5) r [sup (2| > 5]

LETN

P [sup lz2 > 52]
IElN

g2 N+ c?
Pllzn?> =4+ P (v / |x,|%ds > —
14 JN 1

N+1 62
+r / | Bz 5|2 ds > T
N

4 62
/ (H:n,,(s),xs)d'w_.,\ > Tl

N

IA

+ P [‘2 sup
teln
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Por la desigualdad de Chebyshev y por (2.5),
g’ 4 4K||¢l|2 _,,;
(3.6) P [Iw.-vlz 2 T] < o Elenl? < —5+ eV,

Por las mismas razones anteriores,

N41 62 N+1 82

2 2
v z,|*ds > —| = P re|°ds > —
[v | — 4 /v los["ds 2 Ay

Ay [N
<=z E|z,|%ds
€ JN

y N
< Wl / e
13 JN
WKIVIE o~
SThe

(3.7) r

Ademds, utilizando de nuevo el cambio de variables u = p(s) y (2.5),

N+1 62
r / |B.1:,,(s)|2ds > v
JN

IA

4 l'\r"+| ,
?-/ E|Bz 4 ds
Y JIN

4 /”(N“) F|Bz,|* du
e Juny  Pp7(u)
4 BZ P(N+1)
| 2' / Elz,|? du
€ p(N)
< UBEK 19l /”‘”*”
- e Jo(N)
o ABRK [ e
= Ae? )

IA

e~ M duy

Jomo p'(1) > 1, tenemos p(t) > ¢t — h, para todo t; luego

N+ 2 2 1~ 2 Ak ,—AN
. 4|BI*K ||[¢]|f e e
(3.8) 1{/ |mmmnz%]gll‘%h" .
JN e

Usando sucesivamente las desigualdades de Chebyshev, Burkholder-Davis-Gundy y
Holder y aplicando el Lema 3.1, obtenemos:
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~2 t 2
> P | sy B oy.w5)duwg) > —
2] = L L[ marrann] 2 5]

8 [ ]
— E | sup
o LC N
1/2
21 . N4 .
c—zl (/\ I(U.’I?p(s),.’l.'_,,.)l‘!(l.‘o‘>
. N 1/2
21| B N1 gl
< ,_| l (/ |"I'/)(s)|2|"l:s|2(]'s>
€ Jn
21|n| [( )‘/2
sup |a,|*
g? sCln
N+l A
X (/ l:]',,(_g)lg(].s) :|
JN
. . '/
21|13 /2 N :
| | (L sup |x|* > I/ |:1:,)(_s.)|“’a’.s:
Lely N
2418153 gl ([ "
© .
< ..) l (/ L |J/,(<,);2(IS> .
[ N "\T

Introduciendo una vez mds el cambio de variables habitual y razonando como antes,
se floga a:

r [2 sup | /(1)’1,,(5) gy dws

I(l\

IA

/(lhﬁ(ﬁ) vy,

IN

IA

IA

(")

¢ 1/2 ’ Xy A
] 21| B| K, K2l A2 g

t
(3.9) P [2 sup /(”.’I',,(S),JI'S)(IIL‘ > —1 N

elx |JN

De (3.6) (3.9) obtenemos:

q 2 e Av K p= AN . )
(3.10) P [l.s:Eulp o] > 5] < (-IT\" - 3 + Ii\\ > ‘ - il

CU|B|Ry PRI ANT
s Al/g ~2 ”l-'"”l7

v tomando para cada V> Ny, £ = en = ||l@|l1¢7*N? se sigue que

(3.11) P [ sup || > ;\] < MM
tely
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donde M es independiente de N,
Por tiltimo vamos a aplicar el Lema de Borel-Cantelli para conseguir ¢l resultado
descado.

Dados ¥ > Ng. g = ||z,:H,(.—‘_’\'\'/” denotamos por A el conjunto
Ax = {w € Q:sup |o(w)] > E_\-}.
telx

. . . v . s o [p.o)
Gracias a (3.11). podemos afirmar que Ta serie numérica 377« P(A,) os conver-
gente, Por el Lema de Borel-Cantelli, se deduce que

(3.12) P [ liinsup Axn ] = 0,
N2> Ny

o lo que es igual

(3.13) ri Uas|=o.

Llamemos A al conjunto

A= ﬂ U.-'lj.

N>Np 2N
Se verifica que P(\) = 0. Para cada w € Q\ A, existird V(w) > Vo tal que w ¢ A;,
para todo 7 > N(w), es decir

(3.14) sup |z (w)] < g, Vi > N(w);
tel,

teniendo en cuenta el valor de =5, resulta

(3.13) ;‘;ulp l21(w)] < || @ity e M8, Vi > N(w).

)
Ahora bien, si 1 € I tenemos —j < —(0- 1); Inego de (3.13) se obtiene que

(3.16) sup Jai(w)] < loflie VD0 vie 1 Vi > Nw),
i<t<j+1

de donde se sigue

(3.17) lei(W)] < PellieMBeMBL Yier;, V> N(w).
¥ por tanto.

(3.18) le (@) < olloie™?t V> N(w),
cona=cM 3=2)/1.0
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4. Ejemplo

Los ¢jemplos mas interesantes aparecen cuando los operadores A y I3 son operadores
en derivadas parciales, v en particular, cuando el primero de ellos es de segundo orden
y de tipo eliptico, mientras que el segundo es un operador de multiplicacion (i.e. de
orden cero). Veamos a continuacion un ejemplo que se puede interpretar como un
fendémeno de difusion (por ejemplo, de calor) en el que se presenta una perturbacion
estocdstica:

Sea @ un abicrto acotado de R™. Sean V = H}(O;R), I = L*(O;R), que,
como sabemos, satisfacen las inyecciones densas y continuas usuales [1].

Sean

donde r(.) € L>®(O:1R), e I es el operador identidad.
También ¢s conocido que la semi-norma

du
ul|? = /Z [()‘ ] dr,

¢s, de hecho, una norma en V, equivalente a la norma usual. Para la funcién de
retardo y el dato inicial se suponen las hipétesis de las Secciones precedentes.

Escribamos explicitamente qué significa que el proceso u; es solucién luerte del
correspondiente problema (Q):

w, € P*(=h, T;V)N L*(;C(=h, T2 M) YT >0,

¢
()u, dv

adr 4 E dr| ds = Uy dr

./o"t“l—r/o ./0 — ?).,-dm,- i /;>l10?(r

=1
L
+/ [/ 1‘(:r)u,,(s).7;d:1:] du,
Jo LJo

VeeV, P—-cs., Vi > 0,
e =v(l)  cpdoen O, P—cs., vt € [-h,0].

Denotemos por rg la cantidad ro := {|7l]).0(0:1)-
[ ! (O:R)
Se verifica que

N
i )
v = [ 2 et o=l VueV,
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[Bul* = / r(2)? u(z)? de < v ||ull?.

JO

Para que se cumpla la condicién (¢), hace falta encontrar ¢ y v tales que
ellull® < wluf® +2|lulf*.

Pero esto es cierto sin mds que tomar v =0y ¢ < 2.

Por otra parte, también es conocido [12] que la condiciéon (H) es cierta con
¢ = v = 1. Por lo tanlo, para poder aplicar los resultados de las Secciones 2 y 3
necesitamos comprobar que se verifica (/).

Ahora bien,

‘ / B UL T Bl
JO)

oo e l ,
< ||"||3,m(o;n) Ilw't|2 di = Tllrlli.m(o;n)-
Jo 2

Luego si r(.) es tal que
I 2
5 7 llf,= o) < 1

entonces se tiene estabilidad exponencial asintética del segundo momento, y con-
sccuentemente, estabilidad exponencial de las trayectorias de u, con probabilidad
uno.

Siguiendo con la interpretacién del ejemplo, podemos decir que los resultados
obtenidos nos vienen a decir que si la perturbacion estocdstica que se produce en el
fenémeno de difusion de calor es “pequefia” (es decir, se verifica (/f2)) y el fenémeno
sin perturbar es exponencialmente asintéticamente estable (lo que se deduce de
(11))), entonces el fendmeno perturbado mantiene ¢l cardcter de exponencialmente
estable.
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