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ABSTRACT

The 1. spaces are introduced for functions valued in bornological convex
spaces and their basic properties are studied. Among other questions, the
completeness of these spaces is stated and their bornological duals are de-

termined. Also, a representation theorem is proved for operators defined en
them.

En [4,5] se establecen los principios de una teorfa de la medida e integracién en
espacios bornoldgicos convexos y se prueba un teorema de Radon-Nikodym para
medidas bornolégicas. Ademds de su interés intrinseco, hay que destacar (como se
sefiala en [4]) que gran parte de las medidas vectoriales y de las funciones integrables
valoradas en una amplia gama de espacios localmente convexos, se reducen en un
altimo término a medidas y funciones valoradas en un espacio normado Ep. Por
olra parte, este cardcter bornolégico aparece claramente en los teoremas del tipo de
Radon- Nikodym en espacios localmente convexos y en algunas integrales respecto
a medidas valoradas en operadores entre espacios localmente convexos, como la
desarrollada en [12] (ver también [1.11,13]).

Il este trabajo se introducen y estudian los espacios LY de funciones valoradas
en espacios bornoldgicos convexos, siguiendo la integral definida en [1], estudidndose
sus propiedades hdsicas, determindndose el dual bornoldgico de estos espacios v
dando un teorema de representacién de operadores definidos sobre los mismos.

Asi como al pasar a la integracién de funciones valoradas en espacios localmente
convexos, no se trasladan auntomdticamente algunas de las propiedades clisicas de

21



22 BALLVE

los espacios L™ para la integral de Bochner (de funciones valoradas en espacios de
Banach) como las referentes a la dualidad y la completitud de estos espacios (ver por
cjemplo [2,3,11]), en el caso de los espacios L bornoldgicos, se sigue manteniendo
la propiedad referente a la completitud (ver ¢l teorema 4) obteniéndose un resultado
en lo tocante a la dualidad (ver ¢l teorema 9) que recuerda mas al que se verifica
en ¢l caso de espacios localmente convexos (ver [3]), lo cual pone una vez mds de
manifiesto el cardcter “intermedio” de los espacios bornoldgicos frente a los espacios
de Banach y los localmente convexos en general,

Il hecho probado en la proposicién 8, de que el rango de toda medida
bornolégica que tenga una densidad en LY(E) (1 < a < oc) sea un acotado de
la bornologia de I (ndtese que no toda medida bornolégica es acotada [4], a dife-
rencia de lo que ocurre con las medidas valoradas en espacios vectoriales topolégicos
localmente convexos) permite introducir de manera natural la (a, B)-propiedad de
Radon-Nikodym. pudiéndose probar (aunque no se hace aqui por obtenerse de ma-
nera standard a partir de los resultados conocidos para espacios de Banach) que un
espacio bornolégico convexo tiene la (e, B) PRYN siy sélo si Ep tiene la o-PRN para
todo disco acotado y completante I3 de F (en [2] se hace un estudio de la a-PRN
en el marco de los espacios localmente convexos), pudiéndose dar también una ca-
racterizacion mediante convergencia de martingalas (definiendo estos conceplos de
manera natural a partir de los correspondicentes para espacios de Banach).

Alo largo de este trabajo, denotaremos por (2,3, ) un espacio de medida (no
negativa) que supondremos finito y completo, por £ un espacio bornolégico convexo
separado y completo que supondremos regular v por % el dual (bornolégico) del
espacio F. Representaremos por B la bornologia del espacio K y seguiendo la no-
tacion usual de Grothendieck. para cada disco acotado B € B designaremos por Fy
al subespacio vectorial de /) generado por B, dotado de la topologia asociada a la
norma definida por el funcional de Minkowski pg de B en Ep.

L. DErNiclon [4]. Diremos que una funcidn f: @ -+ L' es medible si existe una.
sucesion de funciones simples que converge a [ casi uniformemente en el sentido
de Mackeyv (e.d. para cada ¢ > 0 existen K, € ¥ v un disco B, € B tales que
a2 K.y <oy (fn) converge a [ uniformemente sobre K., en el espacio normado
L), A la sucesion (f,) la Hamaremos sucesion aproximadora de f.

Si f es una funcién medible ¥ (f,) es una sucesion aproximadora de f, deno-
taremos por '(f. [,) a la familia de todos los conjuntos medibles K € ¥ tales que
la sucesion (f,) converge a [ uniformemente sobre K en el sentido de Mackey.
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2. DeFINICION [4]. Diremos que una funcién medible f es integrable si verifica
alguna de las siguientes condiciones equivalentes:
2.1. Se verifican:
2.1.1. La funcién { — (f(1),2') es integrable para todo 2’ € I.'.
2.1.2. Para cada conjunto A € X, existe fA - € IJ tal que:

</ -,a:'> = /(f,:r:')(l;l,
Ja Ja
para lodo z' € £'.

2.1.3. La aplicacién my : ¥ — F definida por

my(A) = /1 Jdp,

es una medida bornoldgica (ver [4]).

2.2. Para toda sucesién disjunta (K,,) de elementos de U(f, fr), existe un disco
acotado completante I3 {al que la serie

ni::l/’ [du

es sumable en Iy,

3. DerINICION. Para 1| € a < +oc denotaremos por L¥(F) el espacio de las
funciones f : Q — F tales que existe un disco acotado y completante B (dependiente
de f) tal que f(1) € 'y para c.t.p. t € Q, la funcién f: Q — Eg (definida en c.l.p.
de Q) es integrable Bochner y

(3.1) /Q pip(f)dp < +00.

Andlogamente, denotaremos por L( L) el espacio de las funciones f: Q — I
tales que existen un conjunto de medida nula Ny y un disco acotado y completante I3
(dependiente de f) tal que f(1) € Ep para ct.p. L € Qy la funcién [ : Q — Ep
(definida en c..p.) cs integrable Bochner y f(2 — Ny) € B.

Denotaremos, como es usual, por L*(FE) y L™ (17) los correspondientes espacios
de clases de equivalencia, referidas a la relacién de coincidencia en c.t.p.. Evidente-
mente, toda funcién f € L*(F) es integrable y

reE)y=J 1°(kn)

Bes,
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para todo 1 < o < 400, siendo B, la familia de los discos acolados completantes
de K'y L*(ER) el espacio usual correspondiente a las funciones Bochner integrables
valoradas en el espacio de Banach £y, Ademds LP(E) C LA(F) paral < g < a <
+20, segiin s¢ comprueba facilmente.

Nétese que si el espacio E verifica la condicién de numerabilidad de Mackey,
e.d., toda sucesion de acotados es absorbida por un acotado (dependiente de dicha
sucesién) (en particular, en un espacio de Fréchet, las bornologfas de Von Neumann,
de los compactos y de los débilmente compactos, verifican esta condicién, ver [7]),
entouces para cada funciéon medible f existe un disco acotado y completante 13 tal
que f(t) € Ey para c.t.p. t € Q@ y [ como funcién de @ en Eg es una funcién
fuertemente medible. En [4], se dan condiciones suficientes para que una funcién

medible sea Bochner integrable como funcién £y valorada, para algiin disco acotado
v completante 13,

4. Teorema

Consideremos la familia

Bo={Ba,:BeB., peRy}

donde B,, , s ol conjunto de las funciones f : Q) — I tales que f(l) € Ep para casi
todo punto t € Q, la funcién f : Q@ — Ep es Bochner integrable y

1/
pra(f) = [ /Q p;;mdu] <

sil<a<-+4o0y
Pisolf) = esssup {pplf(1)] :t € 2} < p.
Entonces, B,, es base de una bornologia en L*(F) localmente convexa, separada

Y completa. que denotaremos también por B,. En adelante, supondremos a 1°(F)
dotado de esta bornologia.

Demostracion. Evidentemente,

L(E) = {Ba,: B €Be, pe Ry}

por definicién del espacio L(FE), y si B',B* € B. v p1.ps € Ry entonces existe
BeB. alque BUB*C By B, UB., C Ba,con p=max{pi.p2}. ya que
la inclusién Iy C Fp es continua. Por tanto, B, es efectivamente una base de una
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bornologia en L“(F), que segin se demuestra ficilmente, es convexa y separada.
Ademds, todo By, € B, es un disco completanie, puesto que

[l’(‘)(ll‘.)]ll,_,_,, = U T"U'J,p = U Bu.w,p = llu(l'f‘lj)-,

neN nelN

la aplicacion identidad de Le(E£p) en [L(E)] g, , s un homeomorfismo ya que

1 1/
PB.,(f) = inf{)\ >0:f€ /\1?,,,,,,} = ; [/ﬂp,‘}(f)(lu]

para todo [ € L*(LEB) y, segiin sabemos, ¢l espacio LY(FEg) es un espacio de Banach
(con la norma usual) por ser 17 un disco completante. O

5. Proposicion

Las funciones simples coustituyen un subespacio vectorial denso en L®(E) para
todo 1 < o< +.

Demostracion. Fon efecto, si [ € L*(F) entonces existe un disco acotado y comple-
tante B de E tal que f € L™(lp) y, por consiguiente existe una sucesion de funciones
simples (s,) que converge a f en LY(Ep) y, por tanto converge en [L“(F.-‘)]HmI yla
sucesion (8,) converge a [ en sentido de Mackey. O

6. Proposicién

La aplicacion de [*(F) en E definida a partir de la integral, es una aplicacion
lineal y acotada para todo 1 < o < 400.

Demostracion. En efecto, sea 1" la aplicacién de L*(F) en F definida por
(0= [ fdu
Q
para.toda f € LY(F) y sea I3, , € B, cntonces
pulT())] < / putf) dp
JQ
1/
< Pisap () f)]

< pluce)]'”?

para toda [ € B, ,. siendo o™ + 371 = 1, y, por consiguiente,

T(Ba,) Cplu()]' "B eB

como queriamos demostrar, O
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7. Proposicién

Si'T" es una aplicacién lineal y acotada de E en otro espacio bornoldgico convexo
separado y completo F, entonces la aplicacion o : L*(E) — L*(F) definida por
2(f) =T o f para toda [ € L°(F), es lineal y acotada, para todo 1 < @ < +20.

Demostracion. En efecto, si B, , € By, entonces existe un disco acotado completante
B de Fal que T(B) C B'y, por consiguiente,

T(Ep)=1T ( U nB) = U n1(B)C | n8' = Fi,
neN neEN nenN
pi[T(2)] < pn(x)

para todo x € Ky y T: Fg — iy os lineal y continua y o(Ba,) C B}, ,, de donde
resulta inmediatamente que la aplicacién lineal ¢ es acntuda. O

8. Proposiciéon

Si f € Lo(F) para 1 < a < 400, entonces m(¥) € B.

Demostracion. Si [ € L™(F) entonces existen un disco acotado y completante
B de E y un conjunto Ny € X tales que u(Ny) = 0y f: Q— Ny — kg os
Bochner integrable y, por tanto my(X) C Ep y de la proposicién 3 de [4] resulta
que mp(X) € B. O

Nétese que, si bien es conocido que el rango de una medida valorada en un
espacio localmente convexo es un subconjunto acotado del espacio, este resultado no

es cierto en general para medidas valoradas en espacios bornoldgicos convexos.

9. Teorema

Sil <a< 4yl dual (Ky) del espacio de Banach Ejp tiene la propiedad
de Radon-Nikodym para todo disco acotado y completante I3 de E, entonces

(L] = () L[k

BeB,

siendo o=V + 371 = |
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Demostracion. En efecto, sea T una aplicacién lincal y acotada de LY(E) en R,
entonces para todo disco acolado completante B de F, existe M > 0 tal que
IT(f)] £ M para toda f € B, y, por tanto, como la bola unidad de L*(Ep)
coincide con By 1, 1" determina una aplicacion lineal de Lo(Epg) en R acotada sobre
la bola unidad de L*(Epg) y, por consiguiente, T € [L"‘(I'JB)]' = LP[(Eg)'] para
todo disco B € B..
Reciprocamente, si
Te () L°{(EB)]
BeB,

entonces T € [L*(I:p3 )]' para todo B € B, y para cada disco acolado y completante
B de E, existe My > 0 tal que la imagen por 1" de la bola unidad de LY(Fp) (que
coincide con B,,;) estd contenida en ¢l intervalo [—Mpg, Mpg] y, por tanto,

'I'( Ifc,‘,,) = /)'1'( B(,'l) C [—pﬂf]_-g,[)ﬂ:f“]
para todo p € Ry, de donde resulta que T € [L¥( V)] . O

10. DEFINICION. Sca F' otro espacio bornoldgico, separado, completo y regular y
denotemnos por B’ su bornologia y por G = L(FE, F) el espacio de las aplicaciones
lineales y acotadas de F en I’ dotado de la bornologia natural. Diremos que una
medida bornoldgica m : ¥ — G es de a-variacidn acotada (1 € a < +oc¢) si:

{/ sdm 8 € S'i’j(h‘u)} € B
Q

para todo disco acotado B € B, siendo S{j(b‘[g) ¢l conjunto de las funciones sim-
ples s : Q@ — I pertenecientes a la bola unidad cerrada del espacio LP(Eg) con
a4 8 1 =1 (laintegral de las funciones simples de Q en I, respecto a la medida
m se define de manera natural, ver [12]). Ln adelante, denotaremos por Vi, (G) el
espacio de las medidas (¢ valoradas (definidas en X) de a variacién acotada.

11. Teorema

Con las notaciones anteriores, si | < o < +oc entonces existe un isomorflismo
entre ol espacio de los operadores lineales y acotados de L(1) en I y ol espacio de las
medidas (bornoldgicas) GG valoradas de 3 variacidn acotada, siendo a4 871 =1.
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Demostracion. En efecto. si m € V(@) definamos

(11.1) T,,,(s):/sdm
Q

para toda funcién simple s : @ — L. Intonces, de la proposicion 3 resulta, por ser
m de 3 variacion acotada, la existencia de un Gnico operador lincal y acotado, que
seguiremos denotando por Ty, de L2(FE) en I que verifica (11.1) y, por consigniente,
si m' € V3(() es tal que 1), = 15, entonces se verifica que

’I‘I'I.(A ) T (-77 XA )
T (:" XA )

m'(A)(x)

para lodo & € F y. por tanto, m = m'.
Por otra parte. dado un operador lineal y acotado T : L*(F) — I, definamos
my 1 X — G de la siguiente manera:

mp(A)(x)="1(xrxa)

para lodo A € Xy todo » € K. Entonces, para cada A € ¥, myp(A) es evidentemente
una aplicacion lineal de £ en F, y para cada I3 € B, se ticne que

my(A)(B) C T (B, i)

de donde por ser el operador T acotado resulta que mr(A)B) € B' vy mr(A) € (.
Ademis, si (A,)en 08 una sucesion disjunta, entonces para cada I3 € B, se tiene

que B' . T(B,, )eE B ¥

1/a
"Ny e € [” At | I,

de donde por ser

resufta que
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en Gy my es una medida que ademnds pertenece a Va(G) ya que para todo B € B,
se verilica que

12,

{/ sdmyp:s € .S'f‘(l?u)} = 7(51"(LU))
Ja
C1l(Bs1)€eB.O

Corolario

Sil £ a <+, entonces existe un isomorfismo entre el espacio [L*(I19)]*, dual

hornoldgico del espacio L™(F), y el espacio Va(L1s*) de las medidas FE*—valoradas

de

1

3 variacién acotada, siendo o= + 87" = 1.
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