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Amsrractr
A mathemaltical model is proposed in order to describe the be-
haviour of mechanical systems with constiraints.

Introduccion

Posiblemente en los trabajos de Hertz [G], a fines del siglo pasado, aparece por
primera vez en la mecdnica cldsica el concepto de enlace no holonémico o nc in-
tegrable, el cual, posteriormente, genera una nueva rama de ésta que hoy en dia
se denomina mecdnica de los sistemas no holondmicos o sencillamente mecdnica no
holonémica (MNII).

El nacimiento de la M NI tuvo lugar cuando el formalismo de Euler-Lagrange
fue ineficaz para describir el comportamicnto de problemas sencillos como lo es el
problema de deslizamiento sin arrastre de un cuerpo duro en el plano. Las coutradic-
ciones se acentian cuando Hertz, en sus investigaciones, coloca en duda la validez
del principio de Hamilton para esta nueva clase de sistemas. Cuatro afios mds tarde
Appel [2] afirma que es posible ampliar ol campo de accidon de este principio a la
MNH.

Kirchhofl [8] prueba que todas las dificultades, en la aplicacién del principic de
Hamilton a la MNIl, tienen su origen en las “relaciones de conmutatividad”

déx — édx, déy - bdy. dbz -- édz, bt = (). (0.1)
donde é es la variacién virtual.
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Los investigadores en el campo de la MNTI hasta hoy en dia no han logrado
definir en forma undnime (0.1) (Ia cual, evidentemente, puede ser generalizada para
ol caso .V dimensional (N > 3)) [7, 9, 19, 20]. Fn dependencia de ¢cdmo definir
(0.1) se obtienen diferentes modclos matemdticos que en forma diferente desceriben
el comportamiento de los fendmenos en estudio.

Uno de los métodos mds utilizados en ol estudio de los sistemas no holonémicos
estd relacionado con la posibilidad de enfocar estos sistemas como holonémicos,
para lo cual se introducen los multiplicadores de Lagrange. Una identificacién de
éstos y en este caso no se logra, ya que es imposible interpretar los movimientos de
los sistemas no holonémicos como extremales de algdn funcional debido a que las
variaciones § deben tener sentido holonémico por un lado, es decir

déx — édx =0, déy — édy = 0. déz — 8dz =10, &l =0,

v por otro deben satisfacer condiciones de idealidad (condiciones de Appel-Chetaev
por cjemplo).

La bisqueda de un método que permita describir ol comportamiento de sistemas
no holonémicos saliendo de un principio variacional es tema de investigacién de
matemalicos y mecdnicos. '

For ¢jemplo en [15] se demuestra que las ecuaciones -

{ d (JL ‘ — . OL®
i f_'/ L = =-— —_— - A‘l-lJ:' 5 /\( -
E’ «(1) dt (8?}"‘) O L T Yk
{ o~ 012 SE— — 0.2
.zdalT(S.'l?kZO, a=1,1 <V, kz],;\f ( )
P Qo
Lo
definen las extremales de la accién de Tlamilton si y sdlo si se cumple que
— d oL« o
o (;7,7 ok Or L ') = 0. (0.3)

Por otro lado en el trabajo [9] se definen las ecuaciones de Lagrange de la “mecdnica
vaconomna”

4 T . \ f)lla

: [:'k(L) = ,>_.l (/\Q.I.'Jk-(]/o) + /\o 37)

IR (0.4)
H

L™ = Z ap(z,0)v* +b%(z,1) = 0
k
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las cuales coinciden con las ccuaciones (0.2) si y sélo si se cumple (0.3).
I'n la deduccidn de estos resultados se supone que las variaciones 6 son tales
que

¢, d . d -

; —oex" -6 —=—z" =0, hk=1,N

é (i) (“c‘z (“(“1 0. k=1,

} w4 & o> Oaf de®t —_
g\(") ZA: (rn,, (W" ) F bt 4 o — 62l ) =0, a =TT

La condicién de conmutatividad (i) es aceptada por una gran cantidad de inves-
tigadores {11]. En el trabajo que estamos proponiendo, dicha condicién se cambia,
por una mds general a nuestro parecer, que consiste en suponer que los campos de
velocidades y variaciones no conmutan.

L.os cientificos rusos Voronds y G. K. Suslov [19, 20] proponen por primera vez
un método de variacion no conmutativa.

Il objetivo del presente capitulo es de construir un modelo mateméatico que
permita describir el comportamiento de sistemas mecdnicos saliendo de un principio
variacional con variaciones no conmutativas.

1. Elementos de Geometria Diferencial [1]

Sean X una variedad diferenciable de dimensién ¥ y TX -R = ¥ su fibrado tangente
donde le hemos agregado el espacio “tiempo R”.

Las coordenadas locales del punto p € Y son (z,v,1), donde t € R, z son las
coordenadas de la projeccion II(p)

my — X

p—— I(p) = =,

y finalmente » son las compouentes del vector que es tangente a X en z en la base

N
fo- 2"
U )iz

Designaremos por medio de 7,Y y 1Y al espacio tangente y cotangente, res-
pectivamente, en el punto p, con bases locales

N T T
) T v’

{6’,,1,...,(’).. 9 . 9 i),g} para 1Y,

{dar' e dey dot L d'vN,di,} para 17Y.
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Designaremos por medio de x(7Y) y A(T*Y) cl dlgebra de Lie de campos
vectoriales en T'Y y el dlgebra de las 1-formas en TY, respectivamente, es decir, si
Eex(TY)ywe A(T™Y) entonces

e

_ Nk k0 o\ =k g 0 ¢
= Zd ((l,l O+ as -a—llr + (1.3()1) = a Ok + as E,‘_k- + asdy,
k

w = z (')'kd:l:"c + ~2drk 4 ',';ull) = ~vypde® + ~,’2kdvk + vs dt,
k
donde al,...,a¥ € C*(Y), vity...,Yin € C'(Y),i=1,2,3,y C"(Y) es el anillo de
las funciones r veces continuamente diferenciables.
Por medio de L¢, i¢, d designaremos respectivamente a la derivada de Lie a lo
largo del campo &, al producto interno y a la derivada externa para los cuales se
cumnplan las igualdades

(Ledo = dLew,  E€ETY), we A(TY)

L

§Q4f=£d; fFeCr(ry) (1.1)
£

Lew = igdw + digw.

£l conjunto maximo de 1-formas independentes {W¥} para las cuales se cumple
que
ieWk =0,

se llama asociado con ¢l campo £.

La curva a(s) = (z(s),v(s),1(s)), s € [s1,$2] C R, se llama curva integral del
campo § € x(TY) si para cualquier 8o € [s1,52] el vectorf(é(so)) es tangente a la
curva a(s) en el punto o(se).

La expresién analitica de una curva integral es la siguiente

¢ dz*

E i E(z*) = a}

H b

i dot . 5
é P (v*) = of (1.2)
; di

lZ=t0=0

Consecuencia 1.1. T.as soluciones de las ecuaciones

.
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son proyeccciones en X de las curvas integrales del “campo de velocidades” v:
0
/':',10 +Il)—+()t. (]4)

[La base en T™Y
{{w'-,...,'.u-"\':a',ez.,...,a‘v,dt}
wi = dzt — ot dl (1.5),

Vet =dvt — F'dl
es un sisterna asociado con ¢l campo .

Hea
vty 1] — Y
t — (2(1),v(1),1)
una curva en Y y sca 6 € A(T™A1). Designemos por medio de w al campo vectorial
con un grupo uniparamétrico ¢, ¢l cual transforma la curva v en 7, por medio de
la férmula
Ve = 1 07,
Introduzcamos el funcional

o(7e) = jf o (1.6)

Como e¢s sabido la igualdad
d |,
— d(Ye) = / L6 =0, (1.7)
d. o J

es la condicién necesaria para que el funcional @¢(7) tenga valores estacionarios [3].
Llamaremos campo de variaciones isoscrénicas a un campo vectorial para el cual se
tiene que

w(t) = 0.

Dec ahora en adelante vamos a suponer que el campo w para el cual se cumple
(1.7) es isoscrénico.
Para finalizar este apartado hacemos notar que todos estos conceptos y afir-

maciones se pueden generalizar en cuasicoordenadas (n!,...,7") para las cuales se
tiene que

A Wl" — = 'M'rk
9 @ 5k = Walk (1.9)

{
¢
L [00: 8] = 8205 — 8580 = C2,0e.
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2. Sobre el principio de Hamilton con variaciones no conmutativas

De acuerdo con el principio de la accién estacionaria de Hamilton, para los desplaza-
mientos reales (movimientos) de los sistemas dindmicos se cumple la ccuacion

:

/ (61 + 6A)dt - 0,
Jla

donde &7 es la variacion virtual de la energia cinética del sistema, v 84 es el trabajo
virtual (clemental) de las fuerzas actuantes. Fste principio se formula para los
ststemas holondmicos. Sobre la posible aplicacién de este principio a los sistemas no
holondmicos no existe un enfoque undnime.

En la realizacion del articulo que proponemos han cjercido gran influencia los
articulos [19, 20].

Introduciremos previamente los siguientes conceptos y definiciones.

DEeFINICION 2.1, A los campos v € x(IY) v w € x(TY), tales que

14 ., . .0 ,
Fv=0di+ I ——+ O
i et 5 (21)
iy, iy &
{w=w(@')di + w(v') Dot
les llamaremos T simétricos si se cumple que
[w,2] =Y € x(T(V)). (2.2)
Designaremos por medio de Ly, ..., La € C"(Y) a las funciones tales que
{ M
L L= dalay  MSN, LeC(Y)
=0 (22)
oL

duvk

donde Ag,..., Az € C"(Y) son ciertas funciones (multiplicadoras de Lagra nge). La
forma § se llama forma de Cartan, la cual, en nuestro caso, se puede representar

como si gue

- e 1
_ N \ ok
f = Z ; (/\(xgn T [/m ()l_";k w ) )

X
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donde 8, € A(T"Y):

fo = %J + Lo dL.
Invidentemente se tiene que
=1L, i,0= %wk (2.3)
Se puede probar la identidad
Lei (0) = ipdi0+ iv0 4 iy, db. (2.4)
Introduzcamos la 1-forma
twdd +iv8dli=v (2.5),
enfonces (2.4) se escribe como sigue
Loty = v{i0) +i,v. (2.6)

Derixicioy 2.2. A la funcién L, la llamaremos
1) enlace tipo I si se cumple que
tyVe =0
’ (2.7)
\ Vo = tydlo + ix0,.dt,
2) enlace tipo I1 si
TuVa = t(Va)- (2.8)

DEFINICION 2.3. Si L, es tal que se cumple (2.7) y ademds se tiene que
iwfa =0,

entonces al enlace L, lo llamaremos de Appel-Chetaev. Es claro que en esle caso
L. es invariante del campo w.

DEFINICION 2.4. A la terna

w= (X0 = [ o),
Ja

donde 7 : [to,t1] — X, 7 : [to,l1] = I'X x R =Y, la llamaremos sistema mecdnico
jt si L es enlace tipo IT.

Si se curple que

i) @ = dS, entonces el sistema p se llamara conservativo, y en caso contrario no
conservativo.

i) si L(t,z,v) = L(l + fo,x,v), para cualquier ¢, real, entonces el sistema u se
llamard estacionario,
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m nl

L1 8Cremea o

Sea pu un sistema mecdnico dado. Supongamos que se cumple que
o

3
’.u.'e + ll.l =0,

Hy
entonces la igualdad
/ Lo(Ldty =0

se cumple si y silo si
t

/ (i — Ex(L)uwk)dt = 0,
Ji,

donde Lo
d o1 ‘
I.'.. . i.- T m——r — (‘) .. I,_
k(L) di vk h

A este teorema lo Hlamaremos principio Y.
DEFINICION 2.5, Las ecuaciones diferenciales

Dy(z,v,6,t) =0, v=1_15<.V,

(2.9)

(2.10)

(2.11),

(2.12)

que son consecuencia de (2.11) les llamaremos ecuaciones de movimiento del sis-

tema. .

TYrs ©

DEFINICION 2.8, A los sistemas g y p” tales que
= (X.(__)"",b'")._ 0= (X,o.,()‘),
los llamaremos dindmico equivalentes si se cumple que [11]
{ D, =BSD,
\ (101(1?3) 74 07
donde D; =0, D, = 0 son las ccuaciones de movimiento.
Consecuencia 2.1. Supongamos que el campo T es tal que
T(xk) = Rk wn,

entonces de (2.11) se deducen las igualdades

oL
D[c = .[Lk([/) - Rk -(91_"

= D(L) = 0.

(2.14)



Sobre los sistemas mecdnicos con enlaces

Consccuencia 2.2. Supongamos que [ es tal que

AY)
L=1Lo+ ) Aula,
cx=l'l
donde ol )
d° Lo
mng.,( 5. ) =M y <](=1,() nd‘d) £ 0.
Si Ly,..., Ly son enlaces tipo Appel-Chetaev entonces se tiene que
. : ¢ Olg j O
Dultn) + 2 (3 G52 + LaDila) + A) — 0 (2.16)
x
)I/ e ey 3
202 g, 0 =T.8 k=T,V, (2.17)

Dilla) = Ex(La) = RE 52
d

donde 5\,,, = —A..
. di . L .
Sin mayores dificultades de (2.13) se deducen las ecuaciones
{ ., ol
B =
{ Opk
g ﬁr': _(‘)k-” + [{;: Dn,

(2.18)

donde 91
aL
o l-."' “ —
H=p,z"-1L, Pn = 7o

Consecuencia 2.3. las ccuaciones (2.18) toman forma hamiltoniana si ¥ solo si

1% pn =0.
En la mecanica de los sistema p (o sencillamente mecdnica ) se pueden plantear

los siguientes problemas.
1. Problema directo.
ccuaciones de movimiento {D, = 0}.
Ti. Problema inverso. Dadas las ecuaciones diferenciales

Dado el sistema p. se exige construir la simetrfa T y las

D, (x.v,0.t) =0,
= [ Ldt.

se exige construir la simetria T y el funcional o(4
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3. Problema direcio de la Mecanica p

Deducireinos las ecuaciones de movimiento de cierto sislema pr v estableceremos la
relacion con las ecuaciones clisicas que se deseriben el comportamiento de diversos
fendmenos fisicos.

Teorema 3.1

Supongamos que
al, - )
rang | — | = iV, 3.1
() = @)

entonces las funcioties RE tales que tiene lugar (2.14), se pueden calcular como sigue

N
RE == Eu(Loa)l¥,  kn=TN, (3.2)
=)

donde
d dlL,

FTRGEL

y (1¥) = T es la matriz inversa a la matriz (O 1., ]9v*).

o

Erl.(”o) = - (r)]\-, [zc,,

Consccuencia 3.1, Si tieee lugar (3.2) entonces (2.15) y (2.16) toman. respectiva-
mente, la lorma

al o1
. . ik 4 o
]'4[._(’-/) - Ivz__m; L"?'I.(-LC))[(.. m = 0.' (&-d)
- (")Lo, 1k "T“\ 2 . o
-'/k( L()) - En(-’/a) '(,.')Tk'.la + /f_;l A W If:’ =0, (:‘..4)
si Ag = Ag(t).
Supongamos que
0= 5wl
E k= ./_..! k (9.’1,‘"’ H
é a=1
| vk = of(x,i,1),
by oo B .
P Lo =@ = o Lo = Lo(x, v t),

donde (z',...,2") son las coordenades naturales, antonces, en base a la identidad

. N N oo P
s~k [ d 0 . ., o [T pa d Jv*  Oe™ Wo _ _on
2. Y

— o — O = Aj— —r— - —
p 7 (1[. ()'L"" =1 0/—--1 54 (]’ ()J;ﬂ (‘)w[’
X J= =
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se deduce que (3.1) se puede representar en la forma
()LO | (£ «
(I/O) + (Jk (9 L‘{ )\ I‘[’ 0, (.';,.r))

donde
L I B UTF N Aa = Aal(l).

Consecuencia 3.2. Si se cumple que

— A
- 6 =
0.
entonces de (3.4) y (3.5) pueden deducirse las ecuaciones de Chapliguin y Voronds-
Hammel [9].

Consecuencia 3.3. Si se tiene que

{ dx®™ —

Py = 0% = 3% = \ a=1.25

{7 di’ (3.6)

H T

Lly=1P =0, 3=85+F1,N,
donde 7z = ©” es enlace de Appel-Chetacv. Fntonces de (3.5) se deducen las
ecuaciones:

= 0ho |
) LT T e r
D= FE(Lo)+ ) (i Tom + ), Aquwy = 0. (3.7)
n=s+1 o)

Es de interés hacer notar que de la condicion de gue L, sca enlace tipo Iy Lg scan
enlaces de Appel- Chetaev resulta que

§Iu(L”)——u, n=1,58,
E d N
o) = gt = 5 £
% dt —
1N Ew(vla) = ).

Esta dltima expresion refleja que bajo nuestro enfoque los enlaces
Ja (] . 1
,U.5+.| = ... N 0.

= =

son invariantes del campo w.
Si, finalmente, en (3.7) suponecmos que

) Lp=0v=37-% afi* =0, B=FFLN, Aa=0,
0, J=S+LN, A =0,

e RN - NN By a3 .
iiy Lg =’ =& -y a,E +ad” =

entonces de (3.7) se pueden deducir los resultados expuestos en [19, 20].
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DerimNicion 3.1, El enlace L, se lamard de Chapliguin si se cumple que

DWW = ‘7\‘ WJ Ola _ 0 (3.8)
n = =AS."+!-1 n (‘):L-J — - e

Vamos a analizar ¢l sistema mecdnico u tal que

{ ()I,,, _ v
{ rang 57k ) = S < N,
é Lo = Ly(z.3,1). o=T,8, Ly-X, =0 (3.9)
()‘) Lr)
tdel [ ———— ] = det 0,
{0 (mkm ) det (Gr,) #
donde #F = v*, v 2!, ..., 2V son coordenadas naturales.

Vamos a suponer que (G s una métrica de Tinsler, y designaremos por medio
de I'v = (X,G) ol espacio métrico que ésta genera.
Construiremos los campos vectoriales P, y e, de la siguiente forma

{ JL,
| =GRS0, Pa() =0
{_ £, - (3.10)
F ey = 70, |§0|' = C”(Ea:fa),
L €al .
donde &, son campos vectoriales definidos como sigue
€s
E = - ) C’( s g)lls Iow Eu(l)=0-
A<
Por lo tanto
Po=tbut p , G(Parbs) 7 |£ | (3.11)
.3<(J 4
Teovevna 3.7

lLas ecuaciones que describen el comportamiento del sistema p con cnlaces (3.9)
se escriben como sigue

Fie(Lo) + 5 [Parfla = AaPu ] &y = 0, (3.12)
L, =1, donde

;( Ve = 141(110, ('J’"O;L Z_ (1( s € 3)1,)@,

¢ g O (3.13)

H “~ k ()1.10 —

£ {lg = 1., (6p) =€ =15,

L rx(t),l

b N . &~ son ciertas funciones arbitrarias.
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Demostracién. En efecto, colocando (3.11) en (2.17) obtenemos que

n
RA: Con = Pk,

por consiguiente se puede afirmar que
(3.14)

) N g
RZ = - L #-"akf-'ﬁ -+ [I:;,7
@

donde
Tieqn = 0. (3.15)
Designando por medio de éy,...,d, a las expresiones
R _,
P =
kppn T
obtenemos lo que se exige. O
Consecuencia 2.4. Las ccuaciones (2.15) para (3.9) toman la forma:
(3.18)

Ex(L) =% Yoy (Qa+ Aa) — d5 =0,

o

si Ly, =0.
Consecuencia 2.5. Si los enlaces L, son de Appel-Chetaev y ademds se tiene que

;’ Lo=0, a=1,5
{ & Zﬁ,‘: = vla, (3.17)
de (3.12) y (2.16) se deducen las ecuaciones
Ei(Lo) = 3 AaPak — ¢ = 0, (3.18)
(3.19)

Ek( T,) - (¢k + Z: Aa":‘l)al:) = 0.
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Por consiguiente, resulta que si
Op=-=odn =0, (3.20)

entonces (3.18) coinciden con las ecuaciones cldsicas que describen el compor-
tamiento de sistemas mecdnicos no holonémicos con enlaces descritos en la con-
secuencia 3.5.

Las ecuaciones (3.12) son aplicables a sistemas con enlaces mds generales
que (3.17), pero en tal caso difieren notoriamente de los modelos cldsicos por la

presencia del miembro
—— ,
2 Yok Qas
24

¢l cual influye fucrtemente debido a su dependencia de las segundas derivadas
. AT PR, . .
(&',...,8"Y). Para poder resolver (3.12) con respecto a las accleraciones, es necesario
exigir que

%Ly 0 o _
2% Ao (e la .
det DaFoin T ; o7k (‘)‘.1".11.( olia) | #0

Es de interés hacer notar que en la mecénica no holonémica se conocen sélo enlaces
homogéneos con respecto a las velocidades.

Consecuencia 3.6. T.as ecuaciones

{ . T 3
i Fi(Lo) - AaPur =10,
< o (3:22)
{ Lo =0
toman la forma lagrangiana si y sélo si
S
> Aaar =0, k=TN, (3.23)

Q
1l

La prueba se obtiene de (3.18), (3.19).
Hacemos notar que este resultado es una ampliacidn del expuesto en [9, 15].
Ilustraremos las afirmaciones hechas en el siguiente ejemplo.
Dado el sistema mecdnico u = (£°,$(7),8), donde

o(y) = / [777.(:1':2 + 9% 4 2%) + M (2 — ar) — mgz| dt,
Iy
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Ajal A ay
6= (rn..z" - 1—7(“—) {t + (m;l) — #) dy + (rn.é + /\l)(lz
- (1‘;—)(1“’ + 9+ ;2) - '1'n_qz) di,

se trata de construir las ecuaciones de movimiento y los componentes del campo
RN ELAYT .
T (x7) sise sabe que
1) A mgt mL4
14+a?2 1+ a?

N1 =2~ar=0,

os enlace de Appel-Chetaev. donde r = /42 4 32.

Solucién. Como se puede demostrar las ecuaciones (3.18), (3.10) en este ¢caso toman
la forma, respectivamente,

. agi I,
; ! T (1 +add)r m 1
. ayy 1,
{jj= “Trayr T m (3.24)
z2 =+ oy + 1 O3
< 1 +a?2  m-
(d OL agt d (2
@ T Trad (‘)
{doL - agt d (2\ (2.25)
dt 9& 1+a2dt\r)
d oI, oI |
= 03,

\dt 83 0z

donde Ly =2 —ar=20.
Si suponemos que en (3.25) se cumple que

{ d [

L b — agl— (——“) =0, k=12
T

N

% dt (3.26)
{é3=0,

entonces las ecuaciones (3.24) describen ¢l comportamiento del mévil de Appel para
¢l cual se realiza el enlace Ly = 2 — ar = 0 que es ¢l inico enlace no lineal conocido
en la mecdnica no holonémica.
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Consecuencia 3.7. Tas ccuaciones (3.24), cuando ¢ = ¢ = &3 = 0, se pueden
representar en forma lagrangiana con L:

2) _ m(gt + L)

[ = m (_.,:.2 + 1}2 + 3 T rz,?_Ll —mgz

De (3.25), bajo las condiciones indicadas. se obtienen las siguientes integrales

primeras
; n agl
rlm+ —————— ] =¢
(14 a2)r :

él

%

5 !

ol
|

. mgl
zZlm— m —mgl = ¢y

a las cuales cabe afladir el enlace ) = 2 —a/2? + 2 =0.
Il mévil de Appel ha sido analizado en particular en los trabajos [11, 13, 13).

Ciro caso de interés que se obliene como consecuencia de lo expuesto, resulla
cuande ’

0

?,,.
i

C)g=...:(_,7.):'\[:0

oo ar P st vom,
-@
—
I

“Aa +ita =0,

es decir, cuando (3.12), que bajo dichas restricciones toma la forma

Ei(Lo)+ 7, Yakda =0, (3.27)

£

sS¢ ])U.G.dC l'(![)l'(.‘.S(!llta.T como sigue
Ex(i) =0, (3.28)

donde
s

L=Ly+ */__f Aola, A, = const.
=1

«

De las ecnaciones (3.27), o lo que es lo mismo, (3.28), se deducen las ccuaciones
de Kelvin-Tei-Rauth.
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Para finalizar hacemos notar que las ecuaciones de los sistemas conservativos
s¢ pueden escribir de la forma lagrangiana, ya que de la igualdad

=

se deduce que iy = Lyy = 0. Por consiguientie si el sistema p s conservativo
entonces la funcién generatriz o es invariante del campo .

4. Problemz inverso en la Mecénica u

Iin la literatura cientifica se da el nombre de problema inverso del cdleulo variacional
o problema inverso en la mecdnica de Newton al problema de constiruccién de fun-
cionales que toman valores estacionarics ¢ las soluciones de ecuaciones diferenciales
dadas [14]. En ssic tipo de problemas se exige determinar las condiciones bajo las
cuales las ecuaciones dadas

De(e,2,8,1) =0,

d

son consecuencias de la iguaidad .

f Lu(di) = 0
! wl Wdl) = )
J

donde w es campo de variaciones, para el cual se supone que
[w,v] =9,

. . . . . N a

es decir, w y v son Lie simdiricos, y {&',...,2") son las coordenadss naturales.
El enfoque de este tipc do problemz en la vaecdnica u se generaliza como sigue.
Dadas las ecuaciones diferenciaies del segundo orden

Dy(z,v,¢,0) =0, v=15<HM, (4.1),

Al . N . . .
donde (z',...,2") son cuasicoordenadas y (v',...,v") cuasivelocidades, se exige
determinar las condiciones bajo las cuales (4.1) es consecuencia del principio T, es
decir, es consecuencia de la ignaldad

r
/[Z,,,(O(v)dt) = | L,.(Ldl) =0, (1.2),

Sy
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donde w y v son campos vectoriales T simétricos, os decir

[w.e]=T. (1.3)

\

Aunque el problema planteado se puede resolver en cuasicoordenadas, para mayor

comodidad lo estudiaremos sdlo en coordenadas naturales. La solucion general se

obticne en forma andloga. teniendo siempre en cuenta las expresiones (1.9). 11l

resultado final lo obtenemos como consecuencia de las siguientes afirmaciones.
Scan T(x) y T(&) los componentes del campo vectorial T tales que

;’T(:z,') = Ru(2)
d 1 . L
({ T()=(A-R) ((1—1 w(r)+ (1} - (;_1 ]f,> w(z), (1.4)

donde R, A, v I3 son ciertas matrices que se definirdan mds adelante. De (4.3) v (4.4)
s¢ deduce que

%I w(E) = 4 w(z) + Ru(x)

‘ dt 1.5
‘ . d? d (1-5)
Lw(i) = pIFl (w(x)) + l mu(r) + Bu(z)

Lems 4.1

Sean I; € C™ (1'(7'(/‘\)) X iR), enlonces se tiene que
L.(F;) = Gow(x)+ Gyu(e) -+ Gyi(x), (1.6)

donde Gy, Gy, (Gy son matrices tales que

o ) aly L OL

| Gow,j = 0;F + R} 3 T Bi g

H . ’

o, 81-], f)[‘k n

<§' (r], J = -(?:T Z?F/'IJ (4.7)
Lo I

é\ (JQ]]._-L]' = W .

Introduzcamos las siguientes designaciones

=G, —GY, H=G,-Gy, Y =GCo-(1/2)H 8)
) " . 4.8
Q2 =Gl,  Qu=(Ga~H)",  Qo=0Cy— 17,

donde T es ¢l operador de trasposicidn.



Sobre los sistemas mecdnicos con enlaces 145

Temea 4.2
Sean M; y MZ las formas variacionales tales que
Mu(x) - Gow(z) § Gri(z) 5 Ga(x)
(1.9)
Mrw(a) = Qouw(x) - Qu(e) -+ Quiir{x).

Fntonees tietie lugar la identidad de Lagrange
d )
(Mw.w)y=(M"w,w)+ di [(Tl 4+ o) (w, w)|, (4.10)
L

donde
(Mu,w) o (e, Muw), (M 7w, w) = (w, M),

YErINiCION 4.1, A las formas (4.9) las llamaremos conjugadas si se cumple (41.10)
v autoconjugadas si se verifica que

Mua{z) = M w(x) (4.11)
para, cualquier campo w.

DeFIKICION 4.2, Las funciones Fj € C™ (T(T(X)) % R) se llaman autoconjugadas
si sus formas variacionales son autoconjugadas. Al anillo de estas funciones lo de-
signaremos por medio de F.

Teoroma 4.0

Iy.....Fx € 7 si, v solo si, las matrices &, Il ¢ ¥ son tales que

=)

Fa

.§. N
S 1T =0 (1.12)
Ly -y’ =g,

L.a prucba sc obtiene de (1.9), (1.10) y (1.11).
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Consccuencia 4.1, Las funciones Iy ¢ F si, y sélo si se cumplen las condiciones
al,
i

4

{

oL

<E or. = (;'t:u + Uy, — -"‘rm: e =—11, (415)

= (ﬂ'?.rm = G’ts:u-, (;'rm = C:U('!

ar
A 011 I, = af_: o+ M, + Lucs
donde i .
{ -’it.'ff = ("’l( ,lf,l B’l' = C"‘l"ii ]}'II’
J y 1.14
{ - Ru (:)I ";’ ()I - Bur_: - Ur;‘a- ( )
A& oz

Ctra representacion equivalente de (1.13) es

,m
N
S
2
I

{ ar,

(’"‘ e

Fo  OF,
L Gl - ‘/“(3 " f) (>+J/z( Yoo — Aea)-

n AW R
Hoe = 1/2 (QL "’) 1/2( Ao Aea)

dir Qe
\\ I'l-are = (r)u. l‘._ - (?r-:l'-‘a + ZE:‘.’J.?

(4.15)

P g S

P,

(4.16)

Cousiderando en (4.13) las funciones £, ..., , I~y como funciones de 3.V variables
(xtoo N, a8 N B, L ,#™) se obtienc el siguiente.

Teorama 4.2

Las ecuaciones (4.12) son compatibles si, y sélo si, se cumplen las igualdades

{ (’)(jrrcm

P2 =)

-“ f) :-q

¢ 0 o (4.17)
f Vel =C =C "(If’(] _ (J(.."(?(I

fisgeg — Legag = G ;o LA} = —ee—

L “raeg eqa qac pYe

U’I.I:E:'ﬂ, -0
o0%9

ih,, Zea 4.1
(9 & (? g (h’(w(q ()c-.G:]u. (418)

P

FECE YT
(?” I]-uq + (‘?ﬁl I[qc + (r)q [[pq == 0.

Lias pruebas de estas alirmaciones se obtienen después de ciertas manipulaciones.
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Consecuencia 1.2, 8t I, € F entonces es representable de la forma,
Fo = Go, 3% + Haa" + o, (1.19)
donde or,....¢x son funciones tales que
doe = — Ay 3% + (e Da + Zea) dz® + 0, I dt. (4.20)

La prueba se obticne diferenciando (4.19) en base a (4.13).
Se puede demostrar la siguiente [14].

Consacuencia 1.3. Las funciones (Gue, e, ¢ que satisfacen las relaciones (4.13),
(1.17), (4.18) y (1.20) se representan como sigue

{ 0L . .
: ';,”_. = —_— . € T(T(X) x &
;G orrdre’ Lec (]( ) X R)

i
) (()I,‘> . ( oL ) L h (4.21)
g Oa¢ ore

?

L

L
L e =0, H Oy ,()) + Mhe + o,

donde h,e, I, O, se definen por las {ormulas

¢ hae = 0,he — O ha

f Ohae  O7ac
<¢ e Dke (4.22)
N e

-
()

2 074 .

= Age &
)i -t DEr (4.23)
dae — GePa = Zae, ©e € C°°('T(X) b4 R)

De (1.22) se deduce evidentemente que

{)Z'zr
aEf

S

JR——
Q:

‘.

= 0 (1.24)

por tanto

O,
Yna

ve (4.25)

(Zae) = Dol ga — Gulge.

=
)
a

Y
dir
En base a todas estas alirmaciones finalmente se demuestra el siguiente.

R —
o]
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Las lunciones Iy € F si y sélo si se tiene que

d 0L

Te= 71 5%

— Ol + ¢x, (4.26)
donde I = 1 + 3 hy(x.)i*

Consecuencia 1.4. Las ccuaciones (4.26) con Fi = 0 se deducen del principio T si, y
solo si, se cumple que

o
ke = Cke 121)
k din (

Ein realidad, comparando (4.28) con (2.21), obtenemos la validez de la afir-
macidn.

La solucion del problema sobre la construccion de la simetria ¥ no es dnica, los

componentes se pueden determinar a partiv de (4.5), (4.14), (1.24), (1.25) y (1.27),
con cierta arbitrariedad.

Consecuencia 4.5. En base a (4.23) y (4. 2.)) as ccuaciones (4.13) pucden represen-
tarse de la forma

;’ (‘}j;-f. v
% 072 = Gea
{ OF, (4.28)
( e (t1g
E 52 = ¢ +H
a F ar!'z = ’lafH
donde ;
4ol .
[r:— t-:_(ﬂE"T?x(, 0(::"-

ilacemos notar gue las igualdades

(oF. _ O

931~ Oie

doF, _1(aF,  OF,

$di9Es 2\ 0%° | Dic (4.29)
d (8F, 0F,

ai\9g+ ~ 7ze | = 20k =0T,
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s¢ conocen como leyes de reciprocidad de Helmholtz [13] y han sido estudiadas en
[3, 1, 5, 10, 18], entre otros. Por tanto para la construccién de I se pueden aplicar
las técnicas desarrolladas en estos trabajos.

Analizando estos resultados podemos observar que la solucion del problema
inverso en la mecdnica p conticne como caso particular la solucidén del problema
inverso en la mecdnica de Newton. Las funciones ¢),..., ¢~ pucden interpretarse,

d d

en tal caso. como componentes de fuerzas de cardcter no conservalivo.

Consccuencia 4.6. La matriz (¢ para las ecuaciones (2.21) se define como sigue

.00 — ‘
G k, = 57’—7- (‘_)7—,‘ (11() + ZJ Ao [1:,) R (’1-.-30)

y si Ao = Ag(L,2), entonces

0L — oL,

G, = —— Y Aq ———r . 14.31
YT Dok + /—od ® Ovigvr (4-31)

Ilustraremos los resultados expuestios més arriba en los siguienies casos parti-
culares.

Caso de ITelmholtz-Santilli

Si en las condiciones (4.13) hacemos

Au.c-' =0 (4 )
482
Zae = 0,

cntonces &stas coinciden con las “leyes de reciprocidad” de Melmholtz, De (4.22) sa
deduce que si se cumple (4.32), entonces las funciones oy, ..., on son gradientes de
cierto potencial U, es decir

[{e])

Or = ak I/"

y por tanto las scuaciones (4.26) toman la forma lagrangiana.

Como se desprende de (1.27), las leyes de Helmholtz pueden ser deducidas y

v

con variaciones no conmutativas.
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Caso de Birkofl-Santilli
FEste caso, junto con el de Finsler, que definiremos a continuacion, se obtiene
v ) s )
bajo cierlas restricciones con respeclo a la matriz G.
Sea ¢ tal que

Geo3® =0, (1.33)
por tanto de (4.19) se deduce que
F,= H,.2" + ®,. (4.34)

Es claro que (4.33) tiene solucidon no trivial si la matrix (7 es degenerada, os
decir

921, .
(I(“t,((“lﬂ,) = det, (m) = (. (‘1”.;:))

Il caso de mayor interés es aqudl en que la funcidn L es lineal con respecto a
(v',....vN), es decir, cuando
Gue =10,

bajo esta resiriccién se tiene que las condiciones (4.13) y (4.16) toman la forma,

or, or,
P T
ar,
dxe

Hae = CuFe— Ocly,

respectivamente,

4 =

P A N

mientras que (4.18) se escribe como sigue
Oellog + 0ol yge + 0401y =0
(4.36)
Hog+ Hyo = 0.

Cuando la dimensién de X es par la matriz IT es no degenerada y ademads se
cumple que

2. = —0.U.

@
12ntonces de (4.24) se deduce (F, = 0)
* = 11*°0. U, (1.37)

que os una de las variedades de las ecnaciones de Birkoff estudiadas on [5].
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Evidentemente, en base a (4.36) se tiene que el par (X,w) con
w=,,de® A dz®
es una variedad simpléctica. En concordancia con el teorema de Darboux, (1.37) se

puede representar en forma hamiltoniana.

Se puede observar que (1.37) es consecuencia del principio T.

2N
I Lo(Ldt)=0, con L - Z apd® — U, 0 = apdz® - U dL.
v i=1

[S1EMPLO. Sean dadas las ecuaciones (4.34) con matriz IT y [unciones &y, 0 ¢3:

Fa) . . . .
; v Tydy — Loy Lalq — :1'..7:;;\
. . n . .
(Nae) = i rods — 2339 U r3de — ToZy |
i
{

\.’l:](i?;; — .'I;:ji'l L‘l?g:l..';_; - .’E;;.'Ii:g C ) (4';8)

., ar : ary . ary
o=\ +71 ). o= —|—+172), O3 = -~ | — +73
\ e

\ r r

Como se puede probar, en este caso la funcién L tiene la forma

L= 1/2[($¥ + 23 + 23) (3% + 23 + 33) — (z181 + 222 + .’1:3-1'73)2]
+ (ar + 1121 + 7222 + 7323),

[ L
donde r = \/z? + x5 + 2.

FPor tanto la matriz G ticne los siguientes componentes

T % ST ST P S P 1 sik=j
Gy, = (af + o3 + 23) 6, — 223 Sy =

0 sik#7.
i.a condicidn (4.33) evidentemente se cumple si se tiene que

¢ = g(a)z°.
Hacemos notar que las ecuaciones (4.34) (con F, = 0) y (4.38) aparecen en el
problema de Kepler no perturbado.
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Caso de Finsler
Se obtiene cuando la matriz (7 es tal que

&+ 0Cium
duk

N _ Lk ke _
="C ki = UV Lk = 0 C"rri nk = 0.

0. lo que es lo mismo. cuando

. (f)ff
deFdon ek

(L) = 0.

Tistas condiciones se satisfacen, en particular cuando

] .
I - §C:k,,L wl.
Bajo ciertas restricciones la matriz = G define en X una métrica de Finsler
18], lo que nos permite, en este caso. aplicar todas las téenicas del cdlculo tensorial
1.6], lo que nos permit t ] todas las lel cdlculo 1 I
en la mecdnica .

5. Sisiemas dinamico equivalentes al sistema u

Como se deduce del apartado aunterior. la solucién del problema inverso de la
mecanica p se puede llevar a determinar las condiciones bajo las cuales se tiene
la igualdad
fd oL
H A . — T 3 %
f — — — L+ o= BD, det B} £0
; 5 . Yk ¢ ne ’ : -
< dt Dk ko 7 (5.1)
D, =0
Si considera {1, = 0} como ccuacién de movimiento de cierto sistema p*,
entonces ¢l problema referido es equivalente a encontrar las condiciones bajo las
cuales los sistemas p v ™ son dindmico equivalentes.
Aplicaremos los resultados tedricos expuesios en los siguientes casos concretos.

EirairLo 1. Encontraremos las condiciones bajo las cuales las ecuaciones de Chap-
liguin son lagrangianas. Analizaremos previamente las ecuaciones

d GLo : \\-\ d L _ )
o= o ' e 0 = ' T — Uyg .IQ 0(1 - U, 2 == l,u".v'. 5.2
P di Jve Oclo Lo \dt Jue 9.1 0, « (5-2)

a5l
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Determinaremos bajo qué condiciones se cumple (5.1), donde ),....45 son
funciones de (i, ¢, ). Por medio de d, se designa al operador

PR )
) . . '1 o
Do = ool %‘ o (5.3)

Como se puede probar a partir de (1.19). se tiene que

0? Ly v\— PORN A

3 ] - ‘ ‘— = (‘ﬂ-', .
Drcder L T Qur e Yaps

(‘."r: a =7

{ ¢ )l’. )Il{,
(=0 = 00001 T (G 0.8, - 5 020, )
{ . o

3 I (‘)I/() —'~ . ll/’”)

R O ST

]l "
(o, = Oi(pe) + 001 + / (ll” d.0, + ()) A n)

: — “ . arLe
H — _ - € __JO
1 IM = Uy > 6,11, I, = Dot v L.

Vamos a exigir que los enlaces sean de Chapliguin (vedse def. 3.2). es decir, que se

cumpla que

¥
5 RY w’":o, v=0,...,8+1,8+2,..., N, (5.4)
q—-slf-l Dt

Las condiciones de compatibilidad bajo esta restriccion toman la forma

1 \:c_\ 000’ gL 2 T ""_‘ 00 (lu _— AR ()90 (l(t (vu — 02 Ilm
— (= — ', = ” e =
Lo Gyo 7 T L Py e Z{: Gub e e T Grage
o o8, o d6.. ... 4 90s ('30(, o 0 g% g OL° g oL
P P . ] = Dy =3 3 - 5.5
\ L Dzt Cea T ge Yul T Pga e T Paf dve Ore Ovf
0 o ) ar?
Lo = - t 05—
| T ~ “\ Oux dve
De (3.5) se observa que si los enlaces L® son lincales con respecto a (v’ ,v%),
| I ).

y estacionarios, entonces las ecuaciones (5.2) y (5.4) (ecuaciones de "‘mpllg.,lun) son
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autoconjugadas en ¢l sentido de Helmholtz-Santilli. es decir, se cumple 4.32 si y sdlo
si se cumple que

— (00, . a8, . a0, ..

2\ gaf ST e St a7 ) =0
— \ O Oux Jdx

o _ day  0af)

T Que Qe

[

donde
S
’ N > = 1 A
LY =" = )., a; v, a=s+1,\.
e=]

Fagnvrro 2. Sean dadas las ecuaciones

N1 . .
“— Lo  Ufode

D, =&+ ¢ i,¥, | 5+ —= =0, (5.6
€ ¢ /i Z‘( vy 2 . . ! )
v=1
donde (2',...,2" 1) son coordenadas cartesianas, y
N-1
2 AN 22 . ’ . .".l s P gy Lros
r= ., %4 % son ciertos parametros.
r=1 *
£ @y . \ oo - . oy I o
Considerando que (5.6) se puede representar como sigue
Nl T3 q q.l'.u
T . 9 Tade ogL .
) boe +q° —) (7‘ ' 4 —'—) =1 (5.7)
. ae ) “ 2\, R i) \We

v observando que
g BoZg
. .2 dade
det (b.,,. ++q T) >0,

obtenemos que, por definicion que los sistemas g™ y g, cuyas ecuaciones de
movimicnto se dan por la férmula (5.6) y

s q:i:ﬂ — .
3 4 ¢go T =0, a=1.V -1, (5.8)

respectivamente, son dindmico equivalentes.
Como se puede comprobar a lo largo de las soluciones de (5.8) siempre se cumple
la igualdad
2
d 9o (=
— = —— 7 \t)--})
dt 144q
Si designamos r = &, obtenemos que (5.8) ¥ (5.9) representan una variante .V di-
mensional del sistema de Appel estudiado en ¢l apartado 3.
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Fikspro 3. Demostremos que las ecuaciones

Dy =8+ 2u%+ ar— 3y =0,
(5.10)

Dy =i+ 2ug+oy+3e=0.

son autoconjugadas en el sentido de Helmholtz-Santilli, es decir, se cu mple (4.32).
Observando que (5.10) se pucde representar como sigue

¢ Y Ny, 2 2 2.2 2
{ d oI ov .4y 2(z* + y*)
D)= ———--0L+7=0, [ = ; ,
i dt O 9.1 4 Ok ' 2 t 2 “
d oL ov i (4% 4+ 9*) . .
Dy:z=——- 9,1+ —=10, ;= p—2L 4 3z — yi),
ey Gl gy =0 VErT A (= y).

deducimos que estas ecuaciones son autoconjugadas.
Problemas que existen en una matriz 3 no degenerada tal que

Ky 4oL .,
Bj I)k— (7[07_ ()JL= DI

Como sec pucde demostrar en este caso se tiene que las matrices G y IT:
G = 1. 1 =0.

Si consideramos que B = B(1), después de ciertas manipulaciones, se obtienen las
siguientes ecuaciones (a partir de las condiciones de autoconj ugacion dadas en el

apartado 4)
¢ 2G1ip = 0Gh - A,

26’1*)/1, = 0[(“2 - -’1l‘.’=
‘(_'1'2211, = (91(]22 - /lg'_),
Z|2 = ,-'3((7"'22 + 6'1]).
Por tanto si (1.32) se curaple entonces

G, = exp(21p)GY,
0 +0 +0

Gy = =Yy, O =Gy, G} son constaites.

Tntegrando (4.21) y (5.11) obtenemos que

I, = exp(20)|GY (&% — %) + 2GY,39| + To,
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donde

Ly = Z( ap(z, )" + Uz, 1)
es una funcion arbitraria.
Sin mayores dificultades se pruchba que el Langrangiano £ se puede definir como
sigue

2 2
i) L = (:.xp('Zi/z)[:i:;i/ L+ axy + 3/2(x? — y? )]

22 m2 42
i) L =cxp(2ip) ||:(_z_?/) 3y 4o (I—L)]

Por tanto las cenaciones (5.10) son autoconjugadas en el sentido de Helmholtz-
Santitli.

FamaPLO 4. Demostremos que ¢f movimiento de una esfera en ur plano horizontal
que gira es antoconjugado cn ¢l sentido de Helmholtz-Santilli.
Sean dadas las ecuaciones que describen el movimiento de este mévil [11].

{ D, = i Lo - ¢1Lo 2 pm i e ol -0

P = mam g TR R 5

H d {)I/O 0[/() 9 . . 0(/- .
Dy = — —. - —aMuezsinzgdtys — — =10 512

{é 2Tt 9 (g:v" @t SN Ty Ozt (512)

i d (I)L() f];()

i Dy = — —— -_"

VT UL dad

donde )

P4

y ; . k= . . ‘
Ma* + k*) (v 4+ v5) + 5 e + U2, 2"),

o~
[=2
I
—
S~
[
—

- . . n - » 4
{ p! = —idsin 23 cos 2% + 3% sin x®
£
t' b n . . o
¢ 02 = itsinadcosa® + 3 sin 2®
£
1
£
N\

o3 = 3% 4+ &' cos 2.
De la exigencia de que los movimientos se realicen sin arrastre resultan los
o
enlaces )
LY = 3! = av?
(5.13)
L? == 3% = —~am.

Comparando (5.12) con (4.26) y considerando que

{2 esingg, 20 _ 4 o0 ou
e e B 03 Oz’ __ vl
—a*Mussin T3dy — ()i = 4 O—L - —dl— 2,
N ) S dat o dL 98t Ozt -

[ e
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donde

U = Ma?vysin ey - (‘,"(:1:3,;174)._

obtenemos que (5.12) toma la forma lagrangiana.
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