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ABSTRACT

Let a, b be coprime rational integers, and u(n) the binary recurrent sequence
u(n +2) = au(n + 1) + bu(n), with the initial values u(0) = 0 and
u(1) = 1. Itis proved in |4] that the quotient of the logarithm of the product
of the u(k), | < k < n, and of the logarithm of the least common multiple
of the u(k), 1 < k < n, converges to 7% /6 when n goes to infinity. In this
paper, we generalize this result to other recurrent scquences. As an example,
for the binary sequence above with initial values u(0) = 2 and u(l) = a,
the limit is 72 /8.

1. Introduction

Soient a et b deux éléments de Z, avec b non nul et @ ot b premiers entre eux. On
considére la suite récurrente linéaire u(n), vérifiant la récurrence

(1)

u(n+2) = au(n + 1) + bu(n)

pour tout n dans N, les valeurs initiales étant u(0) = 0 et u(1) = 1.

Nous supposerons dans toute la suite que le polynéme caractéristique Q(X)

X% —aX — b de la suite u(n) a ses racines distinctes dans une cléture algébrique
de Q, racines que nous noterons a et 3.

(2)

Il est alors bien connu que la suite u(n) a I'expression:

a® — ’Bn
u(n) = W .
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Nous supposerons aussi dans toute la suite que le quotient o /8 n’est pas une racine
de I'unité et que |a| > [§], de sorte que I'on a |a] > 1.

Nous notons enfin P(n) le plus petit commun multiple des termes u(k), k variant
enire | et n.

On a alors le résultat suivant:

Théoréme A

La suite

R log(u(1)---u(n))
win) = log P(n)

a pour limite la quantité x%/6 quand n tend vers + .

Le théoréme A est du & Matiyasevitch et Guy [3] daus le cas de la suite de
Fibonacci (cas @ = b = 1), a Davis [3] pour le cas (¢ € Z, b = 1) et (a € Z, a pair,
b = —1) et enfin & Kiss ot Matyas [1] dans le cas géunéral.

Dans cet article nous nous proposons de généraliser le théoréme A, & d’autres
suites récurrentes linéaires, possédant comme la suite u(n) donnée par (2) de bonnes
propriétés de factorisation.

Soit n un entier naturel positif, nous notons si t = 1 par u;(n) la suite u(n) et
pour m plus grand que 1, par u,,(n) la suite

a™m — ,6"”7'
'""rn,('n) = W

pour n non nul.

Nous notons Pp,(n) le plus petit commun multiple des termes % (k) pour k
variant entre 1 et n.

Nous allons démontrer le résultat suivant, ot ¢ est la fonction d’Fuler:

Théoréme

La suite
log(um(1) -+ um(n))

log P (n)

a pour limite 7* /6 si m est égal & 1 et sinon la quantité

Wp(n) =

(m - 1)L(M)x?
611 (m)

C(m)=

ou nous avons noté I(m) le produit des 1 — 1/p? pour p premier divisant m, H (m)
la somme des termes @(d)p(m/d)d/m pour d divisant m, d plus grand que 1.
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ExeMPLES. 1) Considérons le cas m = 2. qui correspond 2 la suite récurrente binaire
uz(n) = a™ + 8™, La limite est alors 72/8,

2) Pour la suite ug(n) = o?" 4 (a3)" 4 3%". qui vérific une récurrence d’ordre 3,
la limite est 472 /27.

Nous suivrons une méthode différente de celle utilisée dans [4] ou [3]; celle-ci
utilisait assez largement los propriétés arithmétiques de 1a suite u(n) donnée par (2).
I'n fait il semble que ce soit surtout les propriétés de factorisation assez formelles
de la suite u(n) qui interviennent. Pour le voir, nous allons décrire rapidement un
probleme analogue pour les polynémes.

Nous considérons le plus petit commun multiple dans Q[X] des polynémes
X% —1, olt k varic entre 1 et n, que nous notons ¢ ,(X), et le produit des X% — |,
que nous notons .5, (X ). Nous voulons comparer les degrés de QQ, ot 95,

Notons pour cela que U'on a la formule

XE—1=T]eux),

d|k

0l ¢q estle d icme polyndéme cyclolomique; on en déduit facilement que le polyndme
Qn(X) estle produit des é4(X ) ol d est inféricur ol égal & n. On a donc les résultats
suivants: le degré de 9, est égal A n(n+1)/2, et le degré de Q,, est égal & la somme des
p(d) pour d inféricur ou égal & n. On sait que cette derniere somme est équivalente
a 3n?[z% si n tend vers 4-0c, de sorte que le rapport des degrés tend vers 2 /6.

Il s’agit de démontrer que cette propriété de nature formelle se conserve quand
on spécialise la variable X, et done que finalement les propriétés arithmétiques de
la suite u(n) interviennent peu.

REMARQUE. Lanalogue formel du probleme que nous étudions suggére la question
plus générale suivante:

Soit X un corps commutatif de caractéristique nulle et algébriquement clos. Soit
P(X) un polynéme unitaire de degré non nul. ot de terme constant non nul. On
note Qn{X) le plus petit commun multiple des polynémes P(X*¥) pour1 <k < n,
et 5,(X) le produit des P(X*) pour 1 < k < n. Comparer les degrés de @, et
de S,.
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Ce que nous allons démontrer dans les lignes qui suivent permet de donmer
la solution & cette question dans le cas des polynémes X — 1 et pour m > 2 de
(X™-1/(X -1).

11 est d’autre part assez facile de voir que si aucune des racines de P(X) n’est
unc racine de ’unité et s'il n’y a pas de relation multiplicative entre deux racines de
P(X), alors Q. = Sn.

Il serait intéressant d’avoir la réponse dans le cas général: on peut cnvisager
aussi de regarder le méme type de question pour des polynémes i plusieurs variables.

2. Résultats préliminaires

Nous aurons besoin des résultals suivants:

Lemme 1 (Schinzel [6])

Soit K un corps de nombres et o et 3 deux entiers algébriques de K, de méme
valeur absolue, mais tels que /3 nc soit pas une racine de 'unité. Alors on a:

log (“—3) —1|=()(logn)

si n tend vers +o00.

Lemme 2 (Apostol [1])

Soient q et n deux enliers positifs distincts. On note R(¢pq,dn) le résultant de
@q et ¢,. Alors on a les résuliats suivants:

1) Sig> 1, R(¢y,dn) = p ou 1 suivant que q est une puissance de p ou non.

2) Si q et n sont premiers entre eux, le résultant de ¢q el de ¢, est égal 4 un.

3) Si ¢ > n et q et n ne sont pas premiers entre eux, R(@q,dn) est égal & p(™)
ou I suivant que q/n est une puissance de p ou nou.

Lemme 3

Soit m un entier naturel plus grand que 1, et h un diviscur de m différent de 1.
On note S(h,m) la somme

h k'.lk‘
Z( /\kz)l( ),
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ot h Ak est le plus grand comumun diviseur de h et de k. p(k) est la fonction de
Moebius, et ol la sommation a licu sur les indices k tels que k/(kAR) et m/[h soient
premiers entre eux. Alors on a

. 6 o1\ u(d)
S(h,m) = = H (l - p_l> p;

Preuve. Tout d’abord 'ensemble de sommation peut étre remplacé par I’ensemble
des k tels que aucun premier p divisant m/h, mais ne divisant pas h, ne divise £.
Tin effet si k& appartient a 'ensemble de sommation du départ, il est clair que si p
premier divise m/h ot ne divise pas h, p ne peut diviser k; ’ensemble de sommation
du départ est donc inclus dans le second. Soit maintenant un indice & appartenant
au sccond cnsemble el pas au premier. Alors, puisque k/(k A R) et m/h ne sont pas
premiers entre eux, on peut trouver un nombre premier p tel que p divise ces deux
nombres. Puisque k appartient au sccond ensemble de sommation, on voil que le
nombre premier p divise le nombre k. Donc p divise h A k, et par suite p? divise k;
mais alors u(k) est nul, de sorte que le terme correspondant dans la somme est lui
aussi nul. Nous supposerons dans la suite que les indices & sont sans facteurs carrés.

Nous séparons ensuite les indices k suivant les différentes possibilités pour
hnak=d.

On a donc:

S(h,m) Z IZ H(k

ol la premiére sommation a licu sur les diviseurs rl sans facteurs carrés de b, et la
seconde sur les indices k tels que pour tout p premier: a) plk si p|d, b) p fk si plh
et p fd, et enfin ¢) p fk si plm/h et p fh.

Tout enticr k satisfaisant aux conditions précédentes el sans facteurs carré peut
se metire sous la forme k& = dky, ou ky est tel que p fky si pld, si plh et p fd. ou
si plm/h et p fh. Cet ensemble de nombres premiers est exactement ensemble des
diviseurs premiers de m de sorte que 'on a:

S (k /\I’C'g)ll (k) (Z j(e ) (Z M ’~1)>

oll la premi¢re sommation a lieu sur les diviseurs de A, et la seconde sur les indices
k; tels que pour p premier divisant m, p ne divise pas k.
On sait que I'on a

S -T(-5) =

oil {(s) est la fonction dzéta de Riemann, d’ou on déduit facilement le résultat. O
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Nous notons maintenant pour d entier positif par ¥,(a,8) la quantité
a""(’l)q‘)d(ﬁ/a). Pour d > 1, tg(a, 8) est un élément de Z.
On a alors le résultat suivani:

Lemme 4

Notons @Q1(n) le produit des Yu(a, B) pour d parcourant les entiers entre 2 ot
n, et pour m > 2, par Q,(n) le produit [] 1 ¥an(e, B), ott le premier produit porte
sur les h > 2 tels que h|m et le second sur les d < n tels que d soit premier & m/h.
Alors, pour tout n > 2 et pour tout m, Pp(n) (on rappelle que c’est le ppcm des
um(k), 1 < k < n) divise Qm(n) et de plus, pour tout p premier tel que p fm on a
Up(LPm(n)) = v5(Qum(n)) pour tout n, o vp est la valuation p-adique. En particulicr,
sim=1onaP(n)=Q,(n).

Preuve. Nous considérons d’abord le cas de m = 1; on a immédiatement la formule

a™ — g3n

wi(n) = a8 " H'#’/‘d(a,ﬂ),

oil le produit est étendu aux diviseurs de n différeuts de 1. Il est donc immédiat que
Py(n) divise n). Nous estimous maintenant les valuations p-adiques. On a
1 1

vp(Py(n)) = max (Z vp.('l,bd(a,ﬂ))> )

ou le maximum est pris sur les & < n et la sommation sur les d divisant k, diflérents
de 1ot

2(@1(m) = 3 vp(a(ex, ),

ol la sommation a lieu sur les d inféricurs ou égaux a n, différents de 1.

Soit s le plus petit entier inférieur on égal a n tel que vp(¥s(a, B)) soit non nul
(¢’il en existe; sinon la propriélé cst évidente) et £ un autre entier tel que vp(Y(a, 3))
soit non nul. On peut considérer que I'on s’est placé dans le corps p—adique Cp;
remarquons que si on a alors |al, ou |8], plus petit que 1 (ot nous avons noté E3
la valeur absolue p -adique de z € Cp), alors les deux le sont puisque [%s(e, B)], < 1,
ce qui est impossible puisque les entiers a et b sont supposés premiers entre eux.
Donc a et § sont des unités p-adiques. T en résulte que 'on a |¢,(B/a)l, < 1 et
|#:(B/@)lp < 1. Soient U(X) et V(X) deux polynémes de Z[X] tels que I’on ait la
relation

U(X)0u(X) + V(X)6u(X) = R(4, b2).

En remplagant X par 3/a dans cette égalité, on voit que | R(bs,¢¢)lp < 1.
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1Y’aprés le lemme 2, on a alors que t/s est une puissance de p.

Considérons alors l'entier ¢ défini par: sp° < n e spt > n. On a

immédiatement
""p(”](é"pﬁ)) = Z “-’17(':’"/'11(‘:1', 3)),

oil la derniere sommation a lieu sur les d < n, donc v,((n)) = v,(Q1(n)), d'ol
I"assertion.
On a facilement la formule:

t(n) = [ [ da(e, 8)

ot le produit est fait sur les d divisant mn et ne divisant pas n.

Nous considérons tout d’abord 'ensemble 5, des d tels quil existe k, avec k < n
et dlkm, d fk, et Penserble by, réunion des enserbles {d : d A (m/h) =1, d < n},
pour h diviseur de m différent de 1.

Montrons que b, = I',.

Soit d dans Fy; il existe done k tel que k < n et d|mk, d fk: par suite h = dAm
est différent de 1; ou a m = hmy et d = hdy avec my et d; premicrs entre eux.
L.e nombre d divise mk, donc hd; divise hm k et par suite d, divise k. On pose
k = diky; comme k < n,onad; <netd A (m/h) = 1. Par suite, d appartient
bicn a F,,.

Soit maintenant d dans I,. On peut donc écrire d = dih, avec hlm, h > 2 et
dy A(m/h) = 1. Soit k = dq; on a d|mk et d Jk car h > 2, donc d appartient & £,

Il est alors clair d’aprés ce qui précede que Prn(n) divise Qn(n). 1l reste 3
regarder les valuations p-adiques.

Soit donc p un nombre premicr ne divisant pas m.

On a les formules suivantes:

vp(Pm(n)) = max (Z 1),,(1,-1';4((1,,{)’))) ,

ol le maximum, se fait sur les indices k& < n et la sommation sur les dimk et d fk,
ot

vp(Qm(n)) = Z Z vp(yn(a, B)),

ot la premi¢re sommation a lieu sur les diviseurs I de m différents de 1 ot la scconde
sut les d < n tels que d A(m/h) = 1. S’il n’y a aucun d < mn tel que vp(tha(a, B))
soit non nul, I’égalité & démontrer est claire. Sinon on note s le plus petit de ces
entiers, ¢t un raisonnement déja fait montre que tout autre entier possédant, cette
propriété est de la forme sp® ot a est dans N.
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On définit I'entier e comme précédemment: soit b = s A m, on pose s = s;h,
et on définit I'entier k par k = 31p¢ o1 e est tel que $,p° < n et s1p°t' > 1. On a
k < n, et d’autre part, si d est un entier de la forme sp? avec a < e, alors d divise
mk, mais ne divise pas k; en effet, si c’était le cas, h diviserait p*=2, et par suite
puisque h > 2, p diviserait h, donc m, ce qui est contraire & I’hypothése faite; on a
donc

Vp(Qm(n)) = vp(um(s1p%)) = vp( P (m)),

ce qui termine la démonstration du lemme 4. O

Remarque. Si on prend m = 2, a = b = 1, on voit que P(6) =22.32.7-11 ct
Q2(6) = 2% -3% - 711, de sorte que v(F(6)) < v2(Q2(6)). La restriction p fm ne
peul donc étre évitée.

Lemme 5

On note T, = Y ¢(d) oir la sommation a lieu sur les éléments d de I, (cf la
démonstration du lemme 4). Alors I, est équivalent & C(m)n? si n tend vers Uinfini,

avec
. , -1
C(m) = ﬂ_—jl (Z w(h) (%) 7’—;) H (l. - %) )

p

ou la sommation a licu sur les divisenrs h de m différents de 1, et le produit sur les
nombres premiers divisant m.

Preuve. Notons Fyp = {dh : d < n, d A (1n/h) = 1}; la réunion des cnsembles
disjoints I, » pour h diviseur différent de 1 et de m cst égale a I,.
Nous notons T3, 5, la somme des (d) pour d dans Iy h. De la formule

p(d) = Zu(k)% :

ou k parcourt les diviscurs de d, on déduit que

Lop = Z(:(k)u(k)
olt k < mn et ol on a posé
(=3 %,
ol la sommation se fait sur les d appartenant a F, , tels que k divise d.

Pour un tel d, il existe donc dy tel que d = dih, dy A(m/h) = 1 et tel que k|d,
avec d; < n.
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Supposons (k/EARYA(m/R) différent de L. et soit p un facteur premier commun
a ces deux nombres. On voit facilement que p? divise k, de sorte que (k) ost nul ef,
donc que le terme correspondant n’apparait pas dans la somme. On se limite donc

a calculer e(k) pour les b tels que

Posons d = kk'. On a

k 0 h
(Ar/\l;,)l" "'1(/;/\/.-)‘

d’oit on déduit que dy s’éerit do(k/h A DY) et K s’éerit dy(h /b A D).
Douc finalement

dah

EAD

(k) =

avec ces restrictions sur da. On regarde la sommne sur chacune des progressions
arithmétiques (tm/h) 4+ r, oil r parcourt les entiers premiers a m/h, r < m/h, et on

trouve lacilement que Pon a:

oy 2 (1
my\ n*(kAR)
2
ok)y="0%¢ (—) ——— - B(n. k)
) T\ 2mk?
oir B(n,k)est O(n/fk).
La somme Y B(n, k)j(k) est en valear absolue inférienre, & une constante mul-
tiplicative prés, a n Y 1/k ol la sommation a licu sur les entiers inféricurs ou égaux
A mn, donc cette somme est o(n?) si » tend vers +>. Finalement, en rassemblant

ces estimations, utilisant les lemmes précédents et la formule

o(k) pn(d)
k _Z d

ol d parcourt les diviseurs de k, on trouve la formule annoncée. O
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3. Démonstration du théoréme

Nous regardons tout d’abord le cas m = 1.
D’apres le lemme 4, on a

Py(n)=Qq(n) = H vala.3)

ou d parcourt les entiers plus grands que 1 et inféricurs i n.
On a d’autre part wy(e,8) = 0 XDo,(3/a); rappelons que nous avons supposé
que f/a est de module plus petit que 1. Nous allons d'abord majorer et minorer

(ba(Blar)l.
On a

log(3 /)| = H I(___..-y/”,)l..- _ I|u(:l/;.-)‘

ol le produit est fait sur les diviseurs de d. Si |3/a] < 1, on voit facilement que Ta
famille des |da(3 /)| est majorde et minorée par une constante positive.

Nous examinons maintenant le cas oll 3/a est de module 1. On peut alors
appliquer Ie lemme 1, d’oti on déduit que:

log |6a(3/0)] | < Z(-j l(d k)| log &

oll ¢; est une constanie ot oll I'on somme sur les diviseurs de d.
Comme p(d/k) est toujours de valeur absolue < 1, on a done la majoration:

Il(:)g]q’)l,(:'?/n)ll < g N(d) logd

olt ¢3 est une constante, et N(d) le nombre de diviseurs de d. Une estimation de
cette forme est donc vraie dans tous les cas, que 3/a soit de module 1 ou non.
Maintenant, log Pi(n) se présente comme la somme de denx termes: 'an est le

Z(p((l)lnp,'|u|.

Z log |ou(i3 /).

Le premier est équivalent a 3n?log a/7? connne on I'a déji vu. et le second majoré
a une constante multiplicative prés par la somme 3 N(d)logd ol d parcourt les
entiers < mn. 1Yaprés [2, th. 7.8, p. 109] on a

ferme

I'autre

Z N(d) = O(nlogn),

d<n
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de sorte ce deuxi¢me terme est o(n?).
Donc log Py(n) est équivalent & 3logla|n?/x%. 1l nous reste & estimer
log(uy(1)---u1(n)); on a d’aprés le lemme 1

log(u1(k)) = klog || + O(log k),

d’oli on tire facilement que log(ug (1) uy(n)) est équivalent i n?log|a|/2, ce qui
termine la démonstration dans ce cas.

Nous passons maintenant au cas m > 2.

Nous allons tout d’abord comparer log P, (n) et log Q,, (n). Dapres le lemme |,

= " m *
ces deux expressions ne different que par une somme de la forme Y a,(n)logp ol
p parcourt les diviseurs premiers de et ol ay(n) appartenant & N est inf»eur &
la valnation p- adique de @ ,,(n). On voit facilement que Q,,(n) est un diviseur de
m

Q1(mn), qui est e plus petit commun multiple des uy (k). k < mn. Par suite. on a
ap(n) = O(n) pour tout p et donc:

log Qy(n) = log Py (n) 4 O(n).

Nous estimons maintenant log @Q,,(n). Cette quantité est la somme des deux

expressions _
A(n) = Z Z e(dh)log |a|

B(n) =YY logloal3/a)

ofl dans les deux cas la premicre sommadtion a lieu sur les diviseurs It de m différents
de 1 et la seconde sur les d < n tels que d soit premicr & m/h.
On montre exacterent comme dans le cas de m = 1 que B(n) est o(n?) si
n tend vers +oo et daprés le lemme 5 on a AA(n) équivalent & C(m)log|a]n®
(C(m) a été défini dans le lemme 5). Finalement. on a done log P, (n) équivalent &
n?C(m)log|al/2 si n tend vers Uinfini.
Enfin, on montre comme précédemment que log(u,, (1)« u,,(n)) est équiva-
lent & (m — 1)n? log|e|/2, et la réunion de ces deux estimations prouve le théoréme.
O

ef,
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