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ABSTRACT

Some properties of Boolean algebras are characterized through the topological
properties of a certain space of countable sequences of ordinals. For this, it
is necessary to prove the Ramsey theorems for an arbitrary infinite cardinal.
Also, we define continuous mappings on these spaces from vector measures
on the algebra.

1. Teorema de Ramsey para un cardinal infinito cualquiera

DEFINICION 1.1 (a) Llamaremos secuencia a una sucesién (ap)ne, de ordinales tal
que aj < ag41 para todo k > 1. Mientras no haya lugar a confusién denotaremos
las secuencias en la forma (ay,).

(b) Para un cardinal « infinito representamos por [k] el conjunto de todas las
secuencias numerables de ordinales de k y por [k]<“ el de las secuencias finitas.

(c) Si A € [k]<¥ y M € [k] diremos que A es un segmento inicial de M si al ser
A= (apn)™ 1y M= (8.2, es Bn = an para cada n € {1,2,...,m}.

(d) Para A € [k]<¥ y M € [k] definimos

AM] — [ € [k] : A segmento inicial de L, L\A € [M]}.

Proposicién 1.2
La familia B de todos los subconjuntos de [k] de la forma AIM) con A € [k]<¥
y M € [K] es base para una topologia T sobre [k] la cual es Ty y 0-dimensional.
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Demostracién. Sean AIM Bl ¢ By (a,) € AMIABILl Supongamos, por ejemplo,
que A C B yseang € w tal que (an)n<n, = B, entonces, si llamamos N = (an)n>n,
se verifica que N C M y N C L por lo que [N] C [M] y [N] C [L] y de aqui:

(an) € BIM ¢ AM n gL,

Por lo tanto, B es base para alguna topologia a la que llamamos .

Para ver que 7 es T3, sean s = (ay) y $2 = (fBn) dos secuencias distintas en
[k]. En tal caso, sea ng € w el primer natural que cumple a,, # Bn,. Definamos
A = (an)nSno’ Ay = (ﬂn)nSno, My = (@n)n>no Y M2 = (Bn)n>n,- Entonces, por
ser A, distinto de A,,

R R A Ny

Veamos para terminar que para A € [k]<“ y M € [k] es AIM] cerrado y asi B
serd base de abiertos y cerrados para 7.
Pongamos A = (Br)n<n,- Si (@) € AM puede ocurrir que
(a) an # Bn para algin n < ng. Definiendo entonces B = (an)n<n, ¥
N = (atn)n>n, se tiene (a,,) € BIM ¢ [s]\AM],
(b) a, = B, para todo n < ng y existe a,, € M. En este caso poniendo
B = (an)n<m ¥ M = (an)n>m obtenemos el mismo resultado. [J

DEFINICION 1.3. a) Diremos que un conjunto A C [k] es de Ramsey si para cada
M € [k] existe L € [M] tal que se cumple una de las siguientes alternativas:

[L]c A o [L] c []\A

b) Para A C [], diremos que M € [k] acepta a A € [k]<“ si AIM] C A. Se dird
que M rechaza a A si para todo L € [M], Alll ¢ A.

c) A C [k] se llama completamente Ramsey si para cada A € [k]<¥ y M € []
existe L € [M] tal que se tiene alguna de las siguientes alternativas:

Al c A o Al c[k)\A.

Los siguientes resultados pueden probarse con demostraciones andlogas a las
que aparecen en [4] para el caso Kk = w.

Teorema 1.4 (Teorema de Ramsey)

Sea A C [k], para cada M € [k] existe L € [M] tal que se verifica una de las
siguientes alternativas:

(a) L acepta a cada uno de sus subconjuntos finitos.

(b) L rechaza a cada uno de sus subconjuntos finitos.
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Proposicién 1.5

(a) Si A es T-abierto, es completamente Ramsey y, por tanto, de Ramsey.
(b) Si D C [K] es de T-primera categoria, entonces es completamente Ramsey,
cumpliéndose la segunda alternativa de la Definicién 1.3.c.

2. Aplicaciones al estudio de algebras de Boole

Sea F un algebra de Boole y sea k el cardinal de F. Consideremos un buen orden

para F y representemos a F como la familia {H, : @ € k}. Dada una secuen-

cia (an) € [K], la sucesién (Ha, )new serd una sucesién de elementos del dlgebra

y reciprocamente, dada una sucesién (An)ne. de elementos distintos de F queda

determinada (reordenando convenientemente la sucesién) una secuencia (ay,) € [k].
Denotemos por Az, o simplemente por A, al conjunto

{(an) € [K] : (Ha, )new es de disjuntos}.

Proposicién 2.1

El conjunto A es abierto y cerrado en la topologia T.

Demostracién. Es claro que toda subsucesion de una sucesion de disjuntos es igual-
mente de disjuntos, luego A es abierto.

Sea (a,) € [k]\A, entonces (Ha, )new 1o es de disjuntos, luego existe un seg-
mento inicial A de (o) tal que (Hy)qea no es de disjuntos. Poniendo entonces
A = (an)n<ne Y M = (an)n>n, Tesulta (a,) € AIM C [k]\A. O

Si P es una propiedad relativa a sucesiones de conjuntos en un algebra F,
denotemos por Ap el conjunto de las secuencias M € A tales que (Hy)aemua tiene
la propiedad P para cada secuencia finita A, y por A,p el conjunto de las secuencias
sin la citada propiedad.

DEFINICION 2.2. Diremos que el dlgebra F tiene la propiedad (SP) si cada sucesién
de disjuntos tiene una subsucesién con la propiedad P. Diremos que F tiene la
propiedad (SSP) si cada sucesién de disjuntos tiene una subsucesién tal que ella y
toda subsucesion suya tienen la propiedad P. Y, finalmente, diremos que un dlgebra
de Boole tiene la propiedad (UDSP) si toda sucesién que tiene la propiedad P verifica
que cada subsucesion de ella tiene igualmente la propiedad P.
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Teorema 2.3

Dada un &dlgebra de Boole F se tiene:

(a) F tiene la propiedad (SP) si y sélo si Ap es denso en A.

(b) F tiene la propiedad (SSP) si y sélo si A\Ap es diseminado.
(c) F tiene la propiedad (UDSP) si y sdlo si Ap es abierto.

Demostracién. (a) Sean M € A y AlM cualquier entorno de M. Entonces al ser la
sucesién (Hq)aem de disjuntos y por nuestra hipétesis sobre F, existe Ly € [M],
que podemos suponer que tiene a A como segmento inicial, ya que éste es finito, tal
que Ly € Ap y Ly € AlL,

Reciprocamente, supongamos que Ap es denso en A. Si (Hy)aem es cualquier
sucesién de disjuntos, entonces M € Ay [M] serd entorno abierto de M, por nuestra
hipétesis, debe existir L € Ap N [M], y de aqui que (Hy)aer sea una subsucesién
de la dada con la propiedad P.

(b) Supongamos que F tiene la propiedad (SSP) y supongamos que existe una
secuencia finita A y otra infinita M tal que AIM] C A, p, donde la clausura se toma
respecto a la topologia 7. Ahora bien, al no ser posible

A[]V!] - Z'nP\-A C Z'ru"\-Aan

debe existir L € [M] tal que (Ha)seaur es de disjuntos. Puesto que F tiene la
propiedad (SSP) debe existir una subsucesién L; € [L] tal que (Hy)aer tiene la
propiedad P y AlYl C Ap.

Pero AN ¢ AIM C A, p, luego AIY) C A, p\A,p, lo cual es imposible.

Reciprocamente, supongamos que A, p es diseminado y, por tanto, de Ramsey
cumpliendo la segunda alternativa de la definicién 1.3.a. Sea (Hy)qem una sucesion
de disjuntos, existird L € [M] tal que [L] C [k]\Anp, pero al ser (Hqa)oeL de
disjuntos

[L] C .A\.Anp = AP;

y (Ha)qer tiene la propiedad P y toda subsucesién suya también la tiene.

(¢) Si L = (an) € Ap y el dlgebra F tiene la propiedad (UDSP) entonces es
(an) € [L] C Ap y Ap serd abierto. Reciprocamente, si (Ay)rew s una sucesién de
disjuntos con la propiedad P, existird (a,) € Ap tal que (Ay)new = (He, ), puesto
que Ap es abierto deben existir una secuencia finita A y una infinita M tales que
(an) € AMI C Ap. Y de aqui toda sucesién de (Ap)new tiene la propiedad P. O
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Sustituyendo la propiedad P por la de tener supremo resultaria que (SP) es la
propiedad subsecuencialmente completa de Haydon [2], (SSP) es la propiedad (E)
de Schachermayer [5] y (UDSP) es la propiedad “up down semicomplete” [5]. Deno-
tando ahora por A, el conjunto de las secuencias que corresponden a las sucesiones
de disjuntos con supremo, resultara:

Corolario 2.4

Sea F un algebra de Boole de cardinal infinito k, se tiene:
(a) F tiene la propiedad (SC) si y sdlo si el conjunto A, es denso en A,
(b) F tiene la propiedad (E) si y sdlo si el conjunto An, es diseminado,
(c) F tiene la propiedad (UDSC) si y sélo si A, es abierto.

Otras propiedades que podrian ser caracterizadas de esta forma son, por ejem-
plo, la propiedad de interpolacién de Seever, propiedad de interpolacién subsecuen-
cial de Freniche [1] y la propiedad de Molté (3].

En el siguiente teorema se va a caracterizar un algebra de Boole con la propiedad
(SP) y, a la vez, con la (SnP), esto es, toda sucesién de disjuntos de dicha édlgebra
tiene una subsucesién con la propiedad P y otra que no tiene dicha propiedad.

Teorema 2.5

Un dlgebra de Boole F tiene las propiedades (SP) y (SnP) si y sélo si para las
familias Ap y A,p y todo M € [K] se verifica la segunda alternativa del teorema de
Ramsey.

Demostracién. Supongamos F con las citadas propiedades. Siendo M € [k], si para
todo L € [M] fuera L ¢ A entonces se tendria evidentemente la opcién (b) del
teorema de Ramsey. Supongamos entonces que existe L € [M] con L € A. En tal
caso, como para cada L; € [L] existe una subsucesién con la propiedad P y otra
sin esta propiedad, no es posible Al ¢ Ap ni tampoco AYl C A,p, para ninguna
secuencia finita A de L. Asi pues se verifica de nuevo la opcién (b) del teorema de
Ramsey.

Reciprocamente, si para cada M € A C [k] existe L tal que se verifica la segunda
alternativa del teorema de Ramsey; esto es, que L rechaza a sus subconjuntos finitos,
esto implica que [L] ¢ Ap y [L] ¢ A,p. Luego existe una subsucesién de M que
tiene la propiedad P y otra que no la tiene. [

En esta situacién, veamos como puede conectarse con la teoria de la medida.
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Proposicién 2.6

Dada una medida fuertemente aditiva y : 7 — X, donde X es un espacio de
Banach, existe una aplicacién ¢ : Ax — ¢o(X) definida por ¢((an)) = (#(Ha,))
tal que es continua.

Demostracidén. Si p es fuertemente aditiva ¢ estd bien definida, veamos que es
continua.

Sea (ay) una secuencia de A y sea Yo = (Yn)new = (I'I’(Ho‘"))new € ¢o(X). Con-
sideremos la bola B(yp,€) en ¢o(X). Veamos como puede determinarse un abierto
en A cuya imagen esté contenida en B(yo,€).

Puesto que y, — 0 podemos hallar ngp € w tal que para cada p,q > ng se
verifique |y, — y4| < €. Sean entonces A = {ap : n < no}t y M = {an : 7 > np}.
Para cada 8 € AM] poniendo 8 = (8,) y 2n = p(Hp, ) se tendra, por construccién,
para cada n < ng, |yn — zs| < €. Por lo que p(AM]) C B(yo,€), y ¢ es continua. O

Teorema 2.7

Sea () una sucesién de medidas fuertemente aditivas sobre F y valoradas en
un espacio de Banach X. (un) es uniformemente fuertemente aditiva si y sélo si las
correspondientes aplicaciones ¢, : Ax — ¢o(X) son equicontinuas.

Demostracién. Supongamos (p,) uniformemente fuertemente aditiva. Sean ¢ > 0 y
(an) € A. Para k > 1 sea

vk = (¥89) = (ux(Ha,)) € co(X).

Por hipétesis se puede determinar ng € w tal que si p,q > mo se cumpla
1y$9 — 48| < ¢, para todo k > 1.

Asi pues, poniendo A = {on :n <o}y M ={an :n >no}si g€ AMy
B = (Brn), y llamando 29 = pr(Hpg, ), resulta que para cada n < ng es ap = fn, ¥y
por tanto Iz%k) — y;k)| = 0 para todo k£ > 1. Y, por otra parte, para cada n > ng se
verifica |z£zk) - yslk)l < ¢ para todo k > 1. Por tanto, ¢ (AM]) C B(yx,€), para todo
k> 1.

Reciprocamente, usando la misma notacién anterior, se tiene que para cada
secuencia (a,) € Ay € > 0 existe AM tal que px(AM) C B(y,e). Si (an) € AM
y A ={a,...,an,}, para cada p,q > ng es |ur(Hsa,) — pr(Ha,)| < €, para todo
k > 1. Luego (pk) es uniformemente fuertemente aditiva. O
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