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Los algoritmos de sumacion de serics analiticas se componen de un
conjunto de operaciones verificadas sobre la variable y los coeficientes
de la serie (%). Entre estas operaciones figuran 1, 2, 3 6 mas pasos al li-
mite (2); por lo tanto, representaremos los métodos de sumacién por
expresiones de la forma

lim ... lim ¥, . 4 (2, Qs ..., @),

P=gq #n=w
donde z es un punto interjor al dominjo de validez del algoritmo, que
nosotros supondremos que es la estrella A de MITTAG-LEFFLER, y los
a, son los coeficientes de la scrie a la cual se aplica cl algoritmo de su-
macion.

Si el punto z =1 es interior a la estrella A y ponemos

z=1, ty = Cy (X, & 0y ouuy Doy ooy D2), k= k(n),

(1) Véase, p. ¢j., A. BunwL: Series analytiques. Sommabilité (Mem. des Sci. Mat.
fas. VII, 1925).
(%) En las representaciones de los algoritmos de sumaciéon supondremos que las
n

0
expresiones Y, est4n escritas en la forma lim 7.
6 n=w 0
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donde ¢, «, ..., son parametros, puede resultar que, segin la naturaleza
de las funciones ¢, resultc un nuevo algoritmo de sumaciéon que dé los
valores de la funcion

f(’l)) =§1 ba a"
n==0

en cierto domjnio variable con los paramelros y que al tender éstos a
ciertos limites, puede tender a convertirse en la estrella A.

Existen varios procedimientos para encontrar unas expresiones c,
de modo que cumplan estas condiciones. En este trabajo nos proponemos
estudiar con todo detalle una clase de estas transformaciones, de la cual
ya estudidbamos un caso particular en una nota aparecida en los C. R.
de la Academia de Ciencias de Paris. (%)

En esta memoria, si f(z) es una funciéon analitica, de la cual

fo@) = b, "

n=20

representa un elemento, con la notacion f, () indicaremos la rama de
obtenida prolongando analiticamente f, en el interjor de la estrella A de f,.

Ademas, como habitualmente, si D y D, representan dos conjuntos
de puntos, representaremos por D -+ D; el conjunto formado por los
puntos que perienccen al menos a uno de ellos. De modo semejante,
si todos los puntos de D, pertenecen a D, la notacién D— D, represen-
tara el conjunto de los puntos que pertenecen a D sin pertenecer a D,.

Son tantas las atenciones que vengo recibiendo de mi distinguido
amigo el Dr. D. José Maria Orts, que es para mi un agradable deber
expresarle publicamente, y una vez mas, mi sincero agradecimiento.

I

EXPOSICION GENERAL
DE LA CLASE DE TRANSFORMADORES

1. Designemos por 4 (e, &) el rectdngulo formado por los puntos
que verifican las desigualdades

—a<R[zZ] <140 —e<I[Z] <5,

(*) F. SunYER BALAGUER: Sur une classe de transformations des formules de
sommabilité. (C. R. Acad. des sci. de Paris T. 208 p. 409-411, 1939).
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donde & [z] y I [z] representan, respectivamente, la parte real y la ima-
ginaria de z. Después de esto, supongamos dada una familia de funciones
tal, que a cualquier par de numeros ¢ >0 y « > 0 corresponda una fun-
cion @ (1 ; ¢, «) de la familia, con las siguientes propiedades :

I) @ ({;¢&a) es una funcién de ¢, holomorfa en todos los puntos
reales tales que 0 <7< 1.

IT) Cuando { es real y verifica las desigualdades 0 <{<<1 el valor
de @ (/; e ) es interior a 4 (g, o). Ademés, la ecuacion

D(t;e,0)—1=0

no tiene ninguna raiz real f;, tal que 0 < < 1.

II) @@0;e,0)=P1;¢,0)=0.

IV) El argumento de @ ({; &, a) —1 crece de 27, cuando { describe
el scgmento (0,1), es decir, la curva que describe @ ({; &, o) rodea una
sola vez el punto 1 en sentido positivo.

Es casi innecesario demostrar la existencia de tales familias, pero si
a pesar de su evidencia, sc desca demostrarla, basta considerar el ejemplo
siguiente :

cos (2mt—ie)

— cos i&
2—a

1

D(;e,0) =

que es precisamente el caso particular que estudidbamos en nuestra nota
de los C. R. citada anteriormente.

De momento supondremos que @ (f; ¢, ) es completamente general
y que solamente estd condicionada por las cuatro propiedades ante-
riores.

2. Sea:
' fo@) =) by a"
n=0

‘un clemento de la funcién analitica f(z); el radio de convergencia r,
de f, lo supondremos >0 pero completamente arbitrario por lo demas.
La propiedad III de @, juntamente con la I, demuestra que

es holomorfa en

[t| < R,>0

donde R, depende tunicamente de r,, x, a y €.
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De esto resulta la existencia de un valor R, >0, que depende, asi-
mismo, tan solo de r,, ¥, & ¥ «, tal que, en el circulo [t| < R, la funcién

D (t;e0)

/°(x¢(t;8,a))¢(t'6,0()—l

es holomorfa, pucsto que, segun las propiedades I y IT de @, existe un
circulo centrado en el origen en el cual @ no toma nunca el valor 1.
Un teorema elemental demuestra, pues, que la integral

1 D' (e )
F(z;xa‘s’“sf)=2_n_i//(x¢(l;85a))m%,a—)__{dt’
0

calculada siguiendo el camino rectilineo, es una rama de funcién analitica,
Yy que esta rama es holomorfa en el circulo

lz| < Ry

Naturalmente, en esta integral f(x@ ({; &, «)) representa el valor
obtenido prolongando f,(x® ({; &, «)) a lo largo del camino de inte-
gracion.

Representando por x 4 (¢, «) ¢l dominio obtenido multiplicando por z
todos los puntos del dominio 4 (g, «), resulta, segun la propiedad II, que,
cuando { describe el segmento (0,1), la funcion

x®d(l; e 0)

toma solamente valores interiores al dominio x4 (g, «); por lo tanto,
si x es interior a la estrella rectilinea de holomorfia de f,, segun las pro-
piedades I y II, el punto z = 1 ser4, por valores suficientemente pequeios
de e y de «, interior a la estrella rectilinea de holomorfia de F (z; z, &, a, f).
- Por otra parte, para estos mismos valores suficientemente pequefos de &
y de «, la formula de Cauchy, recordando las condiciones III y IV, nos
permijte escribir la igualdad siguicnte :

fa(@®=F(1;x684a,f)
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Por lo tanto, siempre que x sca interior a la estrella A o estrella recti-
linea de holomorfia de f, tendremos :

a fi(x) =lim lim F(1; 2, ¢, f)
0

e=0u=

3. Segun lo dicho en el numero anterior, podremos escribir, para
lz] < Ry

on
. Q
F(z; x, 60/ =Z an Z",
n=10

con

n—1

a, = @, (%, 8,0, ) = hy, & (€, 0) b R

M

ar
I

0

donde las hy, (¢, «) son indcpendientes de f y de x.

Cuando se conoce el desarrollo de Tavior de @ ((;e, ), teorica-
mente resulta facil la obtencion de las h,, (€, o), pero, generalmente, la
expresion de las mismas cn funcion de € y « resulta practicamente muy
complicada. Con todo, mas adelante cstudiaremos un caso particular
en el cual, y debido en parte a que solamente nos interesa conocer los
valores de Ay, (0,0), la obtlencion de estos valores resulta muy simpli-
ficada.

Los valores de la funcién F (z; a, €, o, f) en cl interior de su estrella A
de Mrrrac-LEFFLER Ppueden calcularse medjante cualquier féormula
de sumacion valida en dicha csirella ; sea, pues,

lim ...LUm ¥, . (25 oy ..., Q)
p=q n=w

uno de estos algoritmos de sumacjon. Segun hemos dicho, si x es interior
a la estrella A de f, y para ¢ y « suficicntemente pequenas, el punto
z =1 sera inlerior a la estrella A de I, y, por lo tanto, para estos
mismos valores de 2, de € y de «, podremos escribir :

n = 0

F(l;z,eaf)=lim..lIn ¥, .(1;d,..,0)
p=gq

Recordando que las @, son funciones de &, a,, b,, ..., by y substi-
tuyendo en las ¥ se obticnen las funciones f, tales que:

ﬂ[), o, (x ) 8: a’ bo; vy bn-l) - q—j{), weny n(l 9 am ey an)

8 — Collectanea Mathematica.
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y aplicando la (1), resulta :

fa(x) =lim lim lim ... lim B, . . (z;¢, o, by, ..., bp.,)
E=021=0p=gq n=-e

vélida siempre que x sea interior a la estrella A de f,.

Hemos obtenido, pues, a partir de un método de sumacién apli-
cable en cl interior de la estrella A otro algoritmo de sumacién apli-
cable asimjsmo en esta misma estrella. Es verdad que este segundo
método es mas complicado en cuanto al niimero de pasos al limite, pues
contiene dos mas que el primitivo ; pero resulta evidente que, si tomamos
¢ y o de forma que dependan de una sola variable, podremos reunir los
dos limites introducidos en uno solo.

Ademas, segun demostraremos en el nimero siguiente, resulta po-
sible, para algunos métodos ¥, la obtencion por cste procedimiento de
un método B en el cual es posible la reunjéon de todos los pasos al limjte
en uno solo, y esto de forma completamente independjente de f. (%)

4. Para comprobar la posibilidad de lo que acabamos de indicar,
aplicaremos la transformaciéon objeto de nuestro trabajo a un procedi-
mjento de Mitrac-LEFFLER (%) y, a pesar que la demostracién de la po-
sibilidad de la reunion de los diferentes pasos al limite sigue el curso
clasico en estos temas, la daremos con algtin detalle, a fin de que sobre-
salga con mas claridad la independencia del procedimiento respecto a
la funcién f.

Vamos a demostrar, pues, que, aplicando nuestra transformacion
al procedimiento de MITTAG-LLEFFLER, resulta un algoritmo B en el cual
es posible la reunion de los tres pasos al limite obteniéndose una sucesion
de polinomios

o (k)
D L kb,

n=0

donde los L (n, k) pueden darse a priori completamente independientes
de f y de x y de forma que estos polinomios converjan hacia f, (z), en
todo punto interior a la estrella A de f,, cuando k tiende al infinito.

(*) Secria facil construir un algoritmo de sumacién ¥ cuyo algoritmo f§ tiene la
propiedad de que es imposible reunir todos los pasos al limite de una forma indepen-
diente de f; pero este algoritmo ¥ resulta muy artificioso.

(*) MrtTAG-LEFFLER : Sur la représentalion analytique d’une branche uni-
forme d’une fonction monogeéne (Acta Math. T. 23 p. 43-62, 1899).
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En efecto, tomemos dos sucesiones & y « tales que

lim 8k=0 lim 0([;:0

k= =

Sea d, un nimero tal que, si { es un punto cualquiera cuya distancia
al intervalo (0,1) es inferior a dj,
Q (t s €k ak)

es holomorfa y la ecuacién
D (l; e, 04)—1 =0

. , . d
no es satisfecha. Desplacemos el centro de un circulo de radio -;Zf alo

largo del segmento (0,1), la reuniéon de la totalidad de estos circulos
forma un dominio D tal, que, cuando { es interior a él, se cumple la
desigualdad

]@(l;ek,ock)——1| > N >0,
donde 7, depende tnicamente de k.

Supongamos, ademas, que los valores de d; han sido tomados sufi-
cientemente pequefios para que, cuando k tiende al infinito, el dominio
formado por los valores de @ (¢; &, ;) cuando { toma la totalidad de los
valores de Dy, tienda a convertirse en el segmento (0,1) y siempre d; << 2.

Con esta condicion se ve que, si z es interior a la estrella A de fo, a
partir de un valor de k que depende de z, la

fxD (L; &, o))

sera una funcién de ¢, holomorfa cn el dominio Dy. Representemos por
M; el maximo de

[f @ ® (5 er o)),
cuando { pertenece a D; y por Mj el maximo de

l ¢’ (l; Er,s O(k)l



116 F. Sunyer

en el mismo dominio ; con estas nolaciones resulta, scgun la definicion,
que, si z es interior a Dy,

1 A
|F (25, &, o, /),:(1 _|_@) AIkMk<2ZUkIVIk.
2 "k Nk

De lo anterior resulta, segun los calculos de M1TTAG-LEFFLER, que si
mg cs un cntero que satisface a las desigualdades

1 1

© (my) © (my)

d d
@ ¢ <1+ :)—k, ¢ <my —Z—k,

donde  (my) es la funcién representada por la misma notacién en la
memoria de Mi1TTAG-LEFFLER, entonces

M} M,

F(l s L, Ep, “k:j)_gmk(l 5 xask’akyf)l < CW

donde ¢ es una constante independiente de k y g, es el polinomio de
MitTAG-LEFFLER de F, es decir :

me 2my, Mt et 2yy
"k my, 2 Y]
hl ! z
Gmy (Z; T, €, o, f’) — M)_ 17 T (.’17, Epy Ok ]) el
Al A ! k my,
1=0 mk=0 1 k
0 sea:
o (k)

Gy, (1 3 Xy Epy CLgy /) =2 L (n, k) b, ",
n=0

donde L (n, k) dependen tnicamente de n, &, oy y my, y

@ (k) =mj + ... +my" —1

Si, ademas de satisfacer a las (2), la sucesion de las m; verifica

' _ M}
3 lim ——— —
©) kl=eo77kw(mk)
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la sucesion de los polinomios g, (1; @, &, oz f) convergen hacia f, (x)
y, ademds, esta convergencia cs uniforme en todo dominijo finito inte-
rior a la estrella A de f,.

En efecto, sea E el dominio en cuestion y E; una estrella finita cual-
quiera interior a la estrclla A de f, y que contienc en su interior al do-
minio E. Si x es un punto de E, a partir de un valor de k, independiente
de z, los valores de

x D (1; &g, oy)

seran interiores a E;, para todo valor de { interior a Dy.
Por lo tanto, a partir de este mismo valor de k, tendremos :

fa@)=F ;¢ o),
M, <M,
donde M represenia ¢l maximo de lfA (.L‘)l en F;. En consecuencia,
1

M

|/-4 (.’L‘)——gmk (1 ;.’L‘,Gk,dk,f)] < ij[nkw(ﬁk);

como sea que el scgundo miembro de esta desigualdad es independiente
de z y, segun la (3), tiende a cero, nuestra afirmacion resulta demostrada.

Puesto que d, M;ia y 7 son independientes de f, también podra
elegirse la sucesion my, verificando las (2) y la (3), de modo completa-
menle independiente de f, y, por tanto, los L (n, k) seran también com-
pletamente independientes de f, es decir, la ley de formacion de los poli-
nomios g, puede fijarse a priori, y con so6lo poner los b,, correspondientes
permitira la sumacion de la seric de TavLor correspondiente a cualquier
funcion.

I

INTRODUCCION DE NUEVAS CONDICIONES RESTRICTIVAS
PARA LA FAMILIA DE LAS @

5. En la seccion anterior hemos visto que, cuando z es interjor a la
A de f,, la expresion

@) lim lim lim ... im B, .. » (T;& &, by -.es bu_1)
e=00=0p=g¢ # = oo
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cxiste y coincide con el valor de f(x) obtenido prolongando analitica-
mente f, hasta x siguiendo la recta que une el origen con x. Nada podemos
afirmar sobre ¢l comportamiento de esta expresiéon en los punios fron-
tera o exteriores a la A de f,.

No obstante, si suponemos que la familia de las @, ademas de sa-
tisfacer a las cuatro condiciones del numero 1, cumple también otras
condiciones apropiadas, podra resultar que la expresion (4) exista tam-
bién en puntos de la frontera de A, si bien, segtin la clase de condicio-
nes impuestas a @, podra en estos puntos no coincidir con ningtin valor
que pertenczca a una rama de las posibles de f (z). Unos ejemplos acla-
raran estas consideraciones.

Supongamos, en primer lugar, que, ademas de satisfacer a las cuatro
condiciones repctidamente sefialadas, la familia de las @ cumpla la

V,) Cualquiera que sea el valor real y con tal que a << y <1 la
ecuacion en {,

D(t;e,0)—y =0

no posee ninguna raiz real f, que verifique 0 </, < 1.

Consideremos ahora un segmento rectilineo I que forme parte de la
frontera dc la estrella A de f, y que satisfaga a las tres condiciones
siguientes :

a) Existe un dominio que contiene [ en su interior y cuyos puntos,
o son interiores a la estrella A de f,, o bien pertenecén a la recta de la
cual forma parte el segmento I. :

b) Sc puede prolongar f, a través de [ por un punto cualquiera de
este segmento y siguiendo el sentido en que crece ¢l argumento de z.

¢) Mediante cl prolongamiento anterior vuelve a encontrarse la
misma rama f, ().

Sean r; y r, el miximo y el minimo, respectivamente, de los modulos
de los puntos pertenecientes a [y 0, el argumento de cstos mismos puntos;
recordando que r, es el radio de convergencia de /,, las condiciones a, b y c,
nos permiten afirmar, que, siendo ¢, el circulo

2] < ro,
s (n) el dominio angular definido por

o<|z|<ry, 0,—n<argz<b,+ 79
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y [, el segmento de recta definido por
argr = 0, o < || < 1y,
existe un 7, tal, que /, es holomorfa y uniforme en el dominio
¢+ 5 (M) — Iy

Por tanto, si x es un punto interior al segmento rectilineo I, y si& y «
verifican

G) |zle<r,senm,. |r|Veta'<r, |T|2@atod+ed)<r?—|z|?
las condiciones I1 y V, demuestran que la curva descrita por
x® (6 a)
cuando { describe el intervalo (0,1), es interior al dominio
Co -+ s (M) — 1
y recordando la I, que el punto z=1 es interior a la estrella A de
F(z; 6 ).

Ademés, aplicando la IV y la V,, sc demuestra que la curva descrita
por

xD(t; e )

rodea una sola vez y en sentido positivo cualquier punto interior al
segmento [;; de esto resulta que si & y «;, ¥ &, y «, son dos pares que veri-
fican las (5), recordando la condicién III, tendrcmos :

(©) Fsaepanf)=F0;ey05)),
y, por lo tanto, la expresion

@) lim lim lim ... lim Bp, . % (Z; & &, Do, -.vs bn —1)

e=0=0p=¢g # =

no carece de sentido, pero puede, segtn la clase de puntos singulares que f,
tiene en el segmento I, no coincidir con f, (r), cuando x pertenece al
segmento [ de la frontera de A.
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Por cjemplo, si en los razonamientos anteriores suponemos que f, ()
es la funcion

1—=x

la expresion (4), donde se pone b, = 1, representara

1
1—=x

siempre (ue x no tome un valor real igual o supcrior a 1 ; mientras que,
si x es real e igual o superior a 1, la expresiéon (4) Loma el valor cero;
como facilnente puecde deducirse apoyandose en un Leorema clasico
sobre los residuos de las funciones racionales. En una nota al final de
un libro de Borkr (!), . PAINLEVE ya obticne unos algoritmos de su-
macion que, aplicados a cicertas funciones, convergen hacia ccro en una
parte de la frontera de la estrella 4, pero, PAINLEVE los obtiene apli-
cando dichos procedimicntos a funciones multiformes y basiandose en
que son multiformes, por ejemplo, a

Vi—z;

siendo asi que la funcion

1
1—x

es uniforme cn todo el plano complejo.
6. Sienla V, al definir los valores y que @ no toma, se hubiese su-
puesto solamente

esty<l—u
en lugar de

y<1

N

¢4

no hubiésemos podido afirmar que los puntos interiores a [, fuesen ro-
deados una sola vez, puesto que, en este caso, entre el punto 1 y los puntos
y quedaria un intervalo de longitud e, y, por lo tanto, la curva descrita

(") BomeL: Legons sur les Fonclions de variables réelles. Nota de PAINLEVE :
Sur le développement des fonctions analyliques.
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por @ podria rodear una sola vez cl punto 1 y al mismo tiempo rodear
los puntos y un namero cualquiera de veces, ya sea en sentido positivo
o en sentido negativo, o, finalmente, no rodearlos ni una sola vez. Por lo
tanto, como sca que al variar ¢ y « puede variar el numero de veces que
la curva rodea estos punlos, no puede, en este caso, considerarse satis-
fecha la (6). Pero aun cn este caso, y variando la funcion I¥ a que hemos
aplicado el algoritmo ¥, podremos obtener resultados cuando x sea un
punto de la frontera de la A de f,.

En cfecto, supongamos que la familia de las @, ademas de las cuatro
condiciones del n.° 1, cumpla la V; modificada como acabamos de ex-
poner, es decir, supongamos que sca salisfecha la condicion

V,) Cualquicra que sea el punto real ycontal que a<y<1l—a
la ecuacion en {

O(lse a)—y=

no posce ninguna raiz real /, tal que 0 </, <1.
De la misma forma que en el n.° 2 se establece que I es holomorfa
en el circulo |z] < Ry, es posible demostrar que en este mismo circulo

la funcion
A D' (l;e,0)
) 1 ) o D'(L;&e,a) (xd5(t;e,oc)) 1+2a
Fl(z’x’s’“’f)_2ni_/-/('I@([’b’“))@(l;s,a)—l_/ T+2a JOEea a1
0 14+2a

es holomorfa, donde la integral estd calculada a lo largo del camino rec-
tilinco.
Como en ¢l n.° 3, definamos las a (x,&,a, f) por

. N .
Iy (zsx,e,a,f) =Z o

.0

. . 1
y lo mismo que anteriormente para las a,, tendremos para las (ff,) la
formula

n—1

ad (x, &, f) =2 hf,l,)k (&, ) bhxk (af,l) = 0)
=0

donde las 111,1,’;, (e, @) son independientes de x y de f.
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Si x pertencce al interior de la estrella A de f,, siguiendo paso a paso

las mismas demostraciones que en la seccion I, se demuestra que el punto
z=1 es interior a la estrella A de F; y que

f4 () =lim lim F,(1;z,¢,0,f)
e=0a=0

esto puede demostrarse también a partir de la identidad

D' (L;8m)
b (t 142
Fi(z;2,6,0,f) = F(z;2,8,a,f) — Qﬂl/f(rli28¢a)¢(t.j“)a di
14+2a —1

puesto que, cvidentemente, cuando x es interior a la estrella A de f,, para
valores suficientemente pequenos de ¢ y de «, la integral

1 D' (1;e,0)
2D (t;¢,x) 14+2a
//( 142« )915(1;8,«) 1dt
0 14+2a

se anula, ya que la curva descrita por

xD(l;e,a)
14+2a

cuando { describe el segmento real (0,1), es interior a la estrella A de fo
y ademas no rodea el punto z.

Aplicando, pues, a I, el procedimiento de sumacién ¥ y poniendo
en lugar de las a{) sus expresiones en funcién de z, &, «, by, ..., ¥ by_1.
obtendremos la igualdad

f1(@) =lirr(1) 1im0 Ipim oo lim B8 (x5 e, «, by oo, bu_y)
& = A= =q N = cc

véalida en el interior de la estrella A de f,.

Hasta aqui ninguna ventaja compensa la introduccion de F, (eviden-
temente mas complicada que la funcién F), pero si aplicamos la formula
anterior a los puntos interiores a los segmentos rectilineos I que cumplen
las condiciones a, b y ¢, apareceran claramente ciertas ventajas.
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Sea x un punto interior al segmento [, si ¢ y « ademds de satisfacer
a las desigualdades (5) satisfacen asimismo a la

1 —a
) lxlm>"z,

en virtud de las condiciones I, 11, ITI, IV y V,, resulta que las curvas
descritas por

y por

) c® (I e )
son interiores al dominjo

(10) o+ s (M) — 1k

y, ademds, que el punto z =1 es interior a la estrella A de F,. Por
otra parte, la condiciéon V, ensena que las curvas descritas por 8y
rodean ¢l mismo numero de veces cualquier punto del segmento [, y
como sea que cstos puntos son los Unicos que pueden ser singulares para
fa en cl dominio obtenido anadiendo los puntos frontera al (10) y te-
nicndo en cuenta que la curva (8) no rodea cl punto x, resulta que, para
los valores de & y de « que verifican las (5) y la (7), tendremos, segin la
formula de Caucuy,

fa@) = Fy (12, ¢ 0, )

IEn consecuencia, para todo punto x interior a los scgmentos [ que
cumplen las condiciones a, b y ¢ del n.° 5, tendremos :

f4 () =lim lim lim ... lim ﬂg,)_,_, w (T & oty bgs ey Du—t)
eE=02=0p=¢q == %o

Hemos obtenido, pues, a partir d¢ un algoritmo de sumacion valido
en el interior de la estrella A, otro algoritmo de sumacion valido incluso
en algunos scgmentos de la frontera de esa misma estrella.

7. Antes de dar por terminada csta seccién daremos otro ejemplo
de condiciéon V algo més restrictiva que la V, y que nos permitira ex-



124 F. Sunyer

tender atin mds el dominio de validez de los algorilmos de sumacion 8,
y cllo, sin nccesidad de introducir la funeion F; en lugar de la F.

Supongamos que la familia de las @ esté condicionada, ademés de
por las cuatro condiciones del n.° 1, por la siguiente :

V,) Cualquiera que sca el punto y interior al dominio 4, (e, o), la
ecuacion en {

D(l;e,0)—y =0

no posce ninguna raiz real £, que verifique 0 < £, < 1 ; donde el dominio
4, (e, x) es cl rectangulo formado por tedos los puntos y que verifican

e< Ryj<l—oa o< Ifyl<e
Esla condicion impone que la curva descrita por
(11) D (L5 &, w).

cuando { describe el segmento (0,1), va de los alrededores del punto cero
a los alrededores del punto 1 siguiendo un camino forzosamente a la
derecha del segmento real (o, 1 — ) y que regresa hacia el punto cero
por el mismo lado de este segmento. Esto demuestra que ningin punto
real que verifique & <<y <1 —a puede ser rodeado per la curva des-
crita por (11).

A causa de continuar cumpliéndose las condiciones I, II, I1I y 1V,
no hay necesidad de insistir para demostrar que la igualdad

fa (@) =1im lim Hm .. lim By, 4 (25 & &, Dy ..., bu_1)
E=0%=0p=q n=n

sigue siendo valida cuando 2 es interior a la estrella A de f,,.

Sca ahora [ un segmento rectilinco pertencciente a la frontera de la
estrella A de fy y que verifica las Lres condiciones siguientes :

a;) Todos los puntos interiores a I tienen ¢l mismo argumento 6,.

b)) Representando por r; el maximo de los médulos de los puntos
de I, existe un nimero positivo #,, tal que todos los puntos que verifican
las desigualdades ‘

(12) lz|<r, 6, >argz> 0, —n,

son interiores a la estrella A de f,,.
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¢;) Desde el dominio (12) f, puede ser prolongada analiticamente
a través de [, pero sin que la rama que se obticne al otro lado del tenga
que ser igual f, cn los puntos interiores a la estrella A4, si al otro lado
de [ existen tales puntos.

El valor de f (x) en un punto z interior a [ obtenido prolongando f,
por un camjino interior al dominio (12) lo representarcmos por f; (),
pucs, en este caso, hay nccesidad de distinguir entre el valor obtenido
llegando a [ por caminos a la derecha de dicho 'segmento, del valor
obtenido por caminos a la izquierda que puede ser diferenie del primero
e incluso dejar dec existir.

Representemos, como anteriormente, por r, el minimo del modulo
de los puntos interiores a 1 y por r, el radjo del circulo de convergencia
¢o de f,, si definimos el dominio s, (1) por la propiedad que todo punto -
del mismo verifica

|| <ry, 0,>argx>0,—n
y ¢l sy (n) por

ro<jx|<r, 0, <argxr < 0,4,
evidenlemente, por un segmento [ determinado que cumpla las condi-

ciones aj, b, y ¢, del presente n.°, existird un n, > 0 tal, que la funcién f,
podra prolongarse analiticamente en la totalidad del dominio :

13) Co + 8¢ (M) + s5 (my)

En consccuencia, las propiedades I, II, III, IV y V,, permiten de-
mostrar que, cuando z es interior a [ y € y o verifican

|x|e<rosenmy, |x|Vei+o2<r,, |2|2(2a a2+ <r®—|z|2 || (1—a)>r,,

la curva descrita por
D (L5 & a)
es interior al dominio (13), el punto z = 1 es interior a la estrella A de F

y, finalmente, puesto que el domjnio (13) es simplemente conexo, se
cumple

fa(@)=F(1;x68a,f)
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y, por tanto, para x interior a uno cualquiera de los segmentos I consi-
derados en este numero, tendremos :

fa(x) =lim Lim Lim ... im B, . (€; & 0. Dy, vy b 1)

e=0x=0p=¢ n=w

Si en la condicion V4 hubiésemos substituido el dominio 4, (e, &)
por el que se deduce de éste mediante una simetria respecto al ¢je real,
hubiésemos obtenido formulas que nos hubiescn dado los valores de f
siguicndo camjnos infinitamente proximos al rectilinco, pero a la iz-
quierda del mjsmo.

111

MODIFICACIONES QUE PUEDEN INTRODUCIRSE EN LA
FAMILIA DE LAS & CUANDO LA TRANSFORMACION SE
APLICA A UN ALGORITMO ¥ CON PROPIEDADES
DETERMINADAS

8. [En esta seccion nos proponemos estudiar las modificaciones que
pueden introducirse en la definicién de la familia delas @ cuando los ¥
son métodos de sumacion que, aplicados directamente a f, darian los
valores de f; (x), incluso cuando x es un punto interior a los segmentos,
estudjados en el n.° anterior.

De momento, supondremos que el método ¥ solamente esta condi-
cionado por la condicién anterior, y tinicamente en el n.° 9 estudiaremos
un caso parlicular.

Hasta cierto punto, en este caso basta considerar la famijlia de las @
reducida a la sola funcion

®(1;00) =D, (),

si bien a causa de quc esta funciéon no ha sido definida en el n.°1 (pues
solamente definimos @ para ¢ >0 y « > 0), debemos imponer ciertas
condiciones a la @, para completar su definicién y darle ciertas propie-
dades que la hagan apropiada a nuestro objeto. Supondremos, pues, que
la funcion @, (f) cumple las condiciones siguientes :

I'’) La funcion @, (f), cuando [ es real y o < (<1, es holomorfa.
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II') En los mismos puntos { que en la condicién 1’, @, es real y
verifica

0<®,(t)<1

Iy @, (0) =D, (1) =0
IV’) La ecuacion

D, () —1=0

posee cn ¢l segmento (0,1) una sola raiz ¢, la cual es doble.
Construyamos la funcion

D, (1)

d
H—1 "

F@TD—M/H¢®%

igual que en la seccion I, se demuestra que la funcion F, es holomorfa
en cierto circulo |z|< R’;, donde R’; solamentc depende de «, de 7, y de
la funcion @,.

Si x es interior a la estrella A dc f,, la curva descrita por

(14) z D, (1)

cuando 7 va del punto cero al punto 1 siguiendo un camino T situado
en el semiplano inferior ¢ infinitamente proximo al segmento rectilineo
(0,1), sera interior a la cstrella A de f, y, ademés, rodeara una sola vez
el punto z.

Puesto que el camino descrito por (14) es interior a la estrella A de f,
y T no pasa por el valor {;, la funcién

1@, 0) gt

es holomorfa en todos los puntos de T. En consccuencia, la funcion
Fy(z; @, [) puede ser prolongada analiticamente mientras z siga el ca-
mino T. De esto se deduce que el punto z =1, o es interior a la estrella
A de F,, o cuanto menos es interior a un segmento rectilineo que per-
tenece a la frontera de esta tltima estrella y que tiene respecto a la fun-
cion I, las propiedades a;, b, y ¢, del n.° 7. Por tanto, aplicando a F, un
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procedimiento de sumacion ¥ que representle los valores de la funcion
incluso en estos segmentos, podremos escribir

Fu(l;z,f) = gim Ldim W, L, (1;dY, . )

=q W= 0

0, N .
donde las " representan de modo semejante a las a, las expresiones

-1

110"F, (z; «, E (0) k (0)

W = @) = [FEE ] =S bt @ =0
n! dz 2~0 =

donde las A, son constantes que solamente dependen de @D, (hubié-
semos podido escribir A, (0,0) en lugar de h,(f)k para guardar mas unidad
con la notacion h, i (s, @)).

Kl hecho de que la curva descrita por (14), cuando ¢ describe T, rodee
una sola vez el punto x nos autoriza, aplicando la férmula de Caucny,
a escribir

fa(®) = Foa (15 2, f)

y de esto resulta, substituyendo en ¥ las a,(,o) por sus valores en funcion
de x y de las b,

fa (@) =1im ... lim ﬂg),)_,,,,, @3 Doy evvs bu—19)
»

=q n =

formula valida en todo punto interior a la A de f, y la cual consta del
mismo nimero de pasos al limjte que el algoritmo ¥ del cual hemos
partido.

La no introduccién de nucvos pasos al limite es debido a que podemos
considerar, en cierto modo, que los pasos respecto a € y a « estan incluidos
ya cn el método V.

9. H. von Kocu (*) ha obtenido unos algoritmos de sumacion que
para scr aplicables a If, (z; x, f) en los punlos inieriores a los segmentos
1 de la frontera de la A de F, que tiencn las propiedades a,, b, y ¢; ¢s ne-
cesario que la I, cualquicra que sca g > o, verifique

_©
6,—6

log|F, (z5 2, f)| < e @=rec'®

() Kocm (H. v.): «Sur le prolongement. d’une série de TAYLOR» y ¢« Contribu-
Lions a la theorie du prolongement d’une fonction analylique» (Ark. for Mat. Astro.
Och Fys. B. 12 n.o 11 y 23, 1917).



Sumacion de series analiticas 129

para

0<6,—0<06(w r<rn

donde 6, es el argumento y r; ) maximo del médulo de los puntos inte-
riores al segmento [ en cuestion.

Resulta facil convencerse que, cuando x es interior a la estrella A de
fo, tomando como segmento ! un segmento que comprenda al punto
z =1 en su interior, la F, cumplira en las proximidades de este seg-
mento la condicién de Kocu. En efecto, en cl segmento rectilineo defi-
nido por 0 < z<1 la funcién F, tiene como solo punto singular po-
sible el punto z =1 y a la derecha del mismo segmento la mencionada
funcion verificard, para |z| <1 y arg z=-—1.

| Fo(z; , f)l =@(Iog sen 77)

lo cual es suficiente para que los procedimientos de sumacién de Kocu
sean aplicables. Esto demuestra que, para que la transformacion que
estudiamos en esta seccion sea también aplicable no es necesario que el
algoritmo ¥ sea valido en todos los [ con las solas condiciones a;, b; y
¢, sino que puede asimismo ser aplicable a métodos que ademas de
estas condiciones impongan otras a los [ para ser validos en ellos.

10. Vamos ahora a obtener la expresion de las ai,o), o lo que eslo
mismo, la expresion que toman las hi,o,)k cuando @, (f) =41 (1 —1).

En primer lugar las identidades

fazt(1—0) = bt Fa—opt =Dt
k=0

k=0
nos demuestran
m
"wm— 1 —
lm == (—1)1 01;7;)—1'4 ! bm_,x !
i=0
m . . . m ()
donde 5 representa el mayor entero igual o inferior a B) ylos ¢/ —j son

los coeficientes binémicos.

9 — Collectanea Mathematica.
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Si definimos los I’s por la identidad

JUzta—0) &, .
21-—1 $
§=0
tendremos
I s1 2 " s"; 9 L_l’( Y D A" by
's = 41 I 4.9°™ 11—4 m— g
0 sea:

42 2" by +4‘; 2°F J‘Ez (—1)"'(%)” e,
JJ

"1 m=0

Y Puesto que

—1
a’ (=, N —T 2 :nn

resulta, finalmente, para los hf,o,)k correspondijentes a la funcion 4 £ a—o

.27 . n—1
B =i, si k <[ - ]
Tn 2

n—1—%k

2n R m (m [1\" . n—I1
hig)k=l—ﬁ 2 (—1) c;‘, )(—é) , si [T]<k<n—l

m=20

evidentemente, la segunda igualdad vale incluso para los valores de k

&~

n—1
que intervienen en la primera, puesto que para o< k<< [ 5 ] se

cumple, dadas las propiedades de los cocficientes binémicos,

4
n—-i—k m

2.0

La teoria general desarrollada en esta seccion nos permite afirmar,
en particular, que la transformacion estudiada en este nimero puede
aplicarse a cualquier algoritmo de sumaciéon ¥ que sea valido, incluso
en los [ que verifican ay, b, y ¢,.
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11. Devolvamos de nuevo a la @, toda su generalidad condiciona-
da, pero por las cuatro condiciones del n.° 8 y por la siguiente :
V') t, es el tmico valor real tal que o <4, <1y que

L (tl) =0

Ademés, supongamos dada una funcion @, () que tiene las propie-
dades I’, I/, III' y V' y que en lugar de la TV’ ticne la propicdad si-
guiente :

IV’)) La ecuacion

D,(H)—1=0

posee en el segmento real (0,1) una sola raiz f; la cual es cuddruple.
Sea :

2z

Fasaf) =gy [ [10220) 5720 —1 2. 0) g5 O,

0

igual que anteriormente, es facil ver que en un entorno del origen ten-
dremos :

Foeia) =l &,
0

donde :
n—1
o = o @ f) =) i biat (@ =0)
k=0

y que la F, es prolongable analiticamente a lo largo .del camino T.
Por otra parle, cuando [ describe T, la curva descrila por @, (1)

rodea dos veces el punto 1 en sentido positivo, y, en consecuencia, cuando

x es interior a la estrella A de f,, tendremos, segun la formula de Caucay,

Foa(Uy0,f) =2/, @ —f4 (@) = [. ()

Como sca que, ademds, cuando T tiende a convertirse en el segmento
rectilineo, las curvas descritas por @, (/) y por @, (/) rodean una sola
vez cualquier punto real y tal que o <<y <1, resuita que, si @ ¢s un
punto interior a un segmento [ de la frontera de A que cumpla las con-
diciones ¢, b y ¢ del n.° 5, de nuevo tendremos :

Fou(l; 2, f) =14 ()
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Ahora bien, aplicando a F, un algoritmo de sumacion ¥ que tenga
las propjedades supuestas en el n.° 8, o sea, que sea valido en los seg-
mentos de la frontera de A que verifican las propiedades a;, b, y ¢, del
n.° 7, resultara

Fou(1; 2, ) =lim .. lim ¥, __,(1; a?, ..., d?)
p=4q

? = 0

y substituyendo las a®® por sus expresjones en funciéon de x y de las by,
podremos escribir

f. (@) =lim ... lim B (@ boy.os bu_1)

algoritmo de sumacién valido incluso en los segmentos [ de la frontera
dela A de f, que tienen las propiedades a, b y ¢ del n.° 5.

IV

COMPORTAMIENTO EN LOS PUNTOS SINGULARES

12. Situémonos de nuevo en el punto de vista mas general de la
seccion I, es decir, consideremos la familia de las @ (/; &, @) solamente
condicionada por las I, II, IT1I y IV del n.° 1.

En el n.° 5, seccion 11, hemos visto que la aplicacién a un algoritmo
cualquiera de una transformacion particular de la clase de las que es-
tudiamos puede dar lugar a algoritmos de sumacion los cuales en los
polos de f pueden tomar valores finitos, segin hemos visto para la
funcion

1
1—x

Las propiedades de la curva descrita por
D(t; g, x),
sin necesidad de introducir ningin paso al limite, ademés de los refe-

rentes a € y a «, y sin imponer nuevas condiciones a la famjlia de las @,
nos permiten obtener, variando ligeramente la transformacién que es-
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tudiamos, procedimientos de sumacion validos incluso para los segmen-
tos I que verifican las condiciones a,, by y ¢; y que cuando x es un polo
de f toman el valor ©.
En cfecto, sca  una funcién de & que verifica
I : . /|
(15) n>0 lim 7 =0 lim — = .
g=0 £=0
Ahora, si en lugar de aplicar el procedimiento de sumacion ¥ a la
funcion .
F(z;x ¢ a,f)
lo aplicamos a

F@i;xe ' e af)
obtendremos, para z =1,

F;xe e af)=lim..im¥, . (1;d0o....a")
pb=g n=w

donde :

’

ay, =a,;(fl) e_‘”l,s,a’f);

si x es interior a la estrella A de f,, para £ y « suficientemente pequenas,
tendremos

fo@e )y =F1;ze e (),

y, por lo tanto, debido a la continuidad de /, en el interior de la estrella A,
y mediante los mismos razonamientos que en la secciéon I, resultara

f1 (@) =lim lm, lim ... im B, . (25 & o bos eons bu—1),
e=0=0p=¢q "= w0

donde :
ﬂ,ﬁ, o (1:, g, o, boy weey bn—l) = ﬂ[’, ,n(x 6—17] 5 €, bov ceey bn—l)

Sea [ un segmento rectilineo que cumpla las condiciones a, y b, y que
en lugar de suponer que cumple la c;, suponemos que cumple tan solo la

¢,) Siz esun punto interior a [ existe siempre el limite de f, (z e ")
cuando 7 tiende a O, pudiendo este limite, que representaremos por
fa (), ser finito o infinito.
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Evidentemente, si ¢; se cumple también se cumplird c,, pero no in-
versamente.

Con estas condiciones, si « es un punto interior a [, para & y o sufi-
cientemente pequeias y cuando ¢ describe el segmento (0,1), el punto

xe’““’@(i;e,a)

describira una curva que, teniendo en cuenta las (15), se demuestra
que es interior al dominio definido por

|| <1y 6, >argx > 0, —n,,
y, por consiguiente :

fo@e ) =F1;ae e af) =Lm ... Hm B .0 (@;& o boy.or bui)
p=q

n =0
la condicion ¢, nos permite escribir finalmente

fa @) =lim lim lim ... im 85 ., » ;& o, by, ..., by—1)

e=0a=0p=gq n=»

de lo cual resulta que si x es un polo para f; el método de sumacién g’
toma el valor infinito en este punto.

\Y
ALGORITMOS DE SUMACION DE SERIES DE DIRICHLET

13. IEs sumamente conocido el hecho de que el estudio de la seric
de DiricHLET

(16) P

n=1

donde
M<l<..<l<.. lim A, =,
en cl plano complejo es igual al estudio de la serie

(17) Db,

n=1
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en la superficie de RIEMANN de log z, puesto que la Ultima serie es la
transformada de la primera mediante la substitucion de s por —log z.
Por la substitucién anterior los semiplanos de convergencia, conver-
gencia absoluta, holomorfia, etc., se transforman en domjnjos de la
superficie de RieMANN definjidos mediante desigualdades de la forma

ol <c

donde ¢ es una constante.

Si la serie (16) tiene un semiplano de convergencia se podra definir
su estrella horizontal principal de holomorfia como formada por todos
los puntos que pueden alcanzarse prolongando analiticamente la funcion
representada por dicha serie a lo largo de segmentos rectilineos hori-
zontales. Esta estrella se transforma en la estrella principal de la (17)
poniendo

s = —log z;

a cual podremos definjr como el conjunto de puntos que pueden alcan-
zarse mediante prolongacion analitica, a lo largo de segmentos recti-
lincos de argumento constante, de la funcion representada por la serie
(17) en su dominio de convergencia.

Segtn lo anterior, todo algoritmo de sumacion que represente los
valores de la funcion represcntada por la serie (17) en su estrella prin-
cipal de holomorfia, nos dara un algoritmo de sumacién que dar4 los
valores de la funcién representada por la serie (16) en su estrella hori-
zontal principal de holomorfia y viceversa. Fn lo sucesivo razonaremos
sobre series de la forma (17), si bien nada nos impediria razonar directa-
mente sobre las de la forma (16), salvo que las férmulas resultarian algo
mas complicadas y la analogia con lo expuesto en las secciones ante-
riores menos evidente.

14. Supongamos dada, lo mismo que en la seccién I, una familia
de funciones @ tal, que a todo par de nimeros >0 y «>0 corres-
ponde una funcién @ (¢; &, «) de la familia que verifica las condiciones
siguientes :

Iy En todo punto real ¢ tal que o <{<1 la funcién @ es holo-
morfa, y cn un entorno del punto /=0 puede representarse por una
serie

v
cu L™

=1
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que posce un dominio de convergencia absoluta, y donde las v, repre-
sentan nimeros reales positivos que verifican

V<< Vy < oo <0y < ... lim p, = o

n ==

II”) Tos valores que toma @, cuando [ es real y 0 <{< 1, son
interiores al dominio 4 (¢, &), y la ccuaciéon

@(1, 8.0()—1 =0

no posee ninguna raiz real 4, tal que o < f, < 1.

I1") D (o;6,0) =P (1;¢,a) =0, de donde v, > 0.

IV”) El argumento de @ (/; &, ) —1 crece 27, cuando { describe
el segmento (0,1), o sea, la curva descrita por @ rodea una sola vez el
punto 1 en sentido positivo. (%).

Es obvio que el dominio 4 (¢, @) que interviene en la condicign 11"
es el mismo que hemos definido en el n.° 1.

15. Sea

=

fo (.’E) =2 by xln
n=1

una scrie que posee un dominio de convergencia absoluta (), donde las
A, ademé4s de las condiciones del n.° 13 cumplen la 4, = 0.
Construyamos ahora la funcién

dt

1 PD'(t; e,
Fesvenh =g 160G Ve ot
0

Las condiciones 1" y 111" del n.° anterior, juntamente con el hecho
de que f, posee un dominio de convergencia absoluta, nos permite afir-
mar que la funcion

[@P (¢, a)

() Evidentemente, las condiciones 11, 111" y IV” son iguales respectivamente
a las II, IIT y IV del ntimero 1.

(*) La cxistencia de un dominio de convergencia absoluta no es totalmente nece-
saria para la validez de los resultados que sigucn, pudiéndose emplear una condicién
algo menos restrictiva, si bien las demostraciones resultarian menos simples.
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es representable, para valores de { cuyo modulo sea suficientemente pe-
queflo, por una serie

r

(18) S,

n=1

que posce un dominio de convergencia absoluta, y donde la sucesion
de las v’, se obtiene ordenando segun sus valores las expresiones

w0y @, — 0) o or,— ) (TIoEaT)

donde ky, k, ... y k; son enteros positivos cualesquiera superiores a 1y
que pueden ser todos, algunos o ninguno iguales entre si.
Asimismo para [{| suficicntemente pequefio, la funcion

D' (1;¢ )
D(;e,a0)—1

podré ser representada por una serie

(19) 21 £

la cual poscera un dominjo de convergencia absoluta, y donde la sucesion
de las »”, se obticne ordenando seglin sus valores las expresiones

m=1,23,...
D,,,——l—l—vk]-i—l)kz‘l—...—i-vlz, (1‘:0,1,2,...)

donde k;, ky, kj... k; son enteros positivos cualesquicra que pueden ser
todos, algunos o ninguno iguales entre si. De v; > 0 se deduce v"; > — 1.

Segun un teorema sumamente conocido de la teoria de las series,
podemos afirmar que, en el dominio formado por los puntos comunes a
los dominios de convergencia absoluta de (18) y de (19), podremos re-
presentar

D' (5,
/(xqj(f;&“))dﬁ%m_)—l

por una serie absolutamente convergente

(20) 2‘1"” i,

n=1
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donde la sucesion de las 4, se obtiene ordenando las expresiones

”
v’k —l‘ U s

donde k y m son dos cnteros positivos cualesquiera.

Recordando que la serie (20), seglin un teorema de las tcorias de las
series de DIRICHLET, posee un dominio de convergencia uniforme, puesto
que posee un dominio cn el que es convergente, podremos integrarla
término a término, y, por lo tanto, si R es suficientemente pequeiia,
para [z|] < R

=)

F(:; X, &, o, f) =Z ay ZA”" (Z”n == }*’n + 1)

n=1

la seric del segundo mjembro siendo absolutamente convergente, y

A
ay = a, (T, &, a, f) = B, & (8, @) by "*
It S A",

Ademds, medjante razonamicntos del todo semejantes a los de la
seccion 1, se deduce que, para ¢ y « suficientemente pequeias y cuando z
es interior a la estrella principal de f,, el punto z =1 es interior a la
estrella principal de F. Por otra parte, la formula de CaucHy permite
deducir, tenieido en cuenta las propiedades 111" y IV, que cuando z
es interior a la estrella principal de f, y € y « suficientemente pequefias,
tendremos

fd (x) = F(l 5 .’L‘,S,oc,f)
0 sea, que siempre que x sea interior a la estrella principal de f, podremos
* escribir

fi(x¥) =limlim F(1;2,¢,a,f)
e=00=0

16. Sea ¥ un algoritmo de sumacién de series de la forma (17), o
sea, un procedimicnto de sumacién deducido por la transformacion

s =—1Iog z

de un algoritmo de sumaciéon de series de DiricHLET. Supondremos,
ademas, que el algoritmo ¥ es valido en el interior de la estrella prin-
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cipal de holomorfia. En consecuencia, cuando x es interior a la estrella
principal de f, y para € y z suficicntemente pequefias, tendremos :

F(;zeaf)=lim..lim ¥, . (;a, ..., an)
p=4q

W=

puesto que el punto z =1 es interior a la estrella de F, segin hemos
visto en el numero anterior.

Por tanto, substituyendo en ¥ las a, por sus valores en funcion de
las by y z, tendremos :

Yonn (L5 gy ooy @) =B, n (X565 0, by ooy be)
donde k cs el mayor entero que verifica
Mo, +o <A,
De todo esto y de la tiltima formula del numero anterior, resulta

fo (@) =1im Lim lim ... im B, .. (2; & &, Dy, ..., bg)
e=0u=0p=¢g n=cx

Es decir, hemos obtenido un nuevo algoritmo de sumacién para
series de la forma (17), valido en su estrella principal de holomorfia, del
cual, por la transformacion z = ¢ se deduce un algoritmo de sumacion
valido en el interior de la estrella horizontal principal y para las serics
de DIRICHLET.

La mayor parte dc las modificaciones, de los comentarios y de los
casos particulares estudiados cn las secciones anteriores, tienen sus
correspondientes para la transformacion, estudiada en esta seccion, de
los algoritmos de sumacion de las series de DiriCHLET.

17. Parael caso delos algoritmos de sumacion de series de DIRICHLET
resulta interesante el estudio de la transformacién que se obtiene por
los mismos procedimientos anteriores, modificando, pero, las condiciones
que debe cumplir la familia de las @. Para enunciar las nuevas condi-
ciones debemos definir primero ¢l dominio 4, (e, o) : este dominio serd
formado por la totalidad de los puntos que verifican

i<l4a —e< Izl <e
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Con esta definicion podemos dar para la familia de las @ la siguiente
definicion :

A todo par de numeros € >0 y « >0 corresponde una funcién
D (t;e,0) que cumple las siguientes condiciones :

I') En todo punto real ¢, tal que 0 </<1, la funcién @ (¢; ¢, o)
es holomorfa.

I1"") Los valores de @ ((;¢&,), cuando ¢ describe el segmento
(0,1), son intcriores a 4, (¢, «) y ademas la ecuacion

D(l;6,0)—1=0

no tienc ninguna raiz real £, tal que 0 <t; < 1.

Iy D (;e,0) =D (1;6,a) =ao

IV'”) El argumento de @ ({;&, «)-— 1 aumenta de 27 cuando {
describe el segmento (0,1), es decir, la curva descrita por @ rodea una
sola vez el punto 1 cn sentido positivo. ()

Sea.
fo (@) =2 b, 2
n=1

una seric que para ['cl < R es convergente, pero para la que nada supo-
nemos sobre si posee o no posee un dominio de convergencia absoluta.
En un entorno de cualquicr punto del dominjo de convergencia, segin
un teorema conocido de la teoria de las series de DiRICHLET, esta serie
scrd uniformemente convergente; por otra parte, cualquiera que sea x
para « >0 suficientemente pequeiia, resultara evidentemente

|[ta|=|zD(;e, (7.),.< R
y, por tanto, segun el conocido teorcma de WEIERsTRASS, la funcion,
fo(x D (158, 0))

sera representable en un entorno del origen por una serie de TavLoORr

() Las condiciones I'” y IV’ son iguales, respectivamente, a las Iy IV del
nimero 1.
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y, en consecuencia, la funciéon

1 D' (i;e,
F(z;x,g’a’f)=2Tl;/f(x¢(t;8,a))ds(l;+,:)m_)—ldt.
0

sera, asimismo, representable por una serie de TAYLOR

cuyo radio de convergencia no cs nulo, y donde

L.

ay = Qy (13, g, o, /) =Z Cn, b (E, CL) bk :13)"' (aa = 0)

k=1

Sea ahora ¥ un algoritmo de sumacion de series de TAYLOR, general-
mente las expresjones

Tp, ") (Z; Apy «ees a,,)

son continuas respecto al conjunto de las g, ; supongamos, pues, que el
método ¥ cumpla esta condicidn.
Los mismos razonamjentos tantas veces repetidos nos daran:

f4 @) =lim lim F(1;2,¢ 0, f) =lim lim lim .. lim %, .. (1; dg, .., @)
e=0u=0 e=0=0p=g 7=

representemos ahora por a,, la expresion
m
. An
Cn, k(8 0) b @

k=1

por la propiedad que suponemos satisface ¥, tendremos :

Y’ja, -t (1 5 Ags oees an) =lim ypp, R (1 s oy ooy Oy, m)
#

n = 0
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y, finalmente, substituyendo las a,,, por sus expresiones en funcion de
las b y de z, resultara

f,‘ (!U) =Ilim lim lim ... lim lim Bp, ey T, M (CL’; &, o, bl, cees bm)

e=00=0p=gq N= 2 M=%

es decir, a parlir de un algoritmo dec series de TavLOR, hemos obtenido
un algoritmo de sumacion para series de la forma (17), o 1o que es lo
mismo, para series de DIriCHLET; si bien éstos tienen tres pasos al
limite mas que ¢l de que hemos partido. Por otra parte, estos algoritmos
no presuponen que la serie de DiricHLET posea ningin dominio de con-
vergencia absoluta, contrariamentc a los obtenidos cn el niimero an-
terior, en los cuales era necesaria esta condicién o cuanto menos otra
algo menos restrictiva.

VI

NOTAS FINALES

18. ILs intercsante sefalar que la difcrencia entre f, (x) y la ex-
presion

lim ... lim ﬂﬁ, ,._,,,(x;s, o, bo,..., bn—l)

p=gq "=

no disminuye conlinuamente al tender ¢ y « a ccro, sino que, a partir
de unos valores de ¢ y de «, se anula, cs decir, se cumple la igualdad

n=w0

fa@)=1lim ... lim By . .(@; & o, boy.uvy bu—1)
p=q

y la disminucion de ¢ y « influye tan sélo en el conjunto de valores x que
cumplen esta igualdad, de modo que, al tender € y « a cero, este conjunto
termina por comprender en st interior cualquier dominio finito interior
a la estrella A de f,.

19. Sienlugar de suponer quelos dominios 4 (g, &) y 4, (¢, &), cuando
ey o tienden a cero, se convierten al limite en el segmento rectilineo (0,1),
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se supone que dichos dominios tienden a convertirse en una curva cual-
quiera que una el punto 0 con el punto 1, entonces los algoritmos de
sumacion deducidos aplicando la transformacion estudiada en-este tra-
bajo a los algoritmos validos en la estrella A4, o estrella rectilinea, seran
validos en cstrellas curvilineas; como resulta sin més que recurrir de
nuevo a la scric de deducciones tantas veces repetidas.

Barcelona, 10 de marzo de 1947






