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Sunto. — sj introduce un particolare funzionale analitico lineare che da il pro-
lungamento analitico di una funzione (analitica), mediante un calcolo di residuo ed
una derivazione rispetto ad un parametro ausiliario, Si da il concetto di prodotto fun-
zionale generalizzato ¢ quello di funzione-stampo. Si trovano speciali funzioni-stampo
per mezzo delle quali ¢ di un numero finito di integrazioni ed una derivazione si riesce a
calcolare il nucleo risolvente di una estesa classe di equazioni funzionali lineari, tra le
quali figurano le equazioni integrali di seconda specie di FREHDHOLM e di VOLTERRA. Si

applicano poi i risultati al calcolo degli operatori che sono funzioni di un dato operatore
analitico lineare.

Premessa. — Applicando la Teoria (Y) dei funzionali analitici del
Prof. Luict FANTAPPIE, in un lavoro (® a questo precedente, ho dato
I'espressione esplicita mediante integrali definiti della soluzione dell’e-

(*) In questa memoria saranno pin volte citati i seguenti lavori del Prof. Luig1
FANTAPPIE, le indicazioni dei quali verranno abbreviate con le lettere maiuscole qui
preposte a ciascuna:

F. A.: I funzionali analilici. -—— « Memoric della Accademia Nazionale dei Lincels,
s. 6.2, Vol. 3.0, IFasc. 11. 1930.

N. F.: Nuovi fondamenti della teoria dei funzionali analitici. — «Memorie della
Accademia d’Italia. Vol. 12.0, n. 13. 1941, pp. 617-706.

C. S.: La giustificazione del calcolo simbolico e le sue applicazioni all’integrazione
delle equazioni a derivate parziali. — « Memorie dell’Accademia d’Italias. Vol. 1.,
n.c 2. 1930.

S. D. P.: Integrazione con quadrature dei sistemi a derivati parziali lineari e a
coefficienti costanti in due variabili, mediante il calcolo degli operatori lineari. — « Ren-
diconti del Circolo Matematico di Palermo». T. 57, 1933, pp. 137-195.

L. S. D.: Integrazione in lermini finiti di ogni sistema od equazioni a derivale

parziali lineari e a coefficienti costanti, d’ordine qualunque. — « Memorie della Accade-
mia d’Italia». Vol. 3.0, n.c 13-1937, pp. 613-651.
E. F. L.: Le equazioni funzionali lineari nel campo complesso. — « Rendiconti

dell’Accademia Nazionale dei Lincei». Vol. 9.0, s. 6.0, Fasc. 8. 1929.

P. F. P. — L’indicatrice proiettiva dei funzionali lineari e i prodotti funzionalt
proielttsi]ui. T) «Annali di Matematica pura ed applicata». Serie IV. Tomo XXIL. 1943,
PP -289.

(®) M. Carara: Risoluzione dell’equazione differenziale generale lineare binomia,
di ordine qualunque, mediante un numero finito di inlegrazioni. — ¢ Memorie della So-
ciet4 Italiana delle Scienze (detta dei XL)». Vol. XXVI, s. 3.0, 1947.
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quazione differenziale ordinaria lineare binomia di ordine qualunque :
d*y
dz*
ziale binomia di ordine superiore al 1°, sebbene, come & noto, non sia
risolubile per quadrature (integrazioni con l'estremo superiore varia-
bile), lo ¢ invece mediante integrali definiti.

E’allora naturale domandarsi se il risultato ottenuto non possa esten-
dersi anche ad equazioni pilt generali di quelle differenziali binomie.
Come vedremo in questo lavoro, la risposta & affermativa. Per meglio
chiarire su quale base possa poggiarsi detta domanda, ricordo breve-
mente che, nel sopraricordato studio sulle equazioni binomie, I'idea
centrale si riassume nell’osservazione che la soluzione di una certa
equazione «intermedia», a cui si riporta, medianle adaite trasformazioni,
I'equazione di parienza, sommata ad una serie di opportuni termini, viene
a presentarsi come una funzione ¢ che si riesce a costruire effeltiva-
mente dagli elementi noti per mezzo di procedimenti gid conosciuti (me-
diante integrazioni in numero finito).

Per calcolare quindi la soluzione dell’equazione «intermedia» non
resta che eliminare i termini inutili che figurano nella espressione dellag.

Delta eliminazione si ottiene molfiplicando la funzione q per una fun-
zione «invariabile» () e integrando poi rispetto ad un cerfo numero finito
di variabili ausiliarie e derivando infine rispetto ad un’ultima variabile
ausiliaria.

fcco quindi come I'idea a cui abbiamo accennato, ciod di una possi-
bile gencralizzazione dei risultati ottenuti, si concretizza ora nellaricerca
di un metodo dirisoluzione delle equazioni funzionali lineari (nel campo
analitico) basato sull’impiego di integrali definiti (in numero finito) e di
alcune funzioni «invariabili» e quindi calcoladili una volla per sempre.
Infatti, come mostreremo, il metodo in queslione si puo applicare a tutta
un’estesa classe di equazioni funzionali lineari (tra le quali figurano anche
le equazioni integrali di 2.2 specie -di FrRErpHOLM ¢ di VOLTERRA), per
le quali si olticne cosi I'espressione esplicita del nucleo risolvenle ; nel
caso di equazioni con funzione incognita di una sola variabile detto
nucleo risolvente si ottiene precisamente mediante 6 integrazioni definite
ed una derivazione, a partire dal nucleo dell’equazione, ¢ da 2 particolari
funzioni « invariabili» (indipendenti cioé dal nucleo stesso).

— a (x) y = f (x). Con ciod resta dimostrato che, I’equazione differen-

(*) Anche nel seguito diremo che una funzione o un funzionale ¢ «invariabiles
(o fisso) relativamente ad una data equazione, non perché sia costante, ma soltanto
perché ¢ indipendente da tutti gli elementi noti dell’ equazione considerata.
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I primi passi sono guidati dall’osservazione fondamentale che la
potenza nesima di composizione simmelrica del nucleo di un’equazione
funzionale lineare (nel campo complesso) di forma canonica (Y), pud ri-
cavarsi dalla potenza ordinaria di pari grado dello stesso nucleo, soppri-
mendo nel suo sviluppo in serie di Taylor un insieme infinifo di termini
(serie parziale). Si & allora cercato di individuare un procedimento che
permetta di ottencre delta eliminazione con un numero di operazioni
finito ed indipendente da n. Le ricerche si basano sull’altra osservazione
che in una funzione

(1) wTa)= > Chp o
-

kh

si pud confrassegnare il termine generico @, in modo da poterlo indivi-
duare ¢ moltiplicare per un qualunque prefissalo coefficiente, anche sc
detto a; 5 ¢ confuso con altri termini a,,, come accade p. es. nella potenza
ordinaria s-esima della w :

0
s Lk
2 w (ra)= Wyote ooy iy ©
0 kohys Bomphymysenn.. 3 kyuhy

st kit ky ah:+hs—1+---+h|

Infatti cid & possibile dato che tra le coppie ordinale (k, h) ed i corris-
pondenti numeri interi (2k 4 1) 9", la corrispondenza & biunivoca e
dato che il generico numero intero :

(2k, + 1) 2t (2k, + 1) 2t (2, + 1) 2*»
G @41 +@+1) fo @+

(se & p < n) per una data scelta delle coppie ordinate (k,, y) ; (kg hy) ;... ;
(kp, hp) assume un valore che non riprende pilt per nessun’altra scelta
di dette coppie. Costruita allora (nel modo che vedremo) la funzione che
si dice preparafa della w (z, a) :

o (2% + 1) 2k
— + 1
1) W == apy £
Tk

k+h
r

dove £ ed r sono parametri ausiliari, si vede che eseguendo una qualunque
potenza ordinaria della w di grado s < n, & sempre possibile assegnare
al generico termine dello sviluppo della w’° un coefficicnte tale che detta

(1) Cifr. E. F. L., pag. 604.
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potenza w’° si trasformi nella pofenza s-esima di composizione simmeirica
di w, moltiplicando la W’ per una opportuna funzione della &, indipendente
dalla w (e quindi «invariabile») e calcolando poi il residuo del prodotfo
oftenufo nel punio £ = 0 e derivando infine il risultato rispello ad una va-
rigbile ausiliaria. '

Poiché a seconda della funzione «invariabile» adoperaia si riesce in
tal modo ad «imprimere» sulla potenza ordinaria i coefficienti (fissi) che
la trasformano nella voluta potenza funzionale (generalizzata), dette
funzioni «invariabili» vengono chiamate funzioni-stampo.

Cosi, mentre per calcolare la potenza nesima di composizione simme-
trica del nucleo di una equazione funzionale lineare (in forma canonica),
ciot il cosiddetto nucleo iterafo nesimo, occorrono in generale n integra-
zioni, (quando detta potenza viene interpretata nel modo consueto),
invece se si conosce la funzione-stampo per la polenza nesima di composi-
zione simmelrica e la funzione preparalrice nesime, bastano ire inlegrazioni
ed una derivazione, qualunque sia n.

Si intuisce allora subito come il nucleo risolvente di una equazione
funzionale linecare (in forma canonica) possa calcolarsi con un numero
finito di integrazioni quando si siano determinate e calcolate una volfa
per sempre due speciali funzioni « invariabili» e precisamente quella che
verrd detta la funzione-stampo generale di composizione simmetrica e la
funzione preparatrice generale. E’ interessante notare che pud conside-
rarsi quale primo esempio di funzione-stampo la funzione yx, introdotta
dal Prof. L. FANTAPPIE nclla sua Memoria (1) sul prodofio funzionale
proiettivo, con la quale g, & possibile calcolare, mediante un prodotto
funzionale simmetrico, l'indicalrice simmetrica di un funzionale analitico
lineare, quando dello stesso sia nota I'indicatrice proieftiva.

In questo lavoro poi, applichiamo i risultati ottenuti soltanto al
calcolo degli operafori che sono funzioni di un dalo operafore analilico
lineare, mentre in un prossimo lavoro mostreremo come sia anche pos-
sibile calcolare, mediante integrali definiti, il nucleo risolvente dell’equa-
zione integrale di seconda specic di FreaproLM ¢ di quella di VOLTERRA
e conseguentementle si otterrd pure lintegrale generale dell’equazione
differenziale ordinaria lineare a coefficienti variabili di ordine qualunque.
Si generalizzeranno inoltre i risultati al caso delle equazioni funzionali
lineari con funzioni incognite in piu variabili e si calcolerd il nucleo ri-
solvente di speciali equazioni integro-differenzijali il che permettera di
ottenere in forma esplicita l'integrale generale dell’equazione a derivale

() Cfr. P. F. P, n.° 4, pag. 190,



6 M. Carafa

parziali lineare, a coefficienti variabili, di qualunque ordine ed in qualun-
que numero di variabili, con le condizioni di CAucHY su un’ipersuperficie
generica.

Una caratteristica del metodo di calcolo basato sull'impiego delle
funzioni-stampo & 'arbitrarietd di scelta di queste funzioni, perché in-
fatti le funzioni-stampo non sono univocamente determinate; si potra
quindi in avvenire ricercare quale sia il sistema pitt semplice per confras-
segnare i vari termini ed ottenere cosi le funzioni-stampo piu facili a cal-
colarsi.

Come si vedra nei nn. seguenti, notevole importanza presenta in questo
lavoro l'introduzione di un particolare funzionale analitico lineare «inva-
riabile» che permette con un solo calcolo di residuo e successiva deriva-
zione rispetto ad un parametro ausiliario (le due operazioni non sono
permutabili) di ottenere «in termini finiti» il prolungamento analitico
di una data funzjone (analitica), nota soltanto nell'intorno di un suo punto
di regolarita.

Per rendere poi pit chiaro questo primo studio sulle funzioni-stampo,
mi sono limitato a considerare come domini di variabilita, i pilt semplici
possibili e cioé quelli circolari, come pure ho tralasciato di trattare i
sistemi di equazioni funzionali lineari che possono anch’essi avere un
inquadramento altrettanto semplice e generale (come mostrerd in un
altro lavoro), di quello qui esposto per le equazioni. I risultati potranno
in avvenire estendersi a classi di equazioni funzionali molto piu generali.

Al Prof. L. FANTAPPIE che mi ha consigliato e guidato esprimo qui
la mia grande gratitudine e riconoscenza.

CAPITOLO I

IL FUNZIONALE ANALITICO LINEARE « PROLUNGAMEN-
TO ANALITICO» IL PRODOTTO FUNZIONALE GENERA-
LIZZATO E LE FUNZIONI-STAMPQ

1. 11 funzionale linecare « prolungamento analitico ». — Si vuole di-
mostrare che il prolungamento analitico di una funzione (analitica) puo
essere effettuato «in fermini finiti » (!) mediante un particolare funzio-
nale lineare.

(1) _ Diremo che un’espressione matematica & « in termini finiti», se in essa figu-
rano soltanto segni di funzione, di integrazione e di derivazione, in numero finito.
Si osservi infatti che il prolungamento analitico interpretato ¢ classicamente » richiede
per il suo calcolo un numero infinito di derivazioni.
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Sia data la funzione analitica f (z) il cui sviluppo in serie di potenze
della z:

= o (k)
1,1 (2= D agh= > f]—(f'—) z

k=0 k=10

abbia ¢ quale raggio di convergenza. Sia poi x; un punto interno alla
circonferenza di convergenza () (0, ¢) e supponiamo che lo sviluppo della
f(x) dedotto dallo sviluppo (1,1) relativamente al punto z,, abbia raggio
di convergenza g, > ¢ — |z,|. A partire dal valore della f () su una qua-
lunque curva chiusa C contenente il punto x, e tutta interna alla circon-
ferenza (o, p), si vuole calcolare «in termini finiti» la somma di detto svi-
luppo relativo al punto x,, in ogni punto ove questo converga. Lo svi-
luppo della f (z) in serie di potenze, relativo al punto z;, puo scriversi nel
modo seguente : ‘

3 AT o[ 1 1)
12 (@ = e = e’ (o [ A0
(o}

dove C & una qualunque curva chiusa contenente il punto z,; e tutta in-
terna alla circonferenza (o, ¢). Consideriamo ora la particolare funzione
che chiameremo funzione di prolungamento :

(@ —zx)t 60
1,3 P, (@t 0)= > =% 7
(1,3) @ 1, 0) k%oa—wl)"“ i

certo convergente se [0 < 1, per { + x;, ed = qualunque al finito. Nella
(1,3) si assume O! = 1. Eseguiamo ora il prodotfo funzionale emisimme-
frico (% della funzione di prolungamento (1,3) per la f (f), relativamente
alla variabile ¢, si avra :

(1) Indicheremo sempre con (z,,RR) la circonferenza con centro nel punto z, e
raggio R.

» (9 Date due funzioni analitiche v () e y(x), se esse non hanno punti singolari
in comune, esiste sempre una curva chiusa C della sfera complessa x (formata even-
tualmente da piu curve chiuse in numero finito) che separa (curva separatrice) i punti
singolari di una funzione da quelli dell’altra. Essendo quindi definite e regolari sulla
C lav(x) e la y (x), ha senso 'espressione :

* 1
1] V@ Y@ = 5o 1@ v @ d
Cc
dove l'integrazione curvilinea deve intendersi fatta lungo la C nel verso in cui un os-
servatore lascia sempre alla sua sinistra i punti singolari della v. 11 valore dato dalla [1]
* *
& detto prodotio funzionale emisimmetrico. E’chiaro poi che: y(x) v (zc) =—v(z) y (),
*
da cul il nome di emisimmetrico (cfr. F. A., pag. 55 e segg.).
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! . L (@—=)" 0
2—m,/Px,(l,t, ) f()dt = 2;/ (Z “ -?1 IcY)f (f) dt =
C

Wy
_he—n /@) S ,w P @)
_%' k! (an/(; e) " ) ‘E.:O(’C ¢ L

dove la curva C (separairice) & quella stessa considerata per la (1,2). Si

osservi ora che lo sviluppo ad ultimo membro della (1,4) differisce dallo
k!

sviluppo (1,2) soltanto per i coefficienti e inoltre esso converge per

k
[0] < 1 qualunque sia x al finito, percid considerandolo come una serie

di potenze di 0 convergente nel cerchio [ <1 ¢i vi derivabile e la
serie derivata sard pure convergente nello stesso campo. Scriviamo
allora la serie derivata della (1,4) rispetto a 0:

(1,5) S('v —x)t o1 Y @)
E=0 Tk

e notjamo che per [ — ;| < g; 0 per & ==z, essendo x; un qualunque
punto della circonferenza di convergenza (z,, o,) dove la serie (1,2) con-
verge, la serie (1,5) converge anche per 0 = 1, riducendosi alla (1,2), ¢
per un noto teorema di Abel questa convergenza & uniforme in ogni set-
tore d’apertura inferiore a 180°, di vertice nel punto § =1 e tutto in-
terno alla circonferenza |0 = 1.

Per detti valori della x, quindi, la somma della serie derivata (1,5)
coincide anche per 0 = 1, con la derivata della somma della (1,4), cio¢ :

L6 @ ~Z(L--,c1) /w)(:nl) — ()0 — 2m/ P, (1, 0) f () di

E=0

dove per fissare le idee intenderemo di derivare lungo I'asse reale nell'in-
torno sinistro di 0 = 1. Si osservi poi che la funzione di prolungamento
¢ indipendente dalla f (x) e quindi bastera calcolarla una volla per sempre.

La (1,6) ci permette cosi calcolare «in termini finiti» (infatti occor-
rono soltanto un’integrazione ed una derivazione) la somma delle serie
(1,2) in ogni punto ove la scrie stessa converge, quando si conosca il
valore della funzione f (z) in un intorno comungque ristretto del punto z;,.
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E’poi chiaro che il secondo o il terzo membro della (1,6) & un fun-
zionale F lineare misto della funzione f (x). Facciamo vedere che I ¢ pure
analilico. Infatti se nella (1,6) consideriamo la x variabile comunque nel
cerchio (z;, R) con IR qualunque > 0, possiamo definire F nella regione fun-
zionale (*) (A) il cui insicme «caratteristico» A & proprio il cerchio (z,,
R) (?).Inoltre si vede subito che I conserva I’analiticita rispetto ai para-
metri che figurano nelle linee analitiche che penetrano in (4). Si conclude
allora che F ¢ analilico.

Dato pero il particolare compito di I e ciod quello di prolungare una
funzione f (x) di (A) dall’intorno di x, ad un punio qualunque x, di A, &
necessario supporre che le funzioni di (A) siano nofe soltanto in un inforno
(comunque ristretlo) di x,, percid in questo caso, (dato che non possiamo
valerci di « prolungamenti analitici») per calcolare il funzionale F, non
si pud impiegare la formula fondamentale (®) per i funzionali analitici li-
neari, perche essa richiede infatti il valore della f (z),lungo una qualunque
curva chiusa (' che contenga A ¢ sulla quale la f (¥) sia ancora regolare.

Si puo poi fare vedere come si possa escguire, in modo analogo, anche
un prolungamento analitico multiplo, cio¢ formato da piu prolunga-
menti successivi, come pure si possono ottenere prolungamenti molto
pil generali; tutto cio pero non trova posto in questa trattazione e sara
oggetto di un altro lavoro.

(1) Per regione funzionale lincare (A) s’intende I’insieme di tutte le funzioni ana-
litiche / (x) biregolari e definite nell'insicme chiuso A il quale & detto insieme « caratte-
ristico » della regione (.1). Una funzione / ¢ biregolare in un punto al finito quando &
ivi regolare, ¢ invece biregolare in un punto all’co, quando si pud determinare un
intorno di questo punto tale che la funzione sia non solo regolare ma anche nulla in
tutti i punti all’ec di questo intorno (cfr. N. I'. pp. 633 e 647).

(3 11 funzionale I’ pud anche definirsi nella regione funzionale (x,) (pit ampia
della regione (A)), cioé in quella di tutte le funzioni regolari in x,, baslera infatti per
ogni funzione f(x) prendere la 2 del funzionale misto I° variabile nel cerchio di con-
vergenza della f relativo al punto ay.

%) Se un funzionale analitico lineare misto G ¢ definito in una regione funzionale
(A), si dice indicatrice simmelrica di G la funzione T (x, &) che si otticne applicando G
v

. . 1 / . . :
alla particolare funzione g—— | che per 7 ¢sterno ad A, appartiene alla regione (4)
¢ si dimostra che per ogni funzione g (x) di (A), il valore di G & dato dal prodotto
; A
funzionale emisimmetrico (cfr. nota (*) a pag. 10) della & 3% (1, &)per la g (), cioé :

/

. 1 1 B A
(1] Glg®; xl=ﬁj Z VW (.’c,i)g(a)doc
c

dove, per definizione, la curva separafrice C contiene I’insieme A ed ¢ tale che, per x

variabile in una certa regione R, separa i punti singolari, rispetto alla variabile « della
1 .

é w (x, E) da quelli della g (o). La [1] & 1a formula fondamentale per i funzionali ana-

litici lineari (misti), (cfr. F. A. nn. 26 e 33 ed N. F. nn. 13 e 16).
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Nel numero seguente considereremo ancora il prolungamento ana-
litico in un caso particolare che ci sara molto utile nel seguito.

2. Prolungamento analitico in un caso particolare. — Sia data una
funzione analitica f (z) il cui sviluppo in serie di potenze della x :

=)

@1 @) = D) a,zt

k=0

abbia raggio di convergenza unitario ed inoltre converga anche per x = 1(%).
Supponendo di conoscere il valore della f (z) soltanto su una curva chiusa
C contenente l'origine e tutta interna alla circonferenza (0,1), si vuole
calcolare la somma della (2,1) nel punto z = 1 «in termini finiti ». E’chiaro
che bastera mettere nella (1,6)

2,2) =0 ; z=1
ottenendosi :
2,3 I 2 L [ a,00) fd
sy ) ln;l_( sx) - m 27‘£i/ 1] s &y
c

dove deve intendersi che il limite per x - 1 venga eseguito lungo un
cammino interno e non tangente alla circonferenza (0,1).

Nel seguito indicheremo la funzione P, (1, ¢, 0) pit semplicemente
con P, (¢, 6), cio¢ :

. S
(2:4) Pyb0) =Py (L1.6) = Dy oy

k=0

3. Alcune corrispondenze biunivoche nel campo dei numeri interi. —
Consideriamo ora le coppie ordinate (k, h) con k ed h interi positivi even-
tualmente nulli e dimostriamo che se ad ogni coppia (k, h) facciamo cor-
rispondere il numero intero (2k ++ 1) 2", la corrispondenza & biunivoca
(si osservi che 2k + 1) 2" =1 per k =h = 0). Infatti ogni numero in-

(*) Se & dato lo sviluppo della f(x) in serie di potenze della x relativo al punto
x1 ¥ 0 con raggio di convergenza o, + 1, convergente nel punto z, della circonferenza
(1, 0,), possiamo sempre, con il cambiamento di variabile x = ;

0

al caso particolare ora trattato.

— Xy . .
, riportarci
—_— Il
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tero positivo pud sempre porsi ed in un solo modo nella forma 2°N, dove
N ¢ dispari, e ad esso si puo far corrispondere una ed una sola coppia
ordinata (k, h) ponendo :

N—1

(3.,1) k===

h=gq

quindi se si supponesse che al numero 2'N — @k + 1) 2* corrisponda
anche T'altra coppia ordinata (k’, i’) dovrebbe essere :

(3.2) 2N = @2k’ + 1) 2¥
ciog
(3.3) @k 4+ 1)2" = @k + 1) 2"

ma se & p. ¢s. h’ > h dalla (3,3) & pure :
(3,4) @ + 12" " =2k 11

e dato che 2k -+ 1 & dispari, si arriva ad una contraddizione dovendo
essere necessariamente h’ = h ed allora dalla (3,4) discende pure k' = k.

Resta cosi dimostrata la corrispondenza biunivoca tra tutte le coppie
ordinate (k, h) e tutti i numeri interi positivi (2k + 1) 2", Analogamente
possiamo definire una corrispondenza biunivoca tra le ferne ordinate
(hy, hy, hg) di numeri interi positivi o nulli e la totalitd dei numeri interi
= 3. Ogni ferna ordinata (hy, hy, hg), pud considerarsi infatti come una
coppia ordinafa i cui elementi sono : la coppia ordinata (hy, hy) ed il nu-
mero hy, cioe:

(3’5) ) (hv hzv ha) = ((hl’ hz)r ha)

ma dato che le coppie ordinate (hy, hy) sono in corrispondenza biunivoca
con i numeri (2 h, + 1) 2 possiamo dire che le ferne ordinate (hy, by, hy)
sono in corrispondenza biunivoca con le coppie ordinate :

(3.6) (2R, + 1) 2], By

ma queste sono a loro volta in corrispondenza biunivoca con i numeri
interi

3.7 (21@n, + 1) 2% + 1) 2"
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e quindi in definitiva le terne ordinate (hy, hy, h;) sono in corrispondenza
biunivoca con i numeri interi (3,7) che possono anche scriversi cosi :

(3,8) h12h2 + hy -2 —1» 2hz R+ 1 + 2113

In generale si dimostra, in modo perfettamente analogo, che le m*P%
ordinate (hy, hy, ..., &) sono in corrispondenza biunivoca con i numeri
. . m—1
interi (= 2" — 1):

m

(3,9) hl2h2 Shad oo+ by Fm—1 + § 21;_‘. Jhsey At e By +m—s
§ =2
i quali verranno indicati succintamente con

(3,10) "By, By, ooy By

oppure se non si debbono precisare i valori dei termini h; verranno sol-
tanto indicati con

(3,11) h

m

Consideriamo ora le due somme :

n

(3.12) E =D @+1:  Ey= @+

s =1

S &=

—-

dove py, Pos ++os I'n € Gy, o, -5 G, SODO interi positivi (eventualmente nulli).
Facciamo vedere che E, = E, soltanto quando le due n*P* (non ordi-
nate) (Py, Pgs --s Pn) € (@45 o» -5 G) Tisultano formate con gli stessi ele-
menti e quindi non solo ad ogni n”** non ordinata di numeri p,, p,, ..., p»
corrisponde un numero E ma anche, viceversa, noto uno di questi nu-
meri E, questo non puo corrispondere che ad una sola n"P! (non ordi-
nata). Scriviamo infatti ’equazione algebrica nella x :

B13) " 42 .t — @ " 2™ =0
nella quale intanto, i binomi 2" —z’ con p = ¢ vengono eliminati; se
restassero dei termini ve ne sarcbbero alcuni p. es. del tipo z®in cui la
potenza avrebbe il minimo esponente g.
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Se r fossero le potenze z” ed s quelle 27 per le quali risultasse p =q =g,
la (3,13) dopo la suddetta eliminazione prenderebbe la forma :

(B,14) zu 4 a’n 4 o 4 2Pr — @ 2T 42T s2°) + (r—s) ¥ =0

Intanto & chiaro che dovrebbe essere r + s (perché altrimenti per
Ieliminazione prima fatta le potenze «* non figurerchbero piu nella (3,14)),
dividendo allora la (3,14) per z” si otterrebbe I’equazione :

B.15) a"rTE 4 L pafe T T, T —5=0
Dato poi che r -Zn ed s < n, ne viene che essendo r <+ s sarebbe :
(3,16) 0<|r—s|<n

ma allora il numero (n + 1) non potrebbe essere radice dell’equazione
algebrica (3,15) a coefficienti interi dato che esso non & divisore di r — s.
Si conclude che solo se le due n" ' non ordinate py, py .., p, e
1> 92> -+» 4 SORO formale con gli stessi elementi si avra E, = E,, in ogni
altro caso invece s ra E; + E,.
Si tenga presente, per il seguito, che E; ed E, sono numeri interi
positivi.

4. Prodotto funzionale simmetrico e prodotto funzionale generalizzato.
Le funzioni preparatrici e le funzioni-stampo. — Ricordiamo ora breve-
mente la definizione del prodoifo funzionale simmetrico (*) introdotto dal
Prof. L. FANTAPPII:.

Date due funzioni analitiche f (z) e ¢ (¥), se la funzione ;: f (é) non ha

punti singolari in comune con la ¢ (z), esiste sempre una curva chiusa C
separatrice degli insiemi di singolarita di dette funzioni e quindi ha senso
Pintegrale :
1 71,41
1 5= | =f=) g9C
@1 3t [ 311 90
Cc

dove l'integrazione deve intendersi fatta lungo la C nel senso in cui un
osservatore lasci sempre alla sua sinistra i punti singolari di % f(;;) 1

() Cir. F. A. pp. 58 ¢ 79 ed N. F.
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valore dato dalla (4,1) & detto prodotio funzionale simmeirico della f (x)
per la g (z) e si indica anche brevemente con il simbolo :

1

42 16906 =5z [ 1) s

X
C

Si pud dire che il prodotto junzionale simmetrico della f (x) per la g (z) &

il prodoifo funzionale emisimmelrico della % /(%) per la g (z), (cfr. nota
(®) a pag. 6).

11 « prodotto» (4,1) deve la sua denominazione di simmefrico al fatto
che, come si prova facilmente, risulta :

(4,3) [(@) g@) = g@) @)

Se poi le due funzioni f e g sono regolari nell’origine e gli sviluppi
relativi :

4,9) @) = D az g@ = D) b7’

k=0 h=0

hanno rispettivamente raggi di convergenza p, e g, con .0, > 1, si
pud dare del prodotlo funzionale simmetrico il seguente sviluppo in serie :

@5 @) g@) = 2’",;/ (Zw’ k1—k><2b,, )dx:lz()akb

dove per la curva separatrice C pud prendersi una circonferenza (0, R)
con ;— < R < g, (dato che la ~ ! f(l) & regolare per x non interno a C

mentre la g (z) & regolare per z non esterno a C).

La serie a terzo membro della (4,5) & assolutamente convergente. Fac-
ciamo ora vedere come, tenendo presente l'espressione (4,5) del pro-
dotto funzionale simmetrico, sia possibile generalizzarne il concetto.

Siano infatti date le funzioni f (z) e g (x) regolari nell'intorno dell’ori-
gine e siano esse ancora rappresentate dagli stessi sviluppi in serie (4,4)
dove perd ora non facciamo nessuna ipotesi restrittiva sui raggi di conver-
genza.
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Sia dato inoltre un insieme J (Q), di coefficienti (*), dipendenti da
due indici interi :

(4,6) Oni (G Zosem)

dove il generico Q;, pud essere funzione di certi parametri u;, u,, ..., g,
ed eventualmente anche della stessa .
Se la serie :

=]

@7 D) b, Qua

0 kA

per Uy Hgs «.., Ms; ® comunque variabili rispettivamente in certi domini
D,, D,, ..., Dy; D,, converge assolutamente, diremo che la sua somma

& il prodotto funzionale generalizzato di trama J(Q,) della f per la g (2).
Detto « prodotto » verra indicato brevemente con I’espressione simbolica :

4,8) [t @ 9@,

inoltre si osservi che esso non & simmetrico, essendo infatti (in generale).
Qi+ Qunps sard pure:

©

49 @@, = Zkhbk @& Qs + [/ @) 9@, q,,
0 f

11 prodotto funzionale in questione & stato chiamato « generalizzato »
perché il prodotto funzionale (simmetrico) espresso dalla (4,5) ne & un
caso particolare come subito si verifica osservando che la serie (4,7) coin-
cide con quella ad ultimo membro della (4,5) quando I'insieme J(Q)

viene definito nel modo seguente :

0 per k=+h
4,10 =I
(4,10) 03 =11 per ket

Dimostriamo ora che nell’ipotesi della convergenza assoluta della (4,7),
note le funzioni f e ¢ rispettivamente lungo due curve chiuse C; e C,,

(1) I’insieme J(Qy,;) pud considerarsi anche come una matrice infinita (efr.
F. A. pag. 116).

(3) In questo lavoro consideriamo soltanto il prodotto funzionale di funzioni
[ ¢ g entrambe regolari nell’origine, ma evidentemente i risultati possono generalizzarsi.
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interne ai relativi cerchi di convergenza degli sviluppi (4,5) e contenenti
Iorigine, & possibile calcolare la somma della (4,7) «in termini finiti ».

Si osservi infatti che i numeri interi positivi k possono essere messi
in corrispondenza biunivoca con le cdppie ordinate (k,1) ed analoga-
mente i numeri interi positivi h possono essere messi in corrispondenza
biunivoca con le coppie ordinate (h,2); ¢ intanto importante notare che
una coppia ordinata (k,1) non coincide mai con una coppia ordinata (h,2.)

Se ora abbiamo mescolati insieme coefficienti a, e coefficienti b,
preso un qualunque numero intero positivo ¢, esso individua sia il coef-
ficiente a, sia quello b, ma se invece contrassegniamo il generico coeffi-
ciente a; con la coppia ordinata (k,1) e quello b, con la coppia ordinata
(h, 2) & chiaro che ora la coppia ordinata (q,1) individua solfanto il ter-
mine a, = a,1).

Consideriamo allora la funzione indipendente dalla f, dalla g e
dall’insieme J(Qy;), che diremo preparatrice anteriore :

2 ol R 1]
4,11 M, (ar, &) = kg
,11) (ar, &) ;,:@r)

dove [&| =1 ed |zr| < 1, inoltre gli esponenti [k,1] = (2k 4 1)2 sono
i numeri interi in corrispondenza biunivoca con le coppie ordinate
(k1) e dei quali si ¢ gia parlato al n. 3. Si tenga presente che un nu-
mero [k,1] non coincide mai con un numero ‘A,2'.

Nelle ipotesi fatte quindi la serie (4,11) converge ed assolutamente.
Il prodolto funzionale simmetrico della M, per la f (z) ci da quella che di-
remo la preparata anteriore della f(x), ciog :

M, (ar,8) | (z) =
4,12) m
1 1 p glfo1] _
:2—711-_/5M“<§;,6)f(x)(lx=lz)akr £ =fLEn

1

1
dove nella = M, (;, 5) si & preso [r| < @', < %o,1 (1), essendo z, ; il minimo

dei moduli dei punti della curva C; lungo la quale, come si & detto, &
nota la f ().

(Y) L’indice r di g, indica soltanto che quest’ultimo & relativo alla variabile r
ma non che ne dipenda.
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Analogamentc si definisce la preparatrice posieriore con 1’espressione :

@13 M, (ur, & — 2 ()’ gl
h=0

dove gli esponenti [h, 2; = (21 + 1) 2% (cfr. n. 3) sono in corrispondenza
biunivoca con le coppie ordinate (%2,2).

La funzione M, &, come la M,, indipendente dalla f, dalla ¢ ¢
dall’ insieme J (Qgx)-

Il prodotto funzionale simmeirico :

14) M, @, 8) g (@) =

1 1 r ) Q h gl 2l - .
=5 _MP(%,‘E)g(m) tlm:Zl)hl & =g, (§,1)

X
Ca h=0

da per risultato la funzione che chiameremo preparata posteriore della
g (x). Nella (4,14) per la funzione % M, (;, 5) si & preso |r| <ol < s
essendo x,, il minimo dei moduli dei punti della curva C, lungo la quale
sono dati i valori della ¢ (2).

Definiamo infine una terza funzione indipendente dalle [unzioni f e ¢

ma dipendente invece dall’insieme J (Qs), ciot quella che chiameremo
la funzione-stampo di {rama J (Qu;) :

) nEn — ":7{:1] i :[7;,21
15) SJ(Q)(E'T):Z I Qri & G %)

0 ki
nella quale & ancora || =1 ed [r|<p, < 1 e gli esponenti interi posi-

tivi myji sono presi in modo che, fissalo u reale positivo qualunque mi-
nore di 1, sia :

(4,16) II.”';G Q ;,ZI < 117‘ 4R

che & certo soddisfatta quando :

*17) mp; > U+ 1)logu—log Qi)
’ ' log o,

2 — Collectanea Mathcmatica.
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In queste ipotesi la serie (4,15) & totalmente convergente per || =1
perch¢ maggiorata dalla serie convergente :

@

@19 2=

Consideriamo poi il prodotto (ordinario) : Sy (&,71) fo (& 1) gp(& 1) e
scriviamone lo sviluppo in serie, sostituendo alle singole funzioni i rispet-
tivi sviluppi, avremo :

Syo G 1) fa (6:1) 9o (1) =
(4,19)

) - 5(3rk g2l — (R0 o2 kg,

I
N
ES
=

dove si & preso |r|< g, essendo g, il minore dei tre valori g,, o,” e g,
Per quanto si ¢ dimostrato al n. 3 i due numeri interi '

(4,20) gkl y gl gl - 302

sono uguali soltanto quando le duc coppie non ordinale (‘k,1], [h,2]) e
({17,1“_!, i’_h~,2>;) risultano formate con gli stessi elementi, ma in questo
caso non pud mai essere, come si & detto, [k,1; ="[h,2] oppure [1,2] = [k,1],
quindi i numeri (4,20) sono uguali solo quando & :

,21) (k1] = [k,1]
[h,2] = [h,2]
cio¢ soltanto quando risulta

k=k; h=nh

2711—5 ¢ integriamo termine
a termine (come & permesso per la totale convergenza) lungo la circonfe-
renza Cg = (0,1). In tutti i termini nei quali ¢ k =k ed h = h la po-
tenza della &, presente nella (4,19), vicne sostituita dall’'uni‘d menlre

tutti gli altri termini vengono annullati, cio¢ si ha in definitiva :

Moltiplichiamo ora il prodotto (4,19) per
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1 dg - — N .
42 oo [ 5 S0 ENLED GED = D) ayb, QuurttH e
0 k

o,
Cs
>

Per ottenere la serie (4,7) non resta che eliminare il parametro r por-
tandolo al valore unilario.

Ora la (4,22) per ipotesi converge assolulamenle per r =1 ¢ quindi
puo essere ordinala sccondo le potenze crescenti della r dato che essa
convergerd assolutamente anche per |r| < 1.

La (1,22) equivale cosi ad una serie di potenze della r convergente
per |r| <1, ci troviamo allora nel caso del particolare « prolungamento »
studiato al n. 2, dove ora la funzione da prolungare ¢ nota (p. es.) sulla
circonferenza C, = (0, g,), applicando quanto si & trovato al n. 2, avremo
infine :

- *— —8 - Tﬁ
T@ g@ o = > @by Qup =
0 kh

(4,23) o1 rae
= 56, @ | @ / F Lo 00) Sy G0 1 @) T )

C, C§

espressione che ci da la somma della serie (4,7) «in termini finili» a par-
tire dalle funzioni f e ¢ e dalle funzioni M,, M, ed Sj(), le quali essendo
indipendenti dalle funzioni f ¢ ¢, possono impiegarsi per infiniti pro-
dotti funzionali ¢ saranno percid calcolale una volla per sempre.
FFacciamo poi osservare che il nome di funzione-stampo dato alla Sjg),
dipende dal falto che il suo compito, come si ¢ visto, consiste in sostanza
nell’imprimere nei vari clementi, costituenti lo sviluppo in serie del pro-
dotto ordinario f,-g,, i coefficicnti adatti affinché il risultato sia il prodot-
to funzionale voluto. Sempre figuratamente potremmo dire che nella (4,23)
D

la moltiplicazione del prodotto Sy, - f,, - g, per la funzione Ié—", i calcoli

di residuo rispetto alla & ed alla r ¢ la derivazione rispetto a 0 nel punto
6 = 1, rappresentano, nel lcro complesso, il «torchio» di questa stampe-
ria ideale.

Ho esposto questa descrizione figqurala del prodolto funzionale gene-
ralizzato, perché credo sia utile nel seguito per potere fissare piu facil-
mente nella mente il succedersi dei vari calcoli.

;. superfluo notare che per ottenere I'altro prodotto funzionale :

9@ [ @]r0m
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occorrera considerare la preparafa anteriore della g e quella posteriore
della f, mentre la funzione-stampo Sy, resta invariata.

In modo perfettamente analogo si pud definire il prodotto funzio-
nale generalizzato di due funzioni f e g di pit variabili.

Siano infatti date le funzioni.

0
k k. k
[ @ Ty oo y) = E iy, By ooy By T Ty oo T
0 Ry KRy oy By
(4,24)
0
! hy b h.
g (xl’ Loy «ees xm) = Z bh,, Tigy oovs Bon xll xz’ e T
0 By hgy ey By

convergenti la prima per |z,| < g, ¢ la seconda per [z,] < gys con
s = 1, 2,...,m. Supponiamo poi che la f sia nota per x,, T, ..., ,, Tis-
pettivamente variabili sulle curve chiuse C;;; Cig;...; Gy, dove la
generica C; del piano complesso x; contiene l'origine ed & interna alla
circonferenza (0, g, ) e che la g sia nota per z;, ,, ..., ,, variabili ris-
pettivamente sulle curve Cy,; Cagj;...; Cym delle quali la generica Cyjs
contiene I'origine x; = 0 ed & interna alla circonferenza (0,g,,).

Dato poi I'insieme J(Qu,, 5y, k..., kpn; by, By ., 1) dei coefficienti :

- Bo by = 0,1, 2, ...\
(4,25) Qb By oo Fom s By, gy ey B (

s=1,2,..,m

in generale funzioni di pia parametri u,, g, ..., #s ed eventualmente
anche delle variabili z;, 2, ..., Z,,, se accade che la serie :

o

(4,26) 2 Chy kg s ko Dy gy eees o @y ey B By o B
0 ky Ry ey By Byy By ey By

risulta assolutamenie convergente per y;, to, ...y s 3 Tyy T senny Ty, COMUNJUE
variabili rispettivamente in certi domini Dy, D,, ..., Ds; D, Dy, ,..., Ds,,
la sua somma si dird il prodoffo funzionale generalizzato di trama
J(Qk,, ..., B by oy ) della f per la g e si indichera brevemente con il simbolo:

(42D)  [f @y T s ) s T B )

Eay ey By By, B,y o.ny h,,,)

Il calcolo del « prodotto» (4,26) si conduce in modo perfettamente
analogo a quello seguito per il calcolo del « prodotto» (4,7) :
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La preparatrice anteriore sara ora la funzione :

231 L A E ‘[l"nk:r---- kmrl]
(4,28) M, (z,r, 2o, .., T5 E) =Z () & (x,1) B @) E

0k k: Ee] km

Y

dove i numeri interi positivi [k;, kg, ..., k,, 1], come si ¢ dimostrato
al n. 3 sono in corrispondenza biunivoca con le (m -+ 1)"P'* ordinate
(kys ko ooy Ky, 1) e poiché I'ultimo elemento, costituito dall’unita, ¢
costante essi sono in corrispondenza biunivoca anche con le m"P' or-
dinate (ky, kg, ..., k,,). Nella (4,28) si ha ancora [é] = 1 ed || < 1 con
s =1, 2,...,m. Analogamente si definisce la preparairice posteriore con
Vespressione : '
whereeer B, 2]

el |k
(4.29) M, (x,F, Ty, oo, Ty £) =Z @)™ (@) .. @) €
0

Ry, Bgy ey By
e infine la [unzione-stampo di trama J (Qk,, &, .., kn; by, fayoor ) ©

(4,30) 2 (B g Fmal] | gl s2])
"m— - = - . e P 190 tm 2]
Sy n) = Z r B kmibetn QF B i € 6 o

0 l_z'l,...,km;h_l,...,};m
dove & |[&]| =1, |r|<e, <1 ed

Mz, . i i, > (110 0,) [(ky + o + Ky 4 By + ... + hy,) log u —
—10g(Q%,, ... Fons i

Calcolate poi le preparate, anferiore della f e posteriore della g ;

- ° ° ° ° 3|I‘° PRI k1] ikx
foEr)=M,@T, ..., &) [ (Xg 00y T,) = Ahyyo b rim1
(4,31) F

g? (E’r) = 'Z\(‘("P (xlll’ cons Tyl 5 E) {I (331’ ceoy :;:m) -

m

1o B

m
b 3[h,, ooy By 2] . Z B
Ryyeoey By Is=1
Ry ooy By

>
0
»

2
0

analogamente al caso delle funzioni di una sola variabile si trova :

U (1 Toy e Ti) G (T15 Tas ves Tin)] =
/ ( ! . m) ( ! 2 m)VJ'J (Q By s B Byy ey hm)

d¢ - _
e L & S ORI CRNCORACY

c, Cs
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dove C, & la circonferenza (0,p,) essendo p, il minore tra o- e ,seo0,
¢ un qualunque prefissato numero < X dove X ¢ il minimo dei moduli
dei punti delle curve Cy,;; Cyg;...5 Gy € Coi; Cons e Com. Sef=¢g
la (4,22) e la (4,32) ci danno il quadrafo o potenza seconda funzionale ( gene-
ralizzata) rispetlivamente di trama J(Qzs) € J (Qs,, ... #; by . i,) della
funzione f, secondo che questa dipenda da una o da m variabili.
Analogamente potrebbe definirsi la potenza nesine funzionale della f, ma,
come vedremo nei nn. seguenti, approfittando della permutabilita dei
fattori (basta pensare alla definizione di polenza), & possibile ridurre
notevolmente il numero delle operazioni ¢ precisamente a renderlo in-
dipendente da n.

5. DPotenza nesima funzionale generalizzata dello funzioni di una
sola variabile. — Siano dati: la funzione analitica

oc

(5.1) f@=> a2

k=0

(dove la serie a secondo membro converga per | | < o) e 'insieme (})
J (Q#, ,,...,1,) dei coefficienti :

©.2) Qky, by o By (k. =012, )

s=1,2,..,n

i quali possono essere funzioni della = e di altre variabili Ly Mgy wons U
Supponiamo poi che converga assolufamente la seric :

S

2]

(5,3) E Ap, Ay e A, Qk,,k
0 Ey kg kyy

R

per uy, Ug, ..., s; & comunquae variabili rispettivamente in certi domini
D,, D,, .., D; D,.

Se ora scriviamo lo sviluppo in serie di potenze della z, della potenza
neima (ordinaria) della f (z), cioé :

@€
5,4) fn(.”b‘) = Z A, Ak, oee A, A
0

Fyy gy ey By

(") Per semplicita di scrittura (non potendo esserci equivoci) indicheremo nel
seguito l'insieme J(Qgi, za, - £2) S0ltanto con J(Q).
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e lo confrontiamo con quello dato dalla (5,3), ¢ allora naturale chiamare
la somma di quest’ultima serie: pofenza n®™ funzionale di trama J (Q)
della funzione f(x), che indicheremo simbolicamente cosi :

o)

G5 @ =) @y @y e Wiy Qi 1y B
0 k

v Ray s By

Inoltre, dato il valore della funzione f(z) lungo una curva chiusa C
contenente lorigine ¢ tutta interna alla circonferenza (0,9), si vuole cal-
colare detta potenza n°™* {funzionale in fermini finifi, supposte note
certe funzioni indipendenti dalla f (x), che ora preciseremo.

Consideriamo infatti la funzione (indipendente dalla f(x)) che chia-
meremo preparalrice n°s™* di 1° grado (%) :

(5.7) M, @ g) = ) @)t £ "

=0
assolutamente convergente per [£] =1 ed |ar| < 1.

Calcoliamo poi, come & possibile, il prodotto funzionale simmeirico :

X
(5,8) c

ST
= Z agr E(n T fn (‘fnr)
=0

Mn,l (:Z‘I',f) f(;’) = Q% /1 Z\Jn,i <g’§> f (1:) d"C =

dove si & preso per la convergenza della M, (g,é‘) per x su C e fuori della

C, |[r]<e¢’, < =, se &, & il minimo dei moduli dei punti della curva C
lungo la quale & nota la f (z).

La [, verra detta la preparata n°* della f.

Scriviamo lo sviluppo in serie della potenza n*™2 (ordinaria) della f s

n k 7n
% -+ Dk
. S D >
(5,9) ﬂ: (&r) = Z Ak, Apyoes A, &= r=t
0 ko Fay oo By

(1) 1l grado indica il numero delle variabili della funzione a cui & relativa la
preparalrice.
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nella quale il monomio « k,* Ak, ... @, puo presentarsi un certo numero di
volte > 1, questo numero lo indicheremo con ws,, 4, .., &, Dato che
nella (5,9) ogni n"? ordinata (kys Koy ...y k) si presenta una volla sola,
il generico monomio a, - ay, ... ax, figura tante volte quante sono le per-
mutazioni con ripetizione degli n clementi k,, k,, ..., k,. Nel caso piil
gencrale gli n elemenli &y, ky, ..., k, comprendono ¢ gruppi di elementi,
con ¢ < n, ciascuno formato da clementi uguali tra loro ¢ precisamente :

py clementi uguali ad a,
P » » »  q 2
(5,10) : ‘

Pq » » » as,

con «s, Ay, ..., s, tutti diversi; & noto allora che: (V)

n!

611 bk = T

(dove si osserviche il valore di wg, 4, ..,r, non dipende dall’ordine della
n"l k., k,, ..., k,, ma soltanto dagli elementi componenti).

Consideriamo poi la particolare funzione, che verra detta funzione-
stampo per la potenza funzionale n®™* di trama J (Q) :

) -—i(n+1)k'

(5:12) S (60 =2 T Or 8,8 "

0 ky, kg By

nella quale si ha:

(3.13) n, o =—— <1

essendo w7, .., %, I'intero positivo sopra definito; inoltre nella (5,12) si ha
[€] =1, [r| <, < 1 c gli interi positivi m7 _, %, sono tali che, fissato u
reale positivo << 1, sia:

(5,14) [rm‘g“ . ;" QI:“ . k—”l < uk; + ki 4.+ k,

(1) Cir. p. es. I. Sever — Lezioni di analisi — d. Zanichelli —.Bologna, 1933.—
vol. 1.0, pag. 5.
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che risulta soddisfatta se &:

615  mi > (ky 4 .. + ky) log u—log [QF, .. %,
] 19 ey By log Qy

qualunque siano i parametri p;, gy ..., 4s; 2 rispettivamente nei suddetti
domini Dy, D,, ..., Ds; D,.

In queste ipotesi la (5,12) & totalmente convergente per & variabile
sulla circonferenza unitaria. La funzione-stampo Sj;g, come anche la
preparalrice n*#* M, ; sono indipendenti dalla f(2), ed anzila prepara-
trice M, é indipendente anche dall’insieme J (Q) (trama della potenza
funzionale).

Se nel prodotto S, (&) fr (&,r) sostituiamo alle funzioni i rispet-
tivi sviluppi in serie dati dalle (5,12) e (5,9) si trova:

(5,16) Sy &N I@Er) =

& a v Ve = mr = +Dk,
- —p- - Eyenk Frren By B
= E : Ny by Qo B, Ak, Ayenn g & BB Frenkap Boenkn 55
0
dove & lr[ < @, se g, & il minore tra p’, e g, e dove si & posto :

Vi b, = 2 (n+ 1’
5,17) s=1

Vi, 5= 2 @+ 1)

s=1

Come si & gia visto al n. 3 il numero intero (V¢,, . &, — V7, .., %) ¢
nullo soltanto se le due n"P'® non ordinate (ky, ..., k,) e (E, .y k) risul-
tano formate con gli stessi termini; da qui discende che se moltipli-
chiamo il prodotto (5,16) per 1/2znié ed integriamo il risultato termine a
termine (come & possibile per la totale convergenza) lungo la circonfe-
renza Cg = (0,1), tutte le potenze della & che compaiono nel prodotto
(5,16), con esponente nullo verranno sostituite dall’unita, mentre tutte
le altre saranno annullate ; si otterra cosi:
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1
gi/f,@@wn@w=
(,18) %

T = -]»Z—
e . ki k k
= E ’7k1,. By QR iy (O, B, OF, GF, o ag)) T P B G

Eiynk

infatti, fissata 'nupla ordinata (ky, ky, ..., k,), le nuple ordinate (ky, ky, ..., k,)
che risultano formate con i suoi stessi termini e che portano quindi allo
annullamento dell’esponente (Ve .k, — VE...,E)), sono in tutto WF,, ... .

come si & gia visto, quindi infine avremo :

Lorig
27
(5,19) C:

Sy @) T Er) =

2

) M= - +Y'Z
@, @i, - az, Q%,, ., B, T "ok "

La somma della serie a secondo membro della (5,19) & ora nota per
[r| <o, ma per r = 1 detta seric coincide con la serie (5,4), che per ipo-
tesi ¢ assolutamente convergente. La serie (5,19) & allora assolutamente
convergente per [r| <1 e si pud quindi, per questi valori di r, ordi-
narla secondo le potenze crescenti di r, cioé essa equivale ad una serie .
di potenze della r convergente per |r|<1

Analogamente a quanto si ¢ visto al n. 4, potremo prolungare i valori
dati dalla (5,19) per |r| < g, ad r = 1, e otterremo allora :

(1" @)

az, %, .. ai, O, .5, =

U0 L
(5,20)

ky,
° i
0, (27”)2_/ / Po(1,9) Sy (67) 1 (6:1)

dove C, ¢ la circonferenza (0, g,).

6. Potenza nesima funzijonale generalizzata delle funzioni di pilt va-
riabili. — I risultati del n. 5 possono subito estendersi al caso in cu1 la
funzione f dipenda da piii variabili, sia cioé:
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< By k
(6,1) ]‘ =f ((L‘l, Loy eeey CC,,,) = kg, kyy oo by xl T
0 FEy kg ooy ki

3 ,vkm
2

dove la serie (6,1) converga per |z,|<g; con s =1, 2, ..., m. Sia dato
poi un insieme J(Q) di coefficienti :

ke =0.1,2,3,
= =1,2,..
(6’2) Q - Q(kul; Risas w3 Bom)s (Basgs Rusas o3 Basm) yeens (ks kmz; w3 Bnom) i’ 1,2, e )

s =1,2,.,m
eventualmente funzioni di pitt parametri u,, g, ... us e delle stesse
Tqy Loy ween Ty

Per semplicitd di scrittura nel seguito porremo :
(6,3) k (1,m), k (2,m), ..., k (n,m)
rispettivamente al posto delle muple ordinate :

(6,4) (ki.i; ICLQ; eery Ii'i,m), (]f2,1; k2,2; e k2,m) geeey (]"n,lz kn,z; wers kn,m)

cosi p. es. la (6,2) diventerd la seguente :

kps =0,1,2,3,
(6,5) Q = Qk (L,m), k(2,m), ...y E (1,mm) ( =120 )

s=1,2,..,m

Se converge assolulamente Per y, H, ..., Hs; Ty, Ty ..., T,, Tispetti-
vamente variabili in certi domini D,, D, ..., Ds; D,, D,,, ..., D,,, la serie
seguente :

=)

(6’6) Ak (1,m) Ak (2,m) +++ Ak (n,m) Qk (1,m); k (2,m); ...; & (1n,m)

0 E(1,m)k (2,m); ...; k(n,m)

la sua somma verrd detta pofenza nésima funzionale di {rama J(Q) della f
e si indichera simbolicamente con 1’espressione:

(6,7) (@1 Tgs s Tw) | 1000

Anche ora si richiede di calcolare la somma della (6,6) in «{ermini
finiti» a partire dai valori della f, per z,, , ..., &, variabili rispettiva-
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mente sulle curve chiuse C;, C,, ..., C,, (di cui la generica C; contiene
Porigine x; = 0 ed & tutta interna alla circonferenza (0, g;)), e da certe
funzioni «invariabili » che ora definiremo. i

In stretta analogia con quanto si & fatto al n. 5, prenderemo ora
quale preparafrice nesimz di grado m, la funzione :

% kF_'l
(6,8) Mn,m (xlr, Xol'y wees Ty I f =Z (xlr)kl (le')kﬂ . (xmr)km 5(»+1)

0 kh Eys ooy R

nella quale, come per la M,,,;, siha [£| =1ed [zr|<lcons=1,2,..,m,
inoltre gli esponenti k@ = [ky, Ky, ...y k] sono i numeri interi definiti
al n. 3 che come si & dimostrato sono in corrispondenza biunivoca con le
mUPle ordinate (ky, kg, ..., k). La (6,8) nelle ipotesi fatte risulta assoluta-
mente convergente.

E poi possibile eseguire il prodotto funzzonale simmetrico :

o o o o o o
M (X7, ToTy ooy T, T) [ (Zgy oy oons Tpy) =
- akn ks ey

o ~§/1 Fm §'u+1) L Zk = (&0

0 kll ’ kﬂ -y k"l

dove si & preso |r| <p,’ < X se X & il minimo dei moduli dei punti delle
curve Gy, G, ..., C,,, lungo le quali si eseguono le integrazioni necessarie
per il prodotfo simmetrico (6,9). La funzione risultante f, (£,r), anche ora,
verra detta la preparata nesima della f.

La potenza necsima (ordinaria) della ﬁ. avra percio lo sviluppo:

I
M-

m

- o0 Z ™
(6,10) f:: (E,I‘) = ai (1,m) ay, (2,m1) *oe ay, (,m) E rt
0 k(1,m); k(2m); ...; k (n,m)

kysy

-

19

nella quale, analogamente a quanto si ¢ visto per la (5,9), il monomio
Ak (1,m) « Ak (2,m) ++» Ok (n,m) PUO Presentarsi un NUMEro @y 1,my; & (2,m); .. k (n,m)
di volte, pari al numero delle permutazioni con ripetizioni delle n muple
ordinate k(1,m); k(2,m); ...; k(n,m). Anche ora il numero w sara del tipo:

n!

6,11 ) b =
( ) F (1,m); k (2,m); ....; k (n,m) P1! le qu

con p; + Py + ... + py=n.
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Nel caso delle funzioni di m variabili, la funzione-stampo per la po-
tenza nesima funzionale di {rama J(Q) ¢ la seguente :
£

n k
—Yi(n+1) ¢

0 1
(6’12) S &r) = Nk (1,m); .. & (1) QEH,m); ...;75(1:,11;)5 r
J(Q) - 2 _
0 k(1,m); k(2.m); ...; k (n,m)

MR i F ()

nella quale si ha:

1

(6913) 77;.(1,7)1); Y (nm) — ——  —
Wk (1,m); ...; k (n,m)

inoltre [£| =1, |r| <@, < 1 e gli esponenti interi positivi mzu,m;...;%(m)
sono tali che fissato u reale positivo qualunque <C 1, risulti:

(6,14)

[l(l_c.l,1+---+k—1,m) +---+ (I—Cu,i""--- +]-€n,m)_| log u —10g lQ;(i,m); ...;-ﬁ (n,m)!
log ¢,

My (1,m); ...; & (n,m)

Der Uy, Hgs oy Hs; gy Ty ..o, T, cOmunque variabili rispettivamente in
Dy, Dy, ..., Dg; D,y Dy, ...y Dy In queste ipotesi, come facilmente si
verifica (cfr. n. 5), la (6,12) & totalmente convergente per |&| = 1.

Eseguiamo ora il prodotto S ](Q)(E,r) fr(&.r); sostituendo alle funzio-
ni i rispettivi sviluppi in serie troviamo (cfr. le (6,12) e (6,10)) :

re
(6,15) S](Q)(ésr) fn(f’r) =
n m ks,”
& < E .,2=; . _ Vk(1,m);...;k(n,m)_VE(I,m);...;;(n,m)
2’ r « Nk(1,m);...;k(n,m) Qﬂl,m);...-;‘lg(n,m) Qr(1,m)es Ak, m)
0 I—e'(l,m); ...;_k (n,m) O k(1,m);...; k(n,m)

Dove si & preso |r| < g, essendo g, il minore tra ¢’, e ¢, e dove si
& posto :

Vk (1,m); .. k(n,m) = 2(11 + 1) k2
(6,16) =

V?(l,m); ,_fc (n,m) = 2(" + 1)—;'@

8=1

e quindi analogamente a quanto si & detto al n. 5, si vede che gli interi:
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Vk (L,m); s & (n,m) — VF(I,m); ,X (n2,m)

sono nulli soltanto quando le due nuple non ordinate k (1,m), k (2,m), ...,
E(n,m) e I?(l,m), lT(2,m), v 7:-(11,171) risultano formate con gli stessi
elementi. Da qui discende che moltiplicando il prodotto (6,15) per */27ié&
ed integrando il risultato lungo la circonferenza C: = (0,1) si ottiene:

6,17) 2%/(—15151@(5”') fa(é.r) =

Ce n m
2 Zk"” +”'12(1,1;1);,,.;7;(”,»;)

§=1 V=1

0
nz(i,m),...;—k(n,m) Q/;(l,m_‘,-;...;Z(-n,m) (wl:(l,m);...;i;()l,1)z)(ll—e(],m)' ot az(n,m))r
0k (1,m); ..; & (1,m)
anche ora dato che #; () i ) OF (Lo s () = 1, la serie a secon-
do membro della (6,17) per r =1 coincide con la serie (6,6), che per
ipotesi & assolutamente convergente. Scguendo allora un ragionamento
identico a quello seguito per la (5,19), otteniamo infine :
o
10; ';; a.; l = >! ak(I,m), Ar (2,m), ++ A, (n2,mm) Qk (1,m), & (2,n), ..., k (n,m; —
(@1 Ty - X)L 10)
0 k(1,m), k(2,m), ..., k (n,m)
(6,18)

9 1 ., 3 o
=a_09=1(_-‘2_ﬁ)_2./ dr/ & Do0:0) S50, G [3(5m)
¢, ¢

un

Nel capitolo seguente faremo delle importanti applicazioni dei ri-
sultati ottenuti.

CAPITOLO II

CALCOLQO DELLA POTENZA NESIMA DI COMPOSIZIONE

SIMMETRICA CON L’IMPIEGO DELLE FUNZIONI-STAMPO.

ESTENSIONE DIEI RISULTATI AL CALCOLO DEL NUCLEQO

RISOLVENTE DI UNA ESTESA CLASSE DI EQUAZIONI
FUNZIONALI LINEARI

7. TLa potenza nesima dj composizione simmetrica quale particolare
potenza nesima funzjonale generalizzata. — Data la funzione w (z,&) re-
golare per x = oo = 0 e il cui sviluppo :

(7,1) w (z,0) = E Sp ¥ ot
0 k&
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converga per x| <<g; ed |a| < g, con g;9,>1, & sempre possibile
eseguire il prodotto funzionale simmetrico seguente :

. . 1 1 1
(7,2) w (T,%,) W (xg,0) = ﬁ/m—l w (x’“_1) w (%;,0) doy
c

dove per la curva separairice C si pud prendere p. cs. la circonferenza

(0, R) con @l < R < g;. Sostituendo alla w il suo sviluppo (7,1), dalla
2

(7,2) si ricava :

o - 1 do, [ < ks < o
w (x,ozl) w (o:l,oc) = 5;1 —&— 2 Sk, 1:2 — 2 Sky, Iy M =
J LN by, 1y o 0 i By

(7,3) w

— l
- Sk, Iyt Sha, 1y he ol
0 kg, hgy ly

Il «prodotto» (7,2) & detto polenza seconda di composizione simmelrica
della w(x,x) (1), che si indica anche piu brevemente nella forma :

(7,4) W (T,0) = 1 (@,0) W (2,00)

Dato che lo sviluppo (7,3) della w? (v,) converge per [z <g, ed |a| < oy,
¢ possibile eseguire il prodotto funzionale simmetrico :

W (,0) W (0tg5%) = 1 (X,005) W (oyyls) W (tgst) —=
(7,5)

”

1, -,
=g &—; w (’L,a—z) w* (otz,00) oty

Cc

dove la curva scparatrice C ¢ la stessa della (7,2). Anche ora sostituendo
alle funzioni della (7,5) i rispettivi sviluppi in serie, troviamo :

1 ) ks K
10 (2,0) (0t ty) W (01y,0) = SA, o Sky, g * She, 1y % Fo00 ™1 ) doxy, =
Zm v, =

2 Ny %2 0 ko, hay By
(7,6) S
. ke 1t
= S S S X g™
koy By hg hg Dy, Ry
0 kg, ltg, 1y, By

(1) Cfr. F. A. n. 67 pag. 115.
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Il «prodotto» (7,6) & detto poienza ferza di composizione simmeirica
della w e si indica anche pilt succintamente cosi:

@.7) W (@,0) = W (2,0%5) W (ogrtty) W (%)
E allora immediato trovare in generale:

° o o ° °
w" (x,0) = W (T, %y—1) W (tn—1, %n—3) ... W (%, %) =

7.8 &
= skm hn shmhn-l o Sh!-hl xk” ahx

0 Ey by byeyses iy

che si chiama pofenza nesima di composizione simmefrica della w.
Le potenze di composizione simmetrica per gli esponenti n =1 ed
n = 0 si definiscono come segue :

! (2,6) = w (%)

_ 1
1 —za

(7,9) .
w°»(x,oc) =

dove la seconda evidentemente non dipende dalla w, essendo essa infatti
I'indicatrice simmetrica del funzionale «identila».

Osservando lo sviluppo (7,8) della pot nza nesima di composizione sim-
melrica, si vede che questa puo interpretarsi come la particolare pofenza
nesima funzionale generalizzata di trama J(6), dove J & T'insieme dei coef-
ficienti 0 ko b, cOsl definiti :

w Bui o
[ ks ™ per kg = hsyy
(s=1,23,..0—1)
(7,10) 6 (x,0) =
B b By Bpis ikl |0 per in ogni altro caso
L

infatti possiamo allora scrivere :
° =]
(7,11) w* (-’L',d.) = Sk by Skyys hip—y *** Sk, by 0 (x,a)

H TRy A 2
0 Ky bpi by By oo Bra Iy R B Bmao By e

serie assolutamente convergente per [z| < g, ed || < @,
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Prenderemo quindi la preparatrice nesima di secondo grado (*) come si
ricava dalla espressione generale (6,8) :

=)

(7,12) M,,, (xr,ar,f) =2 (r)* (ar)® E(”+1)[k'h]

0 &k

e calcoliamo la preparata nesima della w :

— o o ° o 1 de [da r

w, (&,r) = M,,,, (xr,ar,£) w (z,0) = (271)“ / ;/‘ - M, (;, %, E) w (x,00) =
c, C

7,13 o ko
(7.13) -\ sk'hrk+h§(n+1)[ .

0 kh

1
dove C, & la circonferenza (0, R) con — << R < ¢, e Cy & quella (0 E)

mentre r & preso in modo che [r[ o, < R essendo R, il minore tra R e
n (Ro < 1)
Definiamo poi con la seguente serie la funzione-stampo per la potenza

nesima funzionale di trama J(0) ovvero la funzione-stampo per la potenza
nesima di composizione simmetrica (cfr. la (6,12)) :

n [kas Bs]
) — Yn+1)
2 =1 " _
Sn (.’E, o, E’ T) = nkn, By oot Ryy By okn, B eoes Rys By 5 I kpshpi i by by =
0 Epshini kurs =13 eeii Ry y
(7,14)
- Bty hg)
[k ,h n-—1 [ 871 8
™ _(”+1) n u] —2(n+1)
= "
= Nk s s By e ol & ' r B Bgs vees I

0 Ay T By eony iy

la quale, se poniamo

my

n
'
e by = K +2, hg
s=1

(1) Infatti la w ¢ funzione di due variabili (cfr. nn. 5 e 6).

3 — Collectanca Mathematica.
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diventa
(7,15)
— Rty Byl
£, n-1 [Bats, By
o _(”+1) [ n ln] _Z(n+1) .
P =1
Sn (."lf, &, f, I‘) = -S- N By e By kn gt 3 l'h" +Zk|
0 ks Byy By sees Iy s=1

che per [¢| <R, |a| <1/R ed |r|<p,, risulta totalmente convergente
per |£| =1, infatti per detti valori essa & maggiorata dalla serie :

. . & R
7, 16 kn _—_ Eadt Ehs = —_
(7,16) Z' R B S T T —Re)(R—e)(1—g) 1

0 ks by lymy ey Iy

Possiamo allora applicare immediatamente i risultati del n. 6 otte-
nendo (cfr. la (6,17)).
1 dé

2—71—1: e S,,(x,“,f,l') Wy (E,I') =
(7,17) c

s

n
Rt 1) 335,

— 7 2.
= Sky Ty Shy iy <o+ Sy, 1y B0 Pt T 2

N
0 Fyyhyyhgyeyy .y y

dove & [r| <p,.
Infine la espressione esplicita della pofenza nesima di composizione
simmetrica della w si ottiene con la formula:

° 1 d —n
(7,18) w* (z, o) =£9=1W/dr/§ﬂ(u0) Sn(x,a,8,1r) Wy (E,1)

¢, Cg

dove C, & la circonferenza (0, g,).

Possiamo cosi affermare che :

La polenza nesime di composizione simmetrica della generica funzione
w(z,&) si puo ollenere applicando alla polenza nesima (ordinaria) della
preparata nesima della w, un funzionale lineare misto indipendente dalla w. -

Le funzioni fisse (cio¢ indipendenti dalla w), M,,-, P, ed S, saranno
calcolate una volta per sempre, suppostole quindi note si vede che il
calcolo della 1 (x, &) si ottienc mediante le seguenti operazioni :

a) due integrazioni definite (calcoli di residuo) per ottenere la pre-
parata ,.
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b) elevazione alla potenza nesima della preparata iv,.

¢) moltiplicazione della w, per é p,.S,

d) calcolo del residuo del prodotto ottenuto, nei puntir=0e & =0

e) derivazione del risultato precedente, rispetto alla 6 (lungo l'asse
reale nell’intorno sinistro di 0 = 1) per 0 = 1.

Si vede cosi che con l'impiego delle funzioni-stampo il numero delle
operazioni necessarie per il calcolo della w (z,2) éindipendente da n, mentre
calcolando la w" (xr,«) con n successivi prodotti funzionali simmetrici,
come indica la sua espressione (7,8), occorrerebbero (n — 1) integrazioni
(calcoli di residuo). Si osservi poi che dalla (7,15) si ricava in particolare
pern=1:

(7,19) S; (@, a, &, 1) =2 Nrep 2F o E_‘ZWl] rkih

0 &,k

ottenuta poi dalla (7,13) la preparaia 1.2 w, (§,r) della w(z,x), dalla
(7,18) si ricava (clr. la prima delle (7,9)):

(7,20) 0 (z, o) = (1, ) — —
30,_,

/d{‘ /' (%Po (l‘, 0) S,l (.’C, <) 5! I‘) 7—51 (E’I‘)

C Ce

r S

(27i)®

8. Caleolo mediante integrali definiti del nucleo risolvente di una
certa classe di equazioni funzionali lineari (nel campo analitico).

a) Premesse. Sia data ’equazione funzionale lineare piui gencrale
nel campo complesso () :

(8,1) Fly@®; «]=/@

nella quale F & un funzionale analitico lineare definito in una certa re-
gione funzionale ¢ le funzioni f (x) e y (¥) sono rispeltivamente il lermine
noto e I'incognita.

L’equazione (8,1) pud sempre scriversi nella forma :

(82) y@—@@—Fy@;2) =/@
percido se poniamo :

(8.3) Y@ —TFO;xi=F©;al

() Cfr. E. F. L.
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la (8,2) diventa :
(8,4) y@—Fly@; o)) =f(@)

Se poi w (z, «) & l'indicatrice simmetrica del funzionale analitico lineare
misto F definito dalla (8,3), si ha:

69 Fly0 =0y =gy [Lo(e)yed
C

i .1 1
dove C & una curva chiusa separatrice delle funzmm; w (x,;) e y(a).

La (8,4) puo quindi scriversi nell’altra forma :

86) g (@ —w @9 §@) = /@

ovvero

(87) V@ — g [ ol g) v de=i@
C

L’equazione (8,6) coincide, per A =1, con I'’equazione
(8.8) y @A) — 4 w@a) y @h) = ()
che rappresenta 'equazione (8,1) in forma canonica. Ogni equazione (8,1)
puo mettersi in modo unico nella forma (8,8).

La funzione w (z,x) si dice nucleo dell’equazione (8,8).
Se poi la serie :

(8,9) 2k g (,a0)

converge in un intorno di 4 = 0, la sua somma I" (4; z,) si dice nucleo
associato della w (z,0), mentre la funzione :

1 1 N °
i . —_ 12 1 . J— n—1 7 f
8,10) & (4z,0) = 7 I' (2 z,2) Y= __”jll w* (x,o)

& detta nucleo risolvente dell’equazione (8,8).
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Per quei valori di A non singolari per il nucleo risolvente (o per il
nucleo associato) e per duelle funzioni / («) che non hanno punti singo-
lari reciproci di quelli che, per x generico, possiede il nucleo risolvente
considerato come funzione di «, la funzione

@1 y@d) =[@)+ ARz (@) =T (%) [()

¢ soluzione della (8,8); se il nucleo risolvente & o la f (x) sono polidrome, il
prodotto simmetrico nella (8,11) & a pilt valori e la (8,11) ci da percid
pill soluzioni della (8,8).

In questo numero considereremo soltanto quelle equazioni (8,1) per
le quali il corrispondente funzionale analitico lineare misto F abbia
quale indicatrice simmetrica w (x,») una funzione regolare per * = o« =0
e di cui lo sviluppo in serie doppia di potenze :

2}

(8,12) w (z,0) = Sk,p XF o®
0 kh

converge per |z| << g, ed |a| < g, con g;-g, > 1.
In queste ipotesi la pofenza nesima di composizione simmetrica della w
¢ data dall’espressione (cfr. n. 7):

(8,13) W) =
1 1 1 1 1 do, 1
= (2m')fv—1/ a1 w (x’a”__1>d°‘n—1/ s iy (“"_1’05»;——2) doty—s / “_1 w (mz,a_l) w (ocl,oc)
C C ) c

dove C pud sempre essere una circonferenza (0, R) con El < R <oy
2

percio se W & il massimo di |w(x,x)| per || <R ed |a] < %{ (< 09)

nello stesso campo di variabilitd per la x e per la «, si ha dalla (8,13):
(8,14) |w" (@,2) | < W"

da cui ne viene che la serie (8,9), sviluppo del nucleo associato, nonché la
serie a terzo membro della (8,10), sviluppo del nucleo risolvente, conver-
gono assolutamente per

1
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quando z ed « variano nel campo :

(8,16) lz| <R o] <

= -

Pertanto il nucleo associato della w e il nucleo risolvente della (8,8)
per la particolare classe di funzionali I ora considerata, per [/‘ll < W
risultano funzioni analitiche e regolari delle variabili  ed « in tutto il
campo di variabilita (8,16).

Nella (8,8) si poira quindi prendere quale f (), una qualunque fun-
zione analitica della regione funzionale (A), dove A & l'insieme chiuso
definito dalla relazione :

®8,17) || <R

Corrispondentemente la (8,11) ci da una soluzione della (8,8) che anzi
per i valori di A4 soddisfacenti alla (8,15) & unica.
Si osservi poi che anche la serie :

[

(8,18) w, (x,0) =2 [sia| @* o
0 kA

converge per |¢| < g, ed [z| < g, e s¢ quindi indichiamo con W, il massi-
mo di |w, (z,x)| per x ed a variabili nel campo (8,16), si trova analoga-
mente alla w:

(8,19) | (@0)] < Wy

conseguentemente la serie

2]

(8,20) 2; w? (%)

n =0

convergera assolutamente per

1
(8,21) [A] < W,

quando z ed o variano comunque nel campo (8,16). La funzione w, (z,o)
verra detta la parallela della w (z,®). Si osservi che W, = W.
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b) La preparatrice generale. — Premesse queste considerazioni no-
tiamo subito che per ottenere il nucleo associato (8,9) ovvero il rnucleo
risolvente (8,10) & necessario calcolare le pofenze nesime di composizione
simmetrica della w di esponente n qualunque e quindi con il metodo di
calcolo basato sull’impiego delle funzioni-stampo sarebbe neccessario in-
trodurre infinite funzioni preparafrici e calcolare quindi infinite prepa-
rate della w (cfr. nn. 6 ¢ 7).

Questa apparente difficoltd viene facilmente superata introducendo
una nuova funzione «invariabile» che pero si sostituisce alle precedenti e
che chiameremo preparatrice generale (1), la sua espressione esplicita &
la seguente :

(8,22) M (zr,or,£,0) :Z‘zos 15 M, (ar,ar,&)

s=1

dove la funzione M, ¢ la preparatrice s’esima di 2.° grado definita dalla
(7,12) e nella quale & quindi [r| <g,(< 1) (% e la { & un parametro ausi-
liario che si mantiene in modulo uguale all’'unitd mentre gli esponenti o
sono interi positivi il cui valore sara ora precisato.

Dalla (7,12) si ricava intanto :

1
A —Tzle) 0 —[afe) ~

M., ,ar,&) < S x|®|a|® ot =
| Mg (ar,ar,d)] ZMI |*]a]* @

R
“T—Re) ®—e)

(8,23)

(s =1,2,3,..)

valida per |z| < R ed |a| < 1/R; quindi per [r| <o, la (8,22) come serie
1
di funzioni di = e di « risulta lofalmente convergente per || <R ed |a|< i

perché maggiorata dalla serie :

R N Ro,

8,24 S —

B2 Ty ey 2%~ M=) (i) (=)
Gli esponenti interi positivi o, sono definiti dalla relazione :

(8,25) o5 > (s—1) 054 (s=2.3,..)

() Per essere esatti dovremmo chiamarla: preparatrice generale di 2.° grado.
(?) Infatti al n. 7 abbiamo preso gr < R,, dove R, & il minore tra ‘R e1l/R.
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che & certo soddisfatta se o; = s 0,4 potremo cosi prendere, tanto per
fissare le idee, o; =1 e quindi :

(8,26) o = sl

Calcoliamo ora la funzione che chiameremo preparata generale della
w, con il seguente prodotto funzionale simmetrico :

627, W (E,r,l) = M (@r,aré,f) w (T,0) =

1 d‘ d > o .
=(2ni)z / Tl;v’/. "s M(;,gss,t) w (CL',OL) Zzl 15 Wg (5,")
1

Cx Cfl =

dove la w, (&) ¢ la preparata s’esima della w data dalla (7,13) (per s =n)
e dove I'integrazione lungo la circonferenza C, = (O,R) ealla C, = (0,1/R)
viene fatta termine a termine nello sviluppo della M dato che, come si ¢
detto, risulta fofalmente convergente nel campo (8,16). Dalla (8,27) si
ricava (*) (nel campo (8,16) risulta |w (r,x)| < W):

Ro, W
—Re,) (R—¢)) (1—0,)

(8,28) |w & rd)| < a

Scriviamo poi la potenza nesima (ordinaria) della w :

(8,29) w" (E,1) =2 pFrtsld oty sobatots, W, Ws, ... Ws,,

1 sy,85.0,8,
Dimostriamo ora che nella (8,29) risulta :
(8,30) s;l+ 814+ ..+ s, =n-n!

sollanfo quando & s;! =s,! = ... =s,! =n! (ciot s, = s, = ... =5, =n).

() Infatti per [t = R ed |a]> %{ si ha:

(35 )| < 0 T—aB =)
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Infatti se anche uno solo dei termini della somma s;! 4 s5! + ... - s,!
risulta maggiore di n!, indicato detto termine con (n 4- p)! & chiaro che

(8,31) (n + p)! >n-n!

e quindi a maggior ragione sara s;! -\ s,! - ... 4 s,! >n-nl. Se quindi
nessuno dei termine di detta somma puo essere maggiore di n! cosi anche
nessuno puod essergli inferiore. Si conclude che la (8,30) & soddisfatta
soltanto per s;! =s,l = ... =s,l =n! cive per s; =5, = ... =s, =n.

Poich¢ allora nello sviluppo (8,30) la potenza della ¢, £, si presenta
come abbiamo dimostrato una volia sola e dato che essa inoltre risulta
a coefficiente della wy,, se moltiplichiamo la funzione " data dalla
(8,29) per 1.2zif"™*! ed integriamo il risultato rispetto alla ¢ lungo la
circonferenza C, = (0,1) termine a termine, come & permesso, la potenza
™ dello sviluppo (8,29) dara per risultato I'unita, mentre fulfe le alfre
potenze della ¢, che figurano nella (8,29), verranno annullate, ottenendosi :

1 dt —n n:—n
(8,32) 5o / Ww &ty =1"w, (&)

Si vede cosi che calcolata una volla per sempre la funzione preparatrice
generale, si puo ottenere la w, dalla W" per n qualunque, con un numero
di operazioni finito ed indipendente da n.

Consideriamo poi la serie di potenze della preparata generale i :

(8,33)

MS

(ud)" w" (&,r,1)

R
I
o

nella quale se prendiamo |A| << 1/W,, per la (8,28) e ricordando che
W, > W si avra:

(8,34) [ud @&rD)| <1
quando
(8,35) lu| < (I—Ro)(R—po,)(1—e)

Ro,



42 M. Carafa

in seguito prenderemo :

(1—Ro)(R—p)(1—0)
(8,36) [u] <ou < T,

In queste ipotesi potremo scrivere :

=)

- -1
(8,37) ;;(”1) W) = T e Enh

¢) La funzione-stampo generale di composizione simmetrica. Calcolo
del nucleo risolvente. — Introduciamo la funzione « fissa» che chiame-
remo funzione-stampo generale di composizione simmetrica :

% n!

r
(8,38) S (@081, t,u) =Zm S, (@,,E,1)

n=1

dove la S, & la funzione-stampo per la potenza nesima di composizione sim-
melrica data per la (7,15) per la quale, tenendo conto della (7,16) si ottiene:

R
— Rg,) (R—p,) (1 —p)*!

(8,39) S, @atr)| < 0

e se nella (8,39) & [t| =1 ed |u| > o, dove g, & definito dalla (8,36)
ed |r| <o, siavra:

PO . A" S
’ ml'——— n xyag oT, < 3
1| Fryra[Sa ) (1—Re,) (R—e/) 0u \0u (1 —e1)
ma da un certo n in poi si ha:
n! 1
(8,41) e, <ni
dato che da un certo n in poi
!
(8,42) g n! _ og (1 (@ <1)
n! o,

infatti : lim (log kl)/kl =0 per k — oo.
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La serie (8,38) risulta percio {ofalmenle convergente per

1
(843) [z|<R; |el<gs Irl<es [t=1; [u[>e.

11 prodotfo funzionale emisimmetrico della funzione-stampo S per la
funzione (8,37) rispetto alla variabile u, ci dara:

1 S (0,810 u)

%—l l—ul w(Ert)
(8,44)

!

N I n o —n
=Z t_——""”"'l A S, (xsa,é,r) W (&,1,0)
n=1

dove C, & la circonferenza (0,0,).
Per la totale convergenza possiamo poi integrare la (8,44) rispetto
alla variabile { lungo la circonferenza C, termine a termine, oltenendosi,

per la (8,32) :
1 S (z,x,&,r,t,u)
—— [ dl [ du ———— =
(Zm)Z/ / M mEn)
(8’45) G Cy

[=2]
= DS, @ak) W ()

n=1

Moltiplicando infine il risultato per 1;2zié ¢ integrando rispetto alla &
lungo la Cg, avremo, per la (7,17) :

/d”t/dt/ S @aérlu)
(8,46) (2m)* e
nl +n? n, S k, I 2("n+h:)+3éhs
B Sk, By Shy hyey o+ Shy, iy T 0 T et
n=1 By Py Bymgy ooy By n

La serie (8,46) per r = 1 coincide con lo sviluppo (8,10) (convergente
per |A| < 1'W, ed x, « nel campo (8,16)), del nucleo risolvente K (1; x, «)
moltiplicato per 2, inoltre converge pure per || < 1/W, (ed x, « nel
campo (8,16)) la serie :
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lskw hy lshnv hll'l\ e ‘ shﬁ! LA l !x ’ k”la , " ) =

=D w} (|, |a])

come risulta da quanto si & dimostrato per la (8,20). Si conclude che
la serie (8,46) per |[r| <1 ¢ ordinabile secondo le potenze crescenti di r.
Si pué allora applicare il prolungamento analitico di cui al n. 2 e per-
tanto si otterra :

KA z,x) =22”—1 w" (T, ) =
(8,48) n=1

P) 1 P, (r,0) S(z,0,&,r,t,u)
=St ir [as [ [ ac 2E(—udD (En0)
% “

;y  Ce G c

che ¢ la cercata espressione esplicita (ed in fermini finiti) del nucleo risol-
vente dell’equazione canonica (8,8), valida per:

1 1
(8,49) {Z[<WP; || <R; |x]<§

E’chiaro che ottenuto il nucleo risolvenie nel campo di variabilita
(8,49) & poi possibile prolungarlo a futto il suo campo di esistenza. Se poi
v (r,é,t,u) & una funzione analitica e regolare per

(8,50) Irl<eo,s &< 1; |t]<1;|ul<o.

indichiamo con 8 [v (r,§,t,u) ; x,«,0] il funzionale analitico lineare misto
della v, definito dall’espressione :

& [U (T’E’tsu) N :U,oc, 6] =S
(8,51)

— (2;1,)4 / dr / ds / dt / du 2o 0 S éw’a’g’r’t’u)v(r,f,t,u)

C, C¢ ¢ C,

& se ¢ (¥,a) & una funzione analitica e regolare per |z| < Red |o| < 1]—? indi-

chiamo con 9 [g (x,e) ; &,r,t] il funzionale analitico lineare misto :
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1 de’ [do’ y
(8,52) M [!] (xlsal); E’r,t] = W /—;— / %M (%,%,f,l‘,t) 9 (Cl' sa)

C, Cu

Impiegando allora le (8,51) e (8,52) possiamo dare alla (8,48) la forma
piu succinta seguente (%) :

1

° s
[l—l“u M [w(x',a'); &1,t]

(853) &(1; 2,0) =55

; x,oc,()]

0=1

dalla quale possiamo concludere che, per quella classe di equazioni fun-
zionali lineari (8,8) qui considerata, il nucleo risolvente si pud ottenere
applicando un funzionale lineare, indipendente dal nucleo w (z,x), alla:

1

(8,54) A—22u9 [w(zx,a); &1

funzione semplicissima di un particolare funzionale analitico lineare del
nucleo w (z,o), indipendenie dal nucleo stesso.

d) Calcolo del nucleo associato ¢ della soluzione y (x,4) dell’equazione
funzionale lineare. — Dalla (8,10) si ricava subito il nucleo associato I,
dato infatti che:

1
xa—l—lﬁi(l, x,00)

855 I'(sae)= 10" @) =
nZ=0 1—

e osservando che:

1 dé 1 1 _ 1
8.56)  @niy ) ,/ a / W1 —a) (1 " uw (E,r,t)) g —
C.

e che poi ancora :

o 1 PD (I‘,G) 1

5_0'6___15,'.,_1' T ga " 1T—2«

(8,57)

() Sieé preferito lasciare in evidenza la derivazione rispetto a 6, invece di in-
corporarla nel funzionale 8, data la particolare natura del funzionale analitico lineare
« prolungamento » da cui essa proviene, (cfr. n. 1).
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possiamo dare al nucleo associafo 1'espressionc esplicita seguente :

(8,58 I'(2; z,0) =
1
= j_. (2__1”5_1 / dr [ d& / dt / du To @0 [S @an&rbu) +ut ¢! —xoc)]
o=1 C, C§ C Cy E [1 —u A E (f,l‘,[)]

Se poi v (r,&,f,u) & la stessa [funzione considerata alla lettera
c), indichiamo con &, [v (r,é,f,u); =z, «, 6] il funzionale analitico
che si otticne dalla espressione (8,51) sostitucndo alla S la funzione

1
loc | e > .
S (@), r,t,u) -+ T La (8,58) prendera allora la forma piu
breve:
I'(; z,o) =
(8,59) ( )

) $ 1 6
_r)09=1 zz[l—lll‘m[w (@,2'); 'f,r,t_] RS ]

Tenendo poi presente che un funzionale analitico misto & equivalente
ad un operatore (e viceversa) possiamo indicare la pofenza nesima dello
operatore I' applicata alla generica funzione g(z) di (A) con il simbolo
F” g(z) e pertanto il nucleo associalo I" potra anche scriversi nella forma :

1 S 1o,/ 1\ da
1—:coc> _”Z/_O%_/&w (x’gr.)l—a:oc
= c

(8,60) I'(%; ,0) =2 A r(

n=0

¢ per la convergenza totale della seric (8,9) avremo infine :

1 O enf 1\ de (ygn | 1
(8,61) F(A;m,a):ﬁ/;(z(‘)z w (.m,&))l_m_(zo:z r )1—m
C "= "=

cio¢ il nucleo associalo risulta ugunale all’indicalrice simmetrica dell’ope-
ralore lineare :

(8,62) (i‘ P I) 7 (@)
n=0

che pertanto risulta andalilico.
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L’operatore (8,62) verra chiamato operafore potenziale simmeirico

di F mentre I'operatore potenziale (emisimmetrico) di F & dato dall’es-
pressione () :

(8,63) L(F) @) = )~ F" @)

n=07"
L’operatore (8,62) quindi si indichera anche con il simbolo :
(8,64 13 Lip(F) g(x)

e si avra pure

(8,65) I" (25 z,0) = 1/3 Lyjs (F) 1

— o

Volendo ora ottenere I'espressione esplicita della funzione y (z,1)
soluzione unica della (8,8) per |1] < 1/w »» basterd sostituire nella (8,11)
al nucleo risolvente & (1 ; z,) la sua espressione (8,48) ovvero (8,53). Fac-
ciamo ora vedere come sia possibile permutare I'integrazione rispetto
ad « del prodotto funzionale simmetrico & (4; x,o:) f(o?) (cfr. la (8,11))
con la derivazione rispetto a 6 nel punto 6 =1, che figura nell’espres-
sione (8,53) del nucleo risolvente. Presa infatti una qualunque funzione
f(x) della regione funzionale (A), di sviluppo :

(8,66) f(x) = 2 a z*

k=0

convergente per || <, con ¢ > R, si ottiene dalla (8,46) :

dé S (@,a,&,1,1,1) ) o
dt =
(8,67) ((2751)3/ ./ / 1—ulw (E,I‘ [) f (a)

kn a 2(/«,‘ Hsl)+32h,>

h, =1

n!4nt }»”
( Sty tin Sty Tne " Sty By
n=1 0 kuyhnyhpoyy i iy

(*) In accordo con le notazioni del Prof. L. Fanrapri®, cfr. S. D. P.
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dato che per la totale convergenza della (8,46) (come serie di funzioni

analitiche di a) & p0551b11e integrarla termine a termine. Se ora conside-
riamo la funzione

(8,68) f,@ = >la|2*
! k=0
che converge ancora per [7:[ <9, si trova, tenendo presente la 8,47):

(g A (x’;)> i (3) =

RS

(=) mj
n k
= S A ( _S_ L 'Sk,,, T S By ™ h,l Iah, )
ne=1

0 ku,hny s by

serie convergente per [A| < l/Wp ed |z| < R.
Si conclude che la scrie (8,67), considerata come serie di potenze di
r, & assolutamente convergente per r =1 e quindi anche per ]r|< 1,

percid possiamo applicare ad essa il « prolungamenfo» di cui al n. 2.
Otterremo cosi in definitiva (per la formula (8,11)) :

Y@ =] (@) +

aa,) 1(2m) /dF/dS/dt/dzz/da o 6)5 Ba f”ﬂ)f(a)

aé{l—udw&rd)|

(8,70)

dove C,¢ una circonferenza (0,R.) con R << R, < p.

Possiamo allora concludere dicendo: per [A| < 1/W, la soluzione
unica y della (8,8), supposte note le funzioni «invariabili» P,, S ed M, puo
calcolarsi con 7 integrazioni definite (calcoli di residuo) ed una deriva-
zione.

Si osservi che nella (8,70) il prodotto P,-S puo considerarsi quale
unica funzione e quindi per il calcolo della y occorre in sostanza calcolare
due sole funzioni « invariabili », calcolo che, & bene ripetere, sara effettuato
una volla per sempre.

Impiegando poi la formula (8,53) possiamo dare alla (8,70) la forma
pitt compatta :

BT @) =@+ 5 5[1__uwnuj(@ e 0@
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ovvero dalla (8,59) :

y @A) =T (A; z,a)f (0) =
(8,72)

] 1 o o
=30, [1 Ui w @) End)’ ‘”"”O] /@

e se v (r,§,4,u,2) & una funzione regolare per [r|<p,; |§|<1;|t|<1;
|u| < eu; |2/ < Ry(con R, = R), posto:

(8,73) 8y [0 (& Lu,m); 2,0] =

1 s i Po 99 S ’1 -sE’ 1[3
:m—i)s/dr/d;t/dz/du/da (r.0) (:E/U LD L )
y Ce G €y Gy

Cy

potremo scrivere la (8,72) nell’altra forma :

_9 f () . ]_
Y @) = 900_1 5 [1——11/191”6 (w(x',2'); &1ty % 0=

(8,74)
LI I [C I,
ot 11 —udw(&r,t)

ciot: la soluzione y della (8,8) risulta un funzionale lineare indipendente
dal nucleo w (x,2) e dal lermine nolo f(x), della funzione :

/(@)
1—u A [w (' ,2); &,1,0]

(8,75)

prodotto della f («) per una funzione (fissa) di un funzionale lineare 91T
del nucleo w (x,0.), indipendente dal nucleo stesso.
Si osservi ora che dalle (8,11) ed (8,65) si ricava :

(8,76)
p@d) = (1131, (1) )1 6) = 1L, (D] @) = S F'1 @)

— o n=_0

e si pud anche scrivere simbolicamente (*) (sommando la serie geometrica
in F):

() Cfr. C. S. eS. D. P.

4 — Collectanca Mathematica.
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D=t i@
(8,77) y@d) =35/ ¢

Se ora confrontiamo la (8,74) con la (8,77) notiamo lo stretfo legame
di struftura tra le due formule delle quali la prima traduce in calcolo
effettivo i simboli della seconda. IRRitorneremo sull’argomento al n. 10.
Osserviamo infine che I'ipotesi restrittiva g, g, > 1, relativa al campo di
convergenza dello sviluppo in serie doppia di potenze della w (x,%),
esclude dalla classe di operatori IF considerata, 1'operatore «infegrazione
da x, ad x» ¢ quello « derivazione ». Per le applicazioni ¢ quindi necessario
estendere i risultati ad una classe pit ampia di funzionali analitici misti,
cio¢ di operatori analitici, il che sara oggetto del n. seguente.

9. Caleolo, con integrali definiti, del nucleo risolvente di una pil
ampia elasse di equazioni funzionali lineari. — Sia I' un operatore ana-
litico (funzionale analitico lineare misto) definito nella regione funzio-
nale (A), dove A & I'insieme chiuso (dominio) :

9,1) lz| <@

Tutte le funzioni y (x) di (A) ammettono allora uno sviluppo in serie
di potenze della x del tipo :

9,2) ¥ @) :Z’ a, ="

[
k=0

- convergente per |x|<<g con ¢ >p (infatti essendo y regolare in A lo
sara pure in un cerchio un po’ piu ampio).

Supponiamo ancora che 'operatore I possa applicarsi quante volte
si vuole ad una qualunque prefissata funzione y di (A) per il che & con-
dizione sufficiente che I'operatore F trasformi ogni funzione di (A) in
un’altra’ funzione di (A).

Quest’ultima ipotesi sull'operatore F, per brevita di linguaggio nel
seguito I'indicheremo con ipotesi (i) (dove con la lettera (i) intendiamo
di abbreviare la parola iferazione).

Consideriamo la funzione :

1
9,3 -
©:3) 1 —za
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per o variabile in una regionc al finito 2,, semplicemente connessa e non
ricoprentensi del piano a.
La (9,3) come funzione della  verra definita ovunque nel piano x es-

1
cluso il punto (di non definizione (¥), x =~ In queste ipotesi al va-
riare di 2 in Q,, l'insieme I (x) ove non & definita la funzione della

x, po varia con continuitd (2). Si conclude che per o in 2, la (9,3)

1 —
rappresenta una linea analitica (?) dello spazio funzionale analitico che
per Vipotesi fatta sulla regione £, & pure regolare.

Se nel nostro caso prendiamo quale regione £, quella definita dalla
relazione :

©.4) o] < =
[

allora la 1——1?8 per ogni o di £2,, come funzione della x appartiene
ad (4), infatti essa & regolare per |z| < I—il’ dove 1/« per la (9,4) &¢ mag-
|

giore di p.
L’indicatrice simmelrica di F :

- 1. 1
(9,0) w (ll,,a) =F [i—-—dz M IU] = FT—UJU

risulta percid analitica rispetto ad o« e regolare per |a| < 1/g, essa inoltre
per Vipotesi (i) é anche regolare (per ogni a tale che per |a|<1/g) per
[x] <o quindi ¢ sviluppabile in serie doppia di potenze del tipo :

(9,6) w (x,0) =2

0 k&

kb
Sl &

che converge certamente per ogni a tale che |o| < 1/p e per || <o,
dove g, = g (2), per quanto si ¢ detto, & sempre maggiore di g e quindi
I’estremo inferiore di g (o) per [a| < 1/g sara sempre un numero g, mag-
giore od uguale a @.

() Cfr. N. I'. pag. 662.

™ » » » o Gd41.

¢ » » » G611 e 662.
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Distingueremo due casi :
1) a>e
11) o=

Nel primo caso ci troviamo nelle stesse condizioni del n. 8, infatti
(si osservi che ora & g, =1/g) :
1
— 1
0 — >
e

e quindi vale tutto quello che gia si & detto e le formule finali sono le
stesse. Consideriamo allora il secondo caso, cio¢ supponiamo che sia
£—’1 = 0.

Dato che, come si & visto, la funzione w (x,2) & regolare, per ogni a tale
che [a| < 1/g, per |z| < p, fissato allora o qualunque sulla circonferenza
(0,2,) con «, < 1/p, la w(z,0) considerata come funzione della sola z,
risultera regolare nell’interno di un cerchio (0,0(c)) con o(a) < p.

Facciamo vedere che I'estremo inferiore di g (@) per « variabile sulla
(0,0,) & maggiore di g.

Infatti la w (v,) & regolare in ogni punto (z,e), essendo « un punto
della circonferenza (0,2,) ed © un punto della circonferenza 0,0), la w
pertanto considerata come funzione della sola x & sviluppabile in serie
di TavLor convergente per |xt—2| <o’ con o' =o' (+,) diverso da
zero per l'ipotesi.

Al variare di « sulla circonferenza (0,a,) e di & sulla circonferenza 0,9),
varia ¢’ mantenendosi diverso da zero.

Dimostriamo che 'estremo inferiore di o’ & diverso da zero.

Infatti supposto che invece detto estremo inferiore sia nullo, esiste
certo almeno un punto (z',2) (di WeizrsTRASS) con 2 sulla (0,p) ed o

sulla (0,a), in ogni intorno del quale (su dette circonferenze) I’estremo in-

feriore di o' ¢ ancora lo zero. Ma in (¥',2") al w ammette uno sviluppo in
serie doppia di potenze convergente in un intorno 4 :

lx—jll<g” ‘(X——'U.I,<Q,”

con o” e 0" entrambi diversi da zero per I'ipotesi, percid in ogni punto
(z1,2,) interno all’intorno ¢’ di (z',2) :

lx—i’l<g”/2 la——a’l<@”l/2
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lo sviluppo della w convergera almeno per
e[ <e”2 Ju—ay] <o"2

e quindi per tutti gli intorni di (z',2") sulle (0,0) e (0,a,) interni all’in-
torno d', I'estremo inferiore di o’ vale almeno p”'2 e quindi & diverso
da zero contro quanto supposto.

Se indichiamo allora con » detto estremo inferiore di o', resta dimos-
trato che 'estremo inferiore g, (2,) di p (%), per o variabile sulla (0,2,)
risulta non minore di p 4 2.

Possiamo cosi anche dire che lo sviluppo (9,6) della w converge per
|| <e, <139 ¢ per || <g,(2,). Dovremo naturalmente supporre che
preso «, qualunque minore di 1 p, sia sempre :

(9,6) %00 (%) <1

dato che altrimenti si ricadrebbe nel primo caso gid studiato. E’chiaro
poi anche che se o, << a,’, 9, (2,) = 0, (2,).

Applichiamo allora I'operatore IF alla sua indicatrice w (z,2) nella
quale la variabile « sia fissata in modo che |a| < a, < /5, si otterra:

Flw(2);al=w (:r:,;l) w (;l,a) =w’ (x,0) =
9.7)

L D= (1S o, 20) (S ”
= 25 % w <:t,a1 w (dlia) o i ZZ Sk,, Iy m Z Sk” I o frat dal
C C

k3, g 0 ky,hy
1 1

dove C; & per es. la circonferenza (0,R;) con p << R; < g, (%,). Nella

(9,7) per o, su C; si ha che-| ! < —lv, quindi lo sviluppo della fun-

ol R o
. 1 ( 1 )
zione — w(x,—|:
oy oy
1< zke
(9,8) — Sk iy —
%145 by, By o

. 1 1 _ N
per o, su C; convergera per [z|<Cg, I?) con g, <§)>g, quindi dal
1 R

prodotto funzionale (9,7), otterremo :

o e
<
2 — ka g
9,9 w? (z,0) = 2 A R
0 kg, ko, By
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La serie cosi trovata converge per |a] o, ed [’L|<g,,< R) dove,

1 1

come si & detto, risulta <~>> o e poiche (cfr. 1la (9,6)’ aog_—<—
Qo R~ p ( (9,6)") AR

& pure 1 < 0o ().
p Qo R Qo (o,

Questo porta di conseguenza che volendo applicare alla funzione
w? (x,0), ottenuta con la (9,9), nuovamente 'operatore IV la curva sepa-
ratrice da 1mp1egar51 nel prodotto funzionale simmetrico della indicatrice
w per la w?(x,) non sara piit la curva C, della (9,7), ma sara invece

(p. es.) una circonferenza C, = (0,R,) con g-< R, < g, (%) che non puo
1

coincidere con la C,; perche (cir. la (9,6)) g;, (Rl—>< R;. Si avra allora:
1

F [12)2 to); x] = w® (z,2) = 5:—_5 alzw (:c,%z) w? (99,2) doy =

(9,10) G

1 1 & xks &
—_ - _ ko mht
o4/ \a E Sky iy g Ta E Sty by Shig 1, %2 10 dot,
Z N2k 2

0 kg hg, 1y
2

e ragionando in modo identico a quello seguito per la (9,7) si trova che:

o

o
3 - kg b
(9,11) w? (z,0) = Sty g Sha, Ty Sty iy T2 X
0 kg, hyy by bty

dove la scrie a secondo membro della (9,11) convergerda per
|a|< e, <1/p e per |2 [<ga<11{> con §<go<1 ) Qo(;>

11 fatto importante che bisogna ora considerare & che gli sviluppi (9,9)
e (9,11) rispettivamente delle funzioni 2 (z,2) e w? (z,2), non dipendono
dalle curve separafrici (relativamente ai coefficienti) e sono idenfici a
quelli trovati nel caso I (potendo pero variare soltanto i relativi campi di
convergenza) come si verifica subito confrontandoli rispettivamente con
gli sviluppi (7,3) e (7,6). _

Cosi pure per la potenza nesima dj composizione simmetrica della w,
anche nel caso I troveremo uno sviluppo in serie identico a quello dato
dalla (7,8) nel caso I, cioé:

)

o
(9,12) lU" (x’a) :Z Skm hn Sh’m By 7777

0 Fpy Fiy Fopyy ooy By

En gt
Shthlx "a' '
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serie convergente per |a] <a, < 1/p ed |z| <@, (El—), avendo indicato
n-1

con R, il raggio della circonferenza separatrice (0, R,.), in stretta ana-
logia con quanto si ¢ visto per le (9,9) e (9,11). Se ora consideriamo la
parallela w, (z,7) della w (z,o) di sviluppo (8,18) troviamo che detto svi-
luppo convergera anch’esso per |o| <o, < 1/¢ ed |x| < @, (2,), possiamo
quindi ripeterc anche per la w, tutto quello che ¢ si detto per la w e
quindi in generale la serie:

=)

9,12) W} (2,0) = o o

l Skn, I lshm Iy 7772 shzr hy l
0 R, tny gy vees 1y

— 1
convergera anch’essa per |a| <a, << 1/g e per || < g, (R—) Ma allora
n-1

la somma della serie (9,12) puo calcolarsi nello stesso modo con il quale
si ¢ ottenuta quella della (7,8), cioé pilt precisamente, s’impiegheranno an-
cora la stessa funzione preparatrice nesima M, . data dalla (7,12) e la
funzione-stampo S data dalla (7,14), ed infine varra ancora per la w" (,)
la formula di costruzione (7,17).

Cosi vale ancora tutto cid che si ¢ detto al n. 8 per la preparalrice e
per la preparata generali, soltanto che ora nella formula (8,28) che ci da
la preparala generale i (&,r,f) della w, prenderemo quali curve separatrici
C, e C,, rispettivamente le circonferenze (O,R,) e (0,R,) con0 < R,<g e
0< R, < 1/ge prenderemo |r| < g, essendo g, minore di R, ed Ry, (¢,<<1);
quindi indicato con W il massimo di |w (z,a)| per |¢| < R, ed |a| < Ry, si
avra dalla (8,27) (%) :

o, R, Ry W
x_'Qr) (Rl—gf) (1 _Qr)

(9,13) @@l <

Osservato poi che se W, ¢ il massimo di |w, (z,0)| per [z| < R, cd
s < Ry, essendo w,, la parallela della w definita dalla (8,18), anche ora
siavra W, > W, analogamente si deduce che la serie (8,33) per |1| < 1/W
convergera per:

(Rx _Qr) (Ra'_Qr) (1 — Qr)

(9,14) Ju| <o, < TR

(1) Si osservi infatti che per || = R. ed |&| = Ry risulta:
M5 76 t)| < ;
\ z’ o j (1_&)<1_9_’>(1_9r)
R Re :

/
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Conseguentemente possiamo scrivere anche in questo caso (cfr. la
(8,46)) :
1 ;/dg/dt/d _S@adnty)
(2miy A—ud=w(&r)
(9,15) G

2 1 n'-} nt an—1 2 1 kn Ry 2(k,, -4 h,)+32h,
- }' ( sl\n. fn shm [ S”z; hy ro =t

0 kn, b, By ooy By

Dato pero che in questo I caso la curva separatrice si deve cambiare
ad ogni successivo prodotto funzionale simmetrico nel calcolo della
polenza nesima di composizione, non si pud dare una formula di maggio-
razione come la (8,14) nel caso I che ci permetteva senz’altro di concludere
in senso affermativo per la convergenza dello sviluppo (8,10) del nucleo
risolvenie. E necessario percid aggiungere I'ipotesi che detto sviluppo con-
verga ed anzi, per potere applicare con semplicita i risultati dei nn. pre-
cedenti, noi supporremo di piu che converga la serie :

=] o o
2 n—1 °n Zﬁ n-—1 2__‘ kn _hy
(9’16) ;s Wy (x’o) = )v ( | skn, I/ s/l", hpey °°°2 shz, Iy l T o
n=1

=1 0 Ky, iy, ey By

per |A] < 2, (dove 2, & un certo numero reale positivo) e che la sua somma
risulti funzione analitica delle variabili x ed o, regolare per |z| <7 ed
|e| < 1/g. Da qui discende che la somma della (9,16) nel dominio :

9,17) Al<t;  Jzl<ts  |el=w<1f

raggiungerd in modulo un certo valore massimo N. Allora per la nota
formula di Caucuy applicata alla (9,16), considerata come funzione
di 4, si avra in detto dominio :

©
Zﬁ X o s N
I Skn: hn shn' hyey 7772 'Shz; Iy l T < Fl‘
0 3

kny By ey Iy

(9,18)

si conclude che la (9,16) per ogni 1 tale che ]/1[ < 2o, considerata quale
serie di funzioni di x e di « converge totalmente per |z| <o ed || <a, < 1/g.
E’poi chiaro che la somma delle (9,16) & il nucleo risolvente della equazione
funzionale lineare :
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(9,19) 7o (@A) —Aw, (x,2) ¥, (2,2) = f (2)

che chiamaremo equazione parallela della (8,8).

Analogamente diremo che l'operatore F,, d’indicatrice simmetrica
w,, & il parallelo dell’operatore F.

Dalla ipotesi relativa allo sviluppo (9,16) discende che per ogni A
tale che [A| << 4, converge loflalmente, quale seric di funzioni di x e di

o per [¥[<p ed |a|<a,< l}, lo sviluppo del nucleo risolvente della (8,8):
¢

(9,20) K(2; ,7) =Z’ A" (2,n)

n=1

Gli operatori analitici lineari I che godono delle proprieta richieste
all'inizio del presente n., caso II e tali che il loro parallelo F,; soddisfa
alla condizione ora imposta, per brevitd d’espressione verranno chia-
mati operatori lineari « a».

Ritornando alla serie (9,15) possiamo ora dire che, s¢ la w &1'indi-
catrice simmetrica di un operatore « a», essa converge per r = 1 ridu-
cendosi alla serie (9,20) ed inoltre converge pure la corrispondente serie
di moduli (9,16) per

©2)  [l<A <k el<E [als%<1)s

pertanto la (9,15), nel campo di variabilita (9,21), pud essere ordinata
secondo le potenze crescenti della r, risultando cosi assolufamente con-
vergente (quale serie di potenze della r), per |r| < 1.

Possiamo allora senz’altro applicarc la stessa formula (8,48) per cal-
colare il nucleo risolvente (9,20), cio¢ :

RA; zm) =
(8,48)’
o 1 / / / P, (r,0) S (x,2,&,r,t,u)]
=2 2 _ldar[d¢|dt]a
9bg_1 (2m)“/ r]ee "3 E(1—ulw (&1,t)]
¢, Ce G Gy

dove pero s’intenda di prendere || < 1", essendo 1", un numero positivo
minore di 4, e di 1/W, (infatti per la convergenza della (8,33) abbiamo
preso |1| < 1/W,). '
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In definitiva si puod dire che fufte le formule date al n. 8 valgono anche
nel caso degli operatori lineari «a» i quali in sostanza sono individuati,
¢ bene ripeterlo, dalle condizioni :

1.° L’operatore & analitico e lineare definito nella regione funzio-
nale (A) e trasforma ogni funzione di (4) in un’altra funzione di (4).

2.° Lo sviluppo del nucleo risolvente relativo all’operatore parallelo
corrispondente, converge per | 4| < 4, e la sua somma ¢ funzione analitica
di z e di « regolare per x| <7 ed [2| < 1/p.

Per la convergenza fotale della serie (9,20), analogamente a quanto
si & dimostrato al n. 8, si deduce che il nucleo associato alla w (z,x) :

1 ;
(9,22) r (ﬂ. 5 x,ot) = m + AR (l H ."c,a)

¢ lindicatrice simmetrica dell’operatore :

(9,23) (S A"Fn) q (.’l') = l/l Li/)_ (F) h (:E)
n=0

dove h (z) & una generica funzione di (4).

L’operatore definito dalla (9,23) sard anche ora chiamato I’operatore
potenziale simmeirico di I (cfr. n. 8).

In quanto alle applicazioni dei risultati ottenuti, come gia ho detto
nella Premessa, in questo lavoro mi limilo soltanto al calcolo degli ope-
ratori che sono funzioni di un dato operatore analitico lineare, come ve-
dremo nel numero seguente.

In un prossimo lavoro invece, mostrerd che analoghi risultati si
ottengono per le equazioni funzionali lineari con funzioni incognite in
pit variabili ¢ daro anche in forma esplicita mediante integrali definiti
il nucleo risolvente deli’equazione integrale di seconda specie di FREHDHOLM,
di quella di VoLTERRA e di una speciale classe di equazioni integro-dif-
ferenziali alla cui risoluzione puo ridursi il calcolo dell’integrale generale
dell’equazione alle derivate parziali a coefficienti variabili di ordine qua-
lunque ed in un qualunque numero di variabili con le condizioni di
Caucuy su un’ipersuperficie generica.

10. Espressione esplicita, mediante integrali definiti, degli operatori
funzioni di un dato operatore analitico lineare. — Il calcolo degli opera-
tori che sono funzioni di un dato operatore analitico lineare & stato sta-
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bilito con il massimo rigore dal Prof. L. FANTAPPIE. Dato infatti un ope-
ratore analitico lineare F, definito in una regione funzionale (A), si
dimostra che () : per coordinare in modo univoco ad ogni funzione g (1)
variabile in una certa regione funzionale (&), un opcratore lincare da
indicarsi con g (F), in modo che I'operatore F e le sue funzioni ¢ (F) pos-
sano trattarsi simbolicamente come quantitd algebriche ordinarie, &
sufficiente che I'equazione fondamentale per I'operatore F :

101 (@A) —AFy@h)=f(z)

(dove f (x) & di (A)) ammetta una soluzione y (z,") unica in (4) (che coin-
cide con l'operatore potenziale simmetrico di F applicato alla f). L’ope-
ratore g(F)f & allora dato dal prodofto funzionale simmetrico (cfr. n. 4)
della y (z,4) per la g (2), ciod:

(10,2 1@ =g [ 77 (m7) s 42

C,

La stessa formula vale ancora nel caso (%) in cui I'equazione fondamen-
tale (10,1) non ha soluzione unica purche ’operatore potenziale simmetrico
di F applicato alla f ¢ che indichiamo ancora con y (z,2), ciog

(10,3) P @D =1/} Ly, (F) [ @ = ST F [ @)
n=0

converga in un intorno di 2 =0 e se inoltre detto operatore risulta ana-
litico e trasformante ogni funzione di (4) in un’altra di (4). Si osservi
ora che gli operatori analitici lineari « a » soddisfano ai requisiti ora enun-
ciati e quindi se I' & un operatore «a», applicando i risultati ottenuti
ai nn. precedenti, come ora vedremo, si puo esprimere 'operatore g (I) f
dato dalla (10,2), mediante integrali definiti in numero finito ed una
derivazione quando, supposte note le funzioni «invariabili» P,, S ed M,
sia data soltanfo Uindicairice simmelrica w (x,«) dell’operatore F.
Tenendo presente il valore di 1”, (cfr. n. 9) consideriamo la regione
funzionale (@) delle funzioni ¢ () analitiche e regolari in un insieme

() Cfr. C. S. ed S. D. P.
(%) Cfr. S. MarTIs in Bippavu : Sulle funzioni di operatori lineari.—« Rend. della
Acc. Nazionale dei Lincei», Vol. XXV, s. 6.2 1937.
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chiuso @ il quale pud essere qualunque purché contenga il cerchio
(0:1/2”;). Allora per ogni g (%) di (@), 'operatore g (F) f (), qualunque
sia f(x) di (A), sard dato dalla formula (10,2), dove C, sara una curva
chiusa contenente @ e sulla quale e nell'interno la ¢ (4) sia ancora
regolare. Se poi I'(%; z,a) & il nucleo associato dell'indicalrice simme-
trica w (x,e) di F, sappiamo che (cfr. la (8,11) e (8,74)):

(10,4) y @A) =TI (4; 2,0) f (&) = 3-0921 5"[1_—szz(g7s—rt_); x,B]

e quindi si avra dalla (10,2) :

g(F) [ @ =T (hz,a) [ () g (F) =

_ L femdnf o (F i) )
27 A 9061 1 _% w (&,1,1)

(10,5)

Ca

\

Dimostriamo ora che nel terzo membro della (10,5), I'integrazione
rispetto a A ¢ permutabile con la derivazione rispetto a 6 nel punto

6=1. Si osservi infatti che, posto f (x) =3 a, < e g(?) =3 b, 2, si ot-
k=0 k=0
tiene :
g(F) @ =T (A 20 f () g(4) =
(10,6) . .
= bO f (x) +2 b" (Z Skn, hn Shn, ey 7777 S”zn by ahx xk”>

n=1 0 knyhy, ooy by

€ se poniamo :

(10,7 I, (s 2a) =S 2 (00

n=0

dove w, & la parallela della w e dove la serie (10,7) per ipotesi (cfr. n. 9)
converge per |A| <4, e la somma & funzione analitica e regolare per

|z|<p ed |«| < 1/g, posto ancora f,(x) =3 |ax|* e g, (%) =f}lbk| 2"
k=0 k=0

troviamo :



1

Calcolo del nucleo risolvente 61
Iy (s 2,0) [ (@) 95 (A) =

= |b,| f5 (x) +E |0, | (2“7 | Sty i Sty ey """ Sy 1y, iy ixk")

n=1 0 kn, by ey by

(10,8)

serie convergente per || < con g > p.
Inoltre per le (8,74), (8,73) ed (8,67) ne viene che:

LIy P e
JT v b -
Cy _1 =3 w (&,r,t)

(109)

- N nl4 n? 001 b2 (bt )43 n h
= 27Zl po (r’()) dr{ba f (.'E) + : r bn (Z S/\’rl; B "0 S}Iz’ hy ahl r '2—_—: s
n=1

C, 0 s s eees Iy
nella quale la serie entro le graffe, considerata quale serie di potenze dir,
converge assolutamente per r =1 (e quindi anche per [r| < 1) poiché
per r =1 la corrispondente scric dei moduli coincide con la serie (10,8)
in cui si sia posto |z| al posto di .

Possiamo quindi prolungare la somma di detta serie dal cerchio
|r| < o,, ove ora & nota, al punto r = 1 il che si ottiene come sappiamo
(cfr. n. 2) calcolando la derivata del secondo membro (o del primo) della
(10,9) rispetto a 6 nel punto 6 =1, e si otterra per risultato proprio
g (F) f (), come subito si verifica guardando la (10,6), ciod :

1 Ndi [ | ‘
w1 gmr@=2 L [IOG 5 1O .,
Cy 1— W &)

Poiche l'integrazione rispetlo a 4 ¢ permutabile con §, (cfr. la) 8,73))
e dato che:

1 g (1) dA _
10,11 — | —— = ) (&5,
( ) 27l Z:/‘}.—u w (&,1,1) g @i &)
2

avremo infine :

1@ =2 819 EnD) ] @);20) =
(10,12) =1

\%)

55, S lg @O [w (@) ; &11)) f (@) 5 2,0]
o=1
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Si osservi poi che la funzione y (z,4) soluzione della (8,8), come ri-
sulta dalla (8,77), puo interpretarsi come il risultato dell’applicazione

alla f(x) dell’operatore funzione di F, ﬁ; la (10,12) quindi com-
prende come caso particolare la (8,74) con cui si identifica per
(10,13) ) = 1

> g C 1-—)»1)

Resta cosi dimostrato che : supposte nofe le funzioni «fisse» P,-S
ed M, Uoperatore g (F) f(x) pud calcolarsi con 8 integrazioni (calcoli di
residuo) ed una derivazione.

(Basta infatti osservare la (10,2) ¢ ricordare che la y si otteneva con
7 integrazioni ed una derivazione).

In modo piu significativo si puo dire che: Uoperatore g(F) {(x) si
oftiene calcolando la funzione g di un funzionale lineare «invariabile»
dell'indicatrice w ed applicando poi al prodotlo di deita funzione per la f,
un altro funzionale lineare « invariabile ».

Anche ora (come gia si ¢ fatto per le (8,77) ed (8,74)) facciamo notare
la stretta somiglianza esistente tra I'espressione simbolica g (F) f () e la
sua traduzione in calcolo effettivo realizzata dal secondo membro della
(10,12).

Inoltre I'operatore ¢ (F) f(x) pud considerarsi come un funzionale
non lineare dell’indicatrice simmefrica w (z,«) e la (10,12) mette in luce
che la sua non linearita & data soltanfo dalla funzione di w (&,r,t) (funzio-
nale lineare di w) ¢ (u E(E,r,t)) alla quale viene poi applicato un funzionale
lincare. LEvidentemente detto funzionale diventa lineare quando g (2)
¢ lineare, cio¢ del tipo a + bA.

In un prossimo lavoro mostrerd che questa proprieta relativa alla
non linearitad di g (F) f (%), si riscontra in tutti i funzionali analitici non
lineari.



