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ABSTRACT

This paper is devoted to the study of coherent sheaves on non reduced curves
that can be locally embedded in smooth surfaces. If Y is such a curve then
there is a filtration C C Cy C - -+ C C,, = Y such that C is the reduced curve
associated to Y, and for every P € C there exists z € Oy, p such that (2°) is
the ideal of C; in Oy, p. We define, using canonical filtrations, new invariants
of coherent sheaves on Y': the generalized rank and degree, and use them to
state a Riemann-Roch theorem for sheaves on Y. We define quasi locally free
sheaves, which are locally isomorphic to direct sums of O¢;, and prove that
every coherent sheaf on Y is quasi locally free on some nonempty open subset
of Y. We give also a simple criterion of quasi locally freeness. We study the
ideal sheaves Z,, 7 in Y of finite subschemes Z of C. When Y is embedded in a
smooth surface we deduce some results on deformations of Z,, 7 (as sheaves on
S). Whenn = 2,1i.e. when Y is a double curve, we can completely describe the
torsion free sheaves on Y. In particular we show that these sheaves are reflexive.
The torsion free sheaves of generalized rank 2 on C'y are of the form 1'27 72Q L,
where 7 is a finite subscheme of C' and L is a line bundle on Y. We begin
the study of moduli spaces of stable sheaves on a double curve, of generalized
rank 3 and generalized degree d. These moduli spaces have many components.
Sometimes one of them is a multiple structure on the moduli space of stable
vector bundles on C of rank 3 and degree d.
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1. Introduction

Les courbes projectives multiples primitives ont été définies et étudiées par C. Banica
et O. Forster dans [2]. Les cas les plus simples et qu’on étudiera en détail ici sont les
courbes non réduites plongées dans une surface lisse, et dont la courbe réduite associée
est projective lisse.

Les faisceaux semi-stables sur des courbes projectives réduites non lisses on
été étudiés par de nombreux auteurs, notamment par C.S. Seshadri dans [30], et
U.N. Bhosle dans [4, 5] et d’autres articles. Les faisceaux semi-stables sur des variétés
non réduites semblables & celles qui sont considérées ici sont le sujet de 'article [13] de
M.-A. Inaba. L’article [14] du méme auteur traite des faisceaux stables sur une variété
non irréductible ayant deux composantes qui se coupent. Il est possible qu’on puisse
obtenir par I’étude des faisceaux cohérents sur les courbes non réduites des résultats
sur la dégénération des fibrés vectoriels ou des variétés des modules de fibrés semi-
stables sur les courbes lisses. Certains résultats ont déja été obtenus en utilisant des
courbes réduites mais singulieres (cf. [33, 34]).

Les faisceaux cohérents sur les courbes non réduites interviennent aussi lorsqu’on
veut étudier les faisceaux de dimension 1 sur les surfaces. Les faisceaux sur des courbes
non réduites apparaissent (cf. [15, 16]) comme limites de fibrés vectoriels sur des
courbes lisses. Leur role est sans doute plus important si on cherche a obtenir d’autres
variétés de modules fins de faisceaux de dimension 1 que les classiques variétés de
modules de faisceaux semi-stables (cf. [8]).

Le but du présent article est de donner les bases de ’étude des faisceaux cohérents
sur une courbe multiple primitive Y et de leurs variétés de modules. On introduit
deux nouveaux invariants des faisceaux cohérents : le rang et le degré généralisés,
avec lesquels on peut énoncer un théoreme de Riemann-Roch sur les courbes primi-
tives. On s’intéressera aux faisceaux génériques qui sont ici les faisceaux quasi loca-
lement libres jouant le méme role que les faisceaux localement libres sur les variétés
lisses. On étudiera ensuite les faisceaux d’idéaux de sous-schémas finis de la courbe
réduite associée C, qui sont les premiers exemples non triviaux de faisceaux sur Y.
On s’intéressera enfin aux courbes doubles. Dans ce cas on peut décrire précisément
les faisceaux sans torsion sur Y et prouver en particulier qu’ils sont réflexifs. Pour
finir on s’intéressera aux variétés de modules de faisceaux stables de rang généralisé 3
et de degré généralisé d sur une courbe double et on mettra en évidence de multiples
composantes. Une d’elles est une structure multiple sur la variété de modules des fibrés
vectoriels de rang 3 et de degré d sur C.

1.1 Faisceaux cohérents sur les courbes multiples primitives

Courbes multiples primitives - Soit C' une courbe algébrique projective irréductible
lisse, de genre g, plongée dans une variété projective lisse X de dimension 3 sur C.
Soit Y C X une sous-variété fermée de Cohen-Macaulay dont la sous-variété réduite
associée est C'. On dit que Y est primitive si elle peut localement étre plongée dans
une surface : pour tout point P de C' il existe une surface S C X et un ouvert U de
X contenant P tels que U NS soit lisse et Y NU C S . Si tel est le cas il existe un
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entier n > 0 tel que pour tout point P € C on peut choisir 'ouvert U précédent et des
coordonnées locales en P, x, z, t de telle sorte que I'idéal de S dans U soit (z) et celui
de Y (z,2"). L’entier n s’appelle la multiplicité de Y et C' son support.

Il existe une filtration canonique

c=Cic---cC,=Y,

ou C; est l'intersection de Y et du i°™° voisinage infinitésimal de C' dans X. Au

voisinage de P l'idéal de C; dans U est donc (x,2'). On note, pour 1 <i <n, O;
le faisceau structural de C; (en particulier, O; = O¢ et O, = Oy), et Z¢ le faisceau
d’idéaux de C' dans Y.

Rang et degré généralisés - Théoréme de Riemann-Roch - Soit £ un faisceau
cohérent sur Y. On définit en 4.1 la premiere filtration canonique de £ :

5n+1:0C5nC”'C51:5.

Pour 1 <i<n, &1 = 65 est le noyau de la restriction &; — 5,-|C . On a donc
Ei/Eiv1 = o E/Eiv1 =&, - Le gradué Gr(€) =D, &i/Eiy1 est un faisceau de
Oc¢-modules.

Les entiers R(E) = rg(Gr(£)) , Deg(€) = deg(Gr(&)) s’appellent respectivement
le rang généralisé et le degré généralisé de £. On montre que le rang et le degré
généralisés sont additifs : si 0 — & — & — E” — 0 est une suite exacte de faisceaux
cohérents sur C,, alors on a

R(E) = R(E')+ R(E”), Deg(€) = Deg(&') + Deg(E”).

On déduit des définitions le Théoreme de Riemann-Roch pour les courbes primiti-
ves (cf. 4.2) :

Théoréme :

Si & est un faisceau cohérent sur C,,, alors on a
xX(€) = Deg(&) + R(E)(1 - gc).

On montre aussi que le rang et le degré généralisés sont invariants par déformation,

c’est-a-dire que dans une famille plate de faisceaux cohérents sur C,, paramétrée par

une variété irréductible, tous les faisceaux ont les mémes rang et degré généralisés.
On utilisera aussi la seconde filtration canonique de & :

gn+l) — {0} EMc...ce@ gl =¢

ott £ est le sous-faisceau de £ annulateur de Igﬂﬂ'. Cette filtration a été définie et
utilisée par M.A. Inaba dans [13].

Faisceaux semi-stables - On déduit du Théoreme de Riemann-Roch précédent le
calcul des polynomes de Hilbert des faisceaux cohérents sur Y (cf. 4.2.2). Il en découle
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que la définition des faisceaux de dimension 1 sur Y (semi-)stables au sens de C. Simp-
son (cf. [31]) est analogue a celle des fibrés (semi-)stables sur les courbes lisses : un
faisceau € de dimension 1 sur Y est semi-stable (resp. stable) si et seulement si il est
pur et si pour tout sous-faisceau propre F C £ on a

Deg(F)
R(F)

Deg(£)
R(€)

< (resp. < ).

Fibrés vectoriels et groupe de Picard - On démontre (Théoreme 3.1.1) que si
1 <4 < n, tout fibré vectoriel sur C; peut se prolonger en fibré vectoriel sur C,.

On en déduit brievement en 3.2 et 3.3 la description du groupe de Picard de C,.
Le morphisme de restriction Pic(C),) — Pic(C) est surjectif et son noyau, le groupe
des fibrés en droites sur C),, dont la restriction a C' est triviale est une somme directe
de groupes G,.

Faisceaux quasi localement libres - Soient P € C' et M un O, p-module de type
fini. On dit que M est quasi libre s’il existe des entiers myq,..., m, non négatifs tels
que

n
M ~ @mioi’p.
i=1

Si tel est le cas la suite (m,...,m,) est unique, on l'appelle le type de M.

Soient £ un faisceau cohérent sur C,, et P € C. On dit que & est quasi localement
libre en P s’il existe des entiers m1, ..., m, non négatifs et un ouvert U C C' contenant
P tels que

n
£|U =~ @ mZOl‘U
i=1

Dans ce cas le O,, p-module £p est quasi libre. On dit que & est quasi localement libre
s’il I’est en tout point de C'. On démontre en 5.1.6 le

Théoréme :

Soit £ un faisceau cohérent sur C,. Alors il existe un ouvert non vide U tel que
& soit quasi localement libre en tout point de U.

Rappelons que tout faisceau cohérent sur une variété réduite est localement libre
sur un ouvert dense. On peut donc dire que les les faisceaux quasi localement libres
sur les courbes primitives jouent le méme role que les faisceaux localement libres sur
les variétés réduites.

On donne en 5.1.4 une caractérisation des faisceaux quasi localement libres :

Théoréme :

Soit £ un faisceau cohérent sur C,. Alors £ est quasi localement libre si et
seulement si tous les termes de Gr(€) sont localement libres sur C'.

Les faisceaux quasi localement libres ont des propriétés semblables a celles des
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faisceaux localement libres. En particulier on montre (Théoréeme 5.2.1) que le noyau
d’un morphisme surjectif de faisceaux cohérents quasi localement libres 1’est.

1.2 Faisceaux sans torsion sur les courbes primitives doubles

On suppose que n = 2. On dit alors que Cy est une courbe primitive double. Soit
L = 7¢ le faisceau d’idéaux de C dans C'5. On peut dans ce cas décrire completement
les faisceaux quasi localement libres et les faisceaux sans torsion sur Cy (par définition
un faisceau est dit sans torsion s’il ne possede pas de sous-faisceau dont le support est
de dimension 0).

Faisceaux quasi localement libres - Soient £ un faisceau quasi localement libre
sur Cy et E C £ sa premiere filtration canonique. Si F'=E&/F on a donc une suite
exacte

0—F—&—F—0,

et E, F sont des fibrés vectoriels sur C. Le morphisme canonique & ® Zg — £ induit
un morphisme surjectif ®¢: FQ® L — F.
On a un isomorphisme canonique

Exty, (F,E) ~ Hom(F ® L,E)

et ®¢ n’est autre que l'image dans HO(Exty, (F, E)) de 'élément de Exty, (F, E) associé
a la suite exacte précédente. Le faisceau £ est localement libre si et seulement si ®¢
est un isomorphisme. En général le noyau du morphisme composé & — F — E® L*
(ot L* est le fibré dual de L sur C et le second morphisme provient de ®¢) est un fibré
vectoriel sur C et c’est le plus grand sous-faisceau de £ de support C.

Réciproquement, si o € Extb2 (F,E) est tel le morphisme associé¢ ¢ : F® L — F
soit surjectif, le faisceau £ extension de F' par E défini par o est quasi localement libre,
E C & est sa premiere filtration canonique et ®¢ = P.

Soit P € C'. On donne en 7.3.1 une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
O3, p-module quasi libre de type (m1,m2) se déforme en modules quasi libres de type
(n1,n2) : on doit avoir my + 2mg = n1 + 2ny et ny > my.

Faisceaux sans torsion - Soient £ un faisceau cohérent sans torsion sur Cy et £ C £
sa premieére filtration canonique. Alors F est un fibré vectoriel mais £/E a de la torsion
si € n’est pas quasi localement libre. Posons £/E = F & T , ou F est un fibré vectoriel
sur C et T un faisceau de torsion sur C. On appelle indez de £ Uentier i(£) = hO(T) .
Soient P € C, z € Oy p une équation locale de C' et x € Oz p un élément au dessus
d’un générateur de I'idéal maximal de O¢ p. L’idéal maximal de Oy p est donc (z, 2).
On note Iy, p = (2*, 2) , pour tout entier positif k.

On donne dans 6.5.3 la structure des Oy p-modules de type fini sans torsion. Si
M en est un, alors il existe des entiers m, p et une suite d’entiers n1,...,n, tels que

p
M ~ (@Ini7p)@m027p.
=1



126 DREZET

Les deux résultats suivants sont démontrés dans 6.5.3 :

Théoréme :

Tout faisceau cohérent sans torsion sur Cy est réflexif.
On a donc le méme résultat que sur les courbes lisses.

Théoréme :

Tout faisceau cohérent sans torsion sur Cy est isomorphe au noyau d’un morphisme
surjectif F — T, ott F est un faisceau quasi localement libre sur Cy et T un faisceau
de torsion sur C.

On a donc un résultat analogue a ce qu'on a sur les surfaces lisses. Le fibré F
n’est pas en général unique, mais on peut les décrire tous.

1.3 Faisceaux d’idéaux de points sur les courbes multiples primitives
Soit Z C C' un sous-ensemble fini. On note Z,, 7 le faisceau d’idéaux de Z sur C,.

1.3.1 Limites de fibrés en droites sur les courbes lisses - Pour montrer I'intérét
de I'étude des faisceaux d’idéaux de points sur les courbes multiples, examinons les cas
du plan projectif Po. Supposons que C), C Py, C' étant une courbe de degré d. Soit
M la variété de modules de faisceaux de dimension 1 contenant tous les fibrés en
droites de degré 0 sur les courbes lisses de degré nd de P2. On a dim(M) = n?d? + 1
(cf. [15, 16]). Les faisceaux du type Z, z(k), oit Z a knd points sont limites de faisceaux
de M. Etant donné que si Z,, 7z ~ I, z alors Z = Z' (car Z est précisément le lieu
des points de C' ou Z,, z n’est pas libre), les faisceaux du type Z, z(k) (avec k fixé
et #7 = knd) constituent une famille de dimension knd de faisceaux limites de M.
On obtient donc des familles de dimension arbitrairement grande de faisceaux limites

de M.

1.3.2 Résultats généraux - On calcule en 8.1 les dimensions de End(Z,, z) et
Ext%gn (Zn,z,Zn,z) - Cela permet d’obtenir, si C,, est plongée dans S (ot S est le plan
projectif Py ou une surface K3), des informations sur les déformations 7Z,, 7z en tant que
faisceau sur S. Soit (& )ier une telle déformation, ¢ty € T' I'origine, tel que &, = Z, 7.
On a alors une application canonique

@fo - Ty, T — H°(Og(nC))/(c™)

(ot1 0 € HY(Og(C)) est une équation de C) qui est en gros I'application tangente du
morphisme associant a un point ¢ de 7" la courbe support de &. On démontre en 8.1.5 le

Théoréme :

Si & est une déformation compléte de 1, 7, I'application @fo induit un isomorphis-

EthQS (In,Z, In:Z)/ EXt%/)Cn (In,Z, I”7Z) = V/ <Jn>7
ot V C H°(Og(nC)) est Pespace des courbes passant par tous les points de Z.
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I1 est bien entendu possible d’obtenir Z,, z comme limite de fibrés en droites sur
des courbes lisses de S ne passant pas par Z. Le résultat précédent indique que dans
ce cas les courbes lisses en question convergeront vers C,, avec une multiplicité > 1 de
maniere a annuler 'application tangente @fo.

1.3.3 Le cas des courbes doubles - On suppose maintenant que n = 2. Les seuls
faisceaux sans torsion sur Co de rang généralisé 1 sont les fibrés en droites sur C. Les
exemples les plus simples de faisceaux sans torsion de rang généralisé 2 sur C), sont
ceux qui sont quasi localement libres. Ils sont de deux sortes : les fibrés vectoriels de
rang 2 sur C' et les fibrés en droites sur Cs .

On montre en 8.2 qu’'un faisceau sans torsion de rang généralisé 2 qui n’est pas
quasi localement libre est isomorphe & un faisceau du type Zz ® L, ou Z C C est un
sous-schéma fini, Z; son faisceau d’idéaux sur Cs et £ un fibré en droites sur C,,. Le
sous schéma Z est unique, mais pas le fibré en droites L.

Déformations des faisceaux de rang généralisé 2 - On démontre en 8.2.1 que
si S est une variété algébrique irréductible et K une famille plate de faisceaux sans
torsion de rang 2 sur Cy paramétrée par S telle qu’aucun faisceau Kg n’est concentré
sur C, alors I'index des faisceaux ICs ne dépend pas de s € S. Cela signifie que I'index
des faisceaux sans torsion de rang généralisé 2 est invariant par déformation, et que
les déformations d’un faisceau sans torsion de rang généralisé 2 et d’index p sont des
faisceaux du méme type.

Les fibrés en droites sur Cy ne peuvent évidemment se déformer qu’en fibrés en
droites. Seuls les fibrés vectoriels de rang 2 sur C' peuvent se déformer en faisceaux
sans torsion de rang généralisé 2 d’un autre type. On démontre dans le Théoréeme 7.2.3
qu'un fibré vectoriel de rang 2 sur C se déforme en faisceau non concentré sur C si et
seulement si il contient un fibré en droites de degré suffisamment élevé.

Un fibré vectoriel de rang 2 sur C' est donc la limite d’un nombre fini (éventuelle-
ment nul) de familles de faisceaux d’index positif.

Dans ce qui suit on suppose pour simplifier les notations que Cs est plongée dans
une surface lisse S. Soit E un fibré vectoriel sur C. On montre en 7.2.1 que 'application
canonique

Exty, (E, E) — Exté (B, E)

est un isomorphisme.
Soit Z C S un sous-schéma fini. On montre de méme en 7.1.1 que l'application
canonique

Ext%gz (Oz, Oz) — EX’D%QS (Oz, Oz)

est un isomorphisme. Les déformations de Oz en tant que faisceau sur Cy sont les
mémes que ses déformations en tant que faisceau sur .S contenues dans Cs.

Soit £ = Tz ® L un faisceau sans torsion de rang généralisé 2 sur Cy. Alors toutes
les déformations de £ proviennent de déformations de Oz et de L (cf. 8.2.5).
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1.4 Faisceaux quasi localement libres de rang généralisé 3 sur les
courbes doubles

Soient S une surface projective lisse irréductible et C' C S une courbe projective lisse
irréductible. Soient Cy C S la courbe double associée, L = Oc(—C) et | = — deg(L).
On suppose que [ = C? > 1. Le genre de C est ¢ = %(02 + KgC)+1 . On étudie
dans 9.1 les variétés de modules de faisceaux quasi localement libres de rang généralisé 3
sur Cs.

Si £ est un faiseau quasi localement libre de rang généralisé 3 sur S, la premiere
filtration canonique de £ donne une suite exacte 0 — Eg — & — Fg — 0, ou FEg,
Fe sont des fibrés vectoriels sur C, Eg¢ étant de rang 1 et Fe de rang 2. Soient
®¢ : Fe ® L — Eg¢ le morphisme canonique surjectif, et I'e = ker(®g) @ L*. On a aussi
une autre suite exacte 0 — Gg — & — Eg ® L* — 0, ou G¢ est le plus grand sous-
faisceau de £ de support C, qui est localement libre de rang 2 sur C. On montre que
les degrés de Eg, Fe, G¢, I'c sont invariants par déformation.

Soient v, € des entiers tels que v — 1 < € <. Soit Mj(€,y) ensemble des fais-
ceaux & tels que Fg soit de degré €, I'¢ de degré v, et que Fg, G¢ soient stables. On mon-
tre que M;(e,7y) est un ouvert non vide de la variété de modules M (3,2¢ + v + 1) des
faisceaux semi-stables (au sens de Simpson) de rang généralisé 3 et de degré généralisé
2¢ + v+ sur Cy. On a dim(M;(e,y)) =bg+ 20 —4 .

L’adhérence M;(e,y) de Ms(e,y) dans M(3,2¢ + v+ 1) est une composante
irréductible de cette derniere. Il existe une autre composante M¢(3,2¢e + v + 1), celle
qui est constituée des fibrés semi-stables sur C. Les variétés M;(e, ) rencontrent
toutes Mc(3,2¢ + v +1). Jignore si elles sont disjointes.

La variété Mg(e,7) est non réduite. La variété réduite sous-jacente M7 (e, )
est lisse. En tout point £ le conoyau de 'application canonique

TMged(ea ’7)5 - TMS(ea ’7)5

est canoniquement isomorphe & H°(L*).

Pour des faisceaux de rang plus élevé, la situation est plus compliquée, car les
rangs et degrés des gradués de la premiere filtration canonique ne sont pas invariants
par déformation.

2. Préliminaires

2.1 Courbes multiples

(cf. [2, 36, 18, 3]).

Soit X une variété algébrique lisse connexe de dimension 3, et C' C X une courbe
lisse connexe. On appelle courbe multiple de support C' un sous-schéma de Cohen-
Macaulay Y C X tel que I'ensemble des points fermés de Y soit C. Autrement dit,
Yiea=C.

Soit n le plus petit entier tel que Y ¢ ¢V ¢*=1) désignant le k-ieme voisinage
infinitésimal de C, c’est-a-dire Zx-1) = Ig . On a une filtration

C=CicCyc---CcC,=Y
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ot C; est le plus grand sous-schéma de Cohen-Macaulay contenu dans Y N CG~1. On
appelle n la multiplicité de Y.

On dit que Y est primitive si pour tout point fermé x de C), il existe une surface S
de X contenant un voisinage de x dans Y et lisse en x. Dans ce cas, L = Z¢/Z¢, est
un fibré en droites sur C' et on a ¢, /Zc,,, = L’ pour 1 <j <n. Soit P € C. Alors
il existe des éléments x, y, t de my p (I'idéal maximal de Ox p) dont les images dans
mx,p/m% p forment une base, et que pour 1 <i <n on ait Zg, p = (z,9") .

Le cas le plus simple est celui ou Y est contenue dans une surface lisse de X.
Dans ce cas il est méme inutile de mentionner la variété ambiente X, et on peut
voir une courbe primitive de Cohen-Macaulay comme une courbe multiple qui est une
sous-variété fermée d’une surface lisse.

Soient S une surface lisse, ¥ C S une courbe primitive de multiplicité n et C' la
courbe réduite associée. Soient P € C et f € Og p une équation locale de C. Alors on
a Zg,p = (f%) pour 0 < j < n, en particulier Iy p = (f*), et L= Oc(-C) .

2.2 Les Ext de faisceaux définis sur des sous-variétés

Soient X une variété projective et Y C X une sous-variété fermée. Si j:Y — X est
I'inclusion et E un faisceau cohérent sur Y, on notera aussi souvent E le faisceau j,(E)
sur X.

Proposition 2.2.1 :

Soient E, F' des faisceaux cohérents sur Y. Alors on a une suite exacte canonique
0 — Extg, (F, E) — Exty (F, E) — Hom(Tory,  (F,Oy), E) — Extd (F, E).

Démonstration. Soient Ox (1) un fibré en droites trés ample sur X et Oy (1) sa res-
triction & Y. Soient mp > 0 un entier tel que F(ng) soit engendré par ses sections
globales et My = HY(F(no)). Soient Fy le noyau du morphisme canonique surjectif
Ox(—np) ® My — F', ny un entier tel que Fi(n;) soit engendré par ses sections globa-
les et My = H(Fy(n1)). En continuant ce procédé on obtient la résolution localement
libre de F

- Ox(—n2) @ My 2> Ox (=) @ My > Ox (=np) @ My 2> p —~¢

En restreignant cette résolution & Y on obtient le complexe

- Oy (—ng) ® M, v, Oy (—n1) @ M EiiN Oy (—ng) ® My o, F——0

Pour tout ¢ > 0, soient X; = ker(f;), Vi = ker(fy;) . On a une suite exacte

0 — Xy —> Ox(—ng) ® My —L"> F —0

d’ou on déduit la suivante

OHTOI“%X(F, Oy) X()|Y - Oy (—no) ®M0£>F*>O .
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On a donc une suite exacte

() 0——>=Torp, (F,Oy) oy Yo 0.
Posons M} = H°()1(n2)) . Rappelons que My = H°(X)(ng)) . Le morphisme
Xy — Oy (=n1) @ M

déduit de linclusion X} C Ox(—ny) ® My est a valeurs dans ). On en déduit une
application linéaire naturelle ® : My — M} . On note

fé : Oy(—ng) ® Mé — Oy(—nl) ® M,

la composée
Oy (—n2) ® My —— 1 Oy (—n1) ® My

de linclusion et de I’évaluation. Alors on a un diagramme commutatif avec lignes
exactes

Ox(—ng) ® Moy i>(9x(—n1) ® M, i>(9)(( ’no) ® My *>F*>O

lm@(b \Lﬁ@h\ﬁ J{'fo@fMO
13 fiy

Oy (—ng) @ My —2> Oy (—ny) @ M ——> Oy (— no)®Mo F——0

ou pour i = 0,1,2, r; : Ox(—n;) — Oy(—n;) est le morphisme canonique. D’ou le
diagramme commutatif

Hom(Oy (—ng) ® Mo, E) —2> Hom(Oy (—n1) @ My, E) —> Hom(Oy (—ns) @ M}, E)

i“b@]

Hom(Ox (—no) ® Mo, B) —2= Hom(Ox (—n1) @ My, E) —> Hom(Ox (—n2) ® M, E).

On peut supposer que ng est suffisamment grand pour que Ext%oy(F, E) puisse se
calculer & I'aide de la suite exacte du haut, c’est a dire que

Exty,, (F, E) ~ ker(Fiy)/im(Fp).
On déduit du diagramme précédent une application linéaire
© : Exty, (F, E) = ker(Fiy)/im(Fy) — Ext, (F, E) = ker(F})/ im(Fy).

Montrons que O est injective. Soit a : Oy (—n;) ® My — E s’annulant sur im(f3), tel
que le morphisme induit @: Ox(—n1) ® M; — E ait pour image 0 dans Ext}gx (F,E).
Cela signifie que @ se factorise par fi :

a:Ox(—n1) ® M i>OX(*TLO) ®My—E .

Par restriction & Y on obtient la factorisation

v
o Oy(—nl) ® M, £>OY( nO) ® My LE
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qui prouve que 'image de « dans Extéy (F,E) est 0.
Par définition de © on a coker(0) ~ ker(F})/ker(Fiy) . On a

ker(Fly) = Hom(y(), E), ker(Fl) = HOm(me, E)
D’apres la suite exacte (*) on a donc une suite exacte
0 — coker(0©) — Horn(Tor}QX(F, Oy),E) — Extéy(yo,E).

D’apres le choix de ng et la suite exacte 0 — Yy — Oy (—ng) ® My — F — 0 on voit
que Ext!()p, E) ~ Ext?gy(F, E) . Le fait que la suite exacte de la Proposition 2.2.1
ne dépend pas du choix de la résolution localement libre de F' est laissé au lecteur. [

2.3 Variétés de Brill-Noether

Les résultats qui suivent seront utilisés en 9. Soit C' une courbe projective irréductible
lisse de genre g > 2. Pour tout entier d on note J? la jacobienne des fibrés en droites
de degré d sur C et My(2,d) la variété de modules des fibrés stables de rang 2 et de
degré d sur C, qui est une variété algébrique irréductible lisse de dimension 4g — 3.
Soit

We? = {E e M,(2,d); h°(E) > 0},

qui est une sous-variété fermée de M;(2,d). Sid < 0Oon a Woz’d =(,etsid>2g—2on
a WOZ’d =M(2,d). Si0<d<2g—2, Woz’d est non vide, irréductible et de dimension
2g —2+d. Soit Gg’d la variété des paires de Brill-Noether (E,s), on E € Mg(2,d) et
s est une droite de H(E). Si 0 < d < 2g — 2, c’est une variété lisse irréductible de
dimension 2g — 2 + d (cf. [7, 26, 35]).

On note dety: M(2,d) — J? le morphisme associant & un fibré stable E son
déterminant.

Proposition 2.3.1 :
Sid>0,ona detd(WOQ’d) =J.

Démonstration. Il suffit de traiter les cas d = 1,2. En effet, il existe un entier § > 0
tel que d — 20 soit égal & 1 ou 2. Soit U € J° tel que h%(U) > 0 . Alors Wg’d contient
tous les fibrés du type E ®@ U, avec U € WOQ’d_% . Donc detd(Wg’d) contient tous les
detq_o5(E) @ U2, Si detd,gg(Wg’d_Qé) = J920 op a donc detd(Wg’d) =Ji.

Le cas d=1 - Soit D€ J! . On va montrer que Dedetl(WOQ’l). On a
hY(D*) = g > 0, donc il existe une extension non triviale 0 — Oc — E — D — 0 .
Alors E est stable : il suffit de montrer que si U € J!, alors Hom(U, E) = {0}. Sup-
posons que Hom(U, E) # {0}. Ona Hom(U, F) C Hom(U, D), donc Hom(U, D) # {0},
donc U = D, et il existe une section du morphisme E — D, ce qui est absurde car
I'extension est non triviale. On a det(E) = D, E € Woz’l, donc D € detl(WOQ’l).

Le cas d=2 - Soit D€ J? . On va montrer que D € detg(Wg’Q). On a
R'(D*) =g+1>2. Soit 0 — O¢ — FE — D — 0 une extension non triviale. Sup-
posons que E ne soit pas stable. Alors il existe U € J! tel que Hom(U, E) # {0}. On
a donc Hom(U, D) # {0}, et il existe donc un point x de C' tel que U = D(—x). De
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plus, 'application canonique Hom(D(—z),D)=C — Ext%gc (D(—z),0¢) est nulle.
Soit ¢ € H*(D*) correspondant & l'extension précédente. On a un carré commutatif

End(D) HY(D*)

- -

Hom(D(-x), D)

ou les fleches horizontales proviennent de o et les verticales de la section de O¢(x).
On en déduit que o € ker(a,). Puisque dim(ker(a;)) =1 et h'(D*) > 2 il existe
oo € H'(D*) tel que pour tout x € C, o¢ & ker(az). Si 0— Oc — Ey — D — 0
est 'extension correspondante, le fibré Ey est stable d’apres ce qui précede. On a
det(Ep) = D, Ey € W2, donc D € detoy(W3"?). 0

3. Fibrés vectoriels sur les courbes multiples

Soient C), une courbe projective multiple primitive de multiplicité n > 1,
C=CicCyC---CCp=Y

la filtration canonique et L le fibré en droites sur C' associé (cf. 2.1). On pose, pour
1§ZSH,OZ:OCZ .

3.1 Prolongements de fibrés vectoriels

Théoréme 3.1.1 :

Si1 < i < n, tout fibré vectoriel sur C; peut se prolonger en fibré vectoriel sur C,,.

Démonstration. On peut en raisonnant par récurrence supposer que ¢ =n — 1. Soit
T le faisceau d’idéaux de C,_1 dans C,,. On a un isomorphisme de O,-modules :
IT~7c,,-

Soit F un fibré vectoriel sur C),_1, de rang r. Il existe un recouvrement
ouvert (U;) de Cp—1 tel que chaque restriction FEjy, soit un fibré trivial. Soient
it By, = Op—1(U;) @ C" des trivialisations, A = Aj o A\t e GL(r, 0,1(Uy5))
Soient A;; € GL(r, O, (U;;)) une extension de \ij et  pijr = AjpAij — Ajp (élément
de Oy, (Usji) ® End(C")). Alors les A;; définissent un fibré vectoriel sur C), si et seule-
ment si les p;;, sont nuls. Leurs restrictions a C),_1 sont nulles, donc on peut les
considérer comme des éléments de

End(On(Uiji) @ C") @ T = Hom(Op—1 @ C", T @ C")(Uyji) -

Soit  pijk = (A&) 'pijrAi , qui est un élément de Hom(E,E ®I)(Uij) . Pour
obtenir une extension de F a C, on peut remplacer les A;; par A;j =N — Bij



Faisceaux cohérents sur les courbes multiples 133

avec (;; nul sur C,—1 . On peut donc considérer les (3;; comme des éléments de
Hom(0; @ C", T ® C")(Uj;) . Soit pyy, = Ay Ay — Ay . Alors on a

p;jk = Pijk — BjkAij - Ajkﬂij + Bik-

Posons  a;; = (A\j)718ij\i, qui est un élément de Hom(E, E ® Z)(U;;) . Alors on a
piji. = 0 si et seulement si

(%) Hijk = Qqj + Qji — Q.-
On a Appijk — piji + pirt — pjrili; = 0, d’ott il découle que
gk — tiji + pikl — pjkt = 0

c’est-a-dire que (y;55) est un cocycle associé au fibré vectoriel Hom(E, E ® ) sur Cp,—1
et au recouvrement (UZ) Comme C,,_1 est une courbe, on a

H?*(Hom(E,E®1I)) = {0},

d’ou P'existence des «y;; satisfaisant I’égalité (x) et des [3;; définissant le prolongement
voulu de F. O

3.1.2 Résolutions canoniques - On suppose que C), s’étend en une courbe pri-
mitive Cj,y1 de multiplicité n+1. Soit Opy1 = 0O¢,,, . Le faisceau d’idéaux
L, de C dans Cpy1 est un O,-module localement libre de rang 1. D’apres le
Théoreme 3.1.1, on peut le prolonger en un fibré en droites sur C)41, noté L. Si
1 <p<n, LP est le faisceau d’idéaux de C), dans Cj 41, c’est un Oy41—p-module li-
bre de rang 1, et on a L? = LanHw . Soit pp P — Oynq1 le morphisme composé
LP — H“anpr =12 C Oy41. On a alors, pour 1 <¢ <n une résolution localement
libre canonique de O;

Hn+1—1i Hi

s 2(n41) Ln+1+i Lot g M0, O;

Soit F,41 un fibré vectoriel sur C,+1, E, sa restriction a C, et E¢ sa restriction a C.
On a une suite exacte canonique sur Cj 11

0 — E, L — Ey1 — Ec— 0.
D’apres la suite spectrale des Ext (cf. (cf. [10], 7.3), on a une suite exacte

0 — H'(Hom(E¢, E, ® L)) — Exty,  (Ec, E, ® L)
— H%(Exty  (Ec,E, ®L)) — 0.

n+1(
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Lemme 3.1.3 :

Les faisceaux Hom(E¢, E,, ® L) et Sxt(lgnﬂ (Ec, B, ® L) sont de support C' et on
a des isomorphismes canoniques

Hom(Ec, E, ®L) ~ E5® Ec® L, Eaty,,,(Ec, En®L) ~ E&® Ec.

Démonstration. De la résolution précédente de O = O1 on déduit la résolution loca-
lement libre de E¢

Ig, ®un Ig,  ,®m

E,i1®L Ent1 Ec

e n+1®]Ln+1

d’ou découle aisément le lemme. O

On a donc une suite exacte

0——= H'(E © Ec ® L") —= Exto, ,, (Ec, En ® L) — End(E¢) —=0.

Corollaire 3.1.4 :
Soit 0 - E, L — F — Ec — 0 une extension correspondant a
o€ Ext%r)nH(EC, E,®L).

Alors F' est localement libre si et seulement si w(o) est un automorphisme.

Démonstration. L’assertion est locale. Il suffit donc de montrer que si P € C et si
0—>On,17P®C” —>M—>Oc,p®(cn —0

est une suite exacte de O, p-modules, alors M est libre si et seulement si I’élément
associé de Ext}gn 2(On1p@C",Ocp ®C") ~End(C") ® Oc,p est un automor-
phisme, ce qui est aisé. O

3.1.5 Le cas des fibrés en droites - Soient D,, un fibré en droites sur Cy,, D¢ = Dy c.
On a alors une suite exacte

Oi>Hl(L”) *>Ext}9n+l(Dc,Dn ®]L) TsCc——>0.

L’ensemble Pp, des prolongements de D, & C,41 s’identifie & 7—1(1), espace affine
isomorphe & H'(L™). En particulier, considérons Pp, , le groupe des fibrés en droites
sur Cy41 donc la restriction & C), est le fibré trivial. La bijection Po, ~ H'(L")
définie par le prolongement 0,1 de O, est un morphisme de groupes abéliens (on
peut le voir par exemple en utilisant la démonstration du Théoreme 3.1.1).



Faisceaux cohérents sur les courbes multiples 135

3.2 Groupe de Picard de C),

Soit X une variété algébrique. Rappelons qu’on appelle groupe de Picard de X une
variété algébrique, notée habituellement Pic(X), munie d’un fibré en droites £ sur
Pic(X) x X, appelé fibré de Poincaré, tels que pour toute famille plate D de fibrés en
droites sur X, paramétrée par une variété algébrique 7', il existe un unique morphisme
fp: T — Pic(X) et un fibré en droites L sur T tel que

D ~ (fp x Ix)"(£) @ pr(L),

(pr désignant la projection T' x X — T'). S’il existe, Pic(X) est unique & isomorphisme
pres, et £ est unique & un fibré en droites sur Pic(X) pres. L’ensemble des points fermés
de Pic(X) s’identifie avec celui des classes d’isomorphisme de fibrés en droites sur X.

Théoréme 3.2.1 :
Soit n > 1 un entier. Alors il existe un groupe de Picard pour C,,.

Démonstration. On construit Pic(C),) et le fibré de Poincaré £,, sur Pic(Cy) x Cp,
par récurrence sur n. Ils sont évidemment bien connus pour n = 1. Supposons que
n > 1 et que Pic(C)_1) et L£,,—1 existent. On peut voir ce dernier comme un faisceau
cohérent sur Pic(Cp,—1) x C,. On note

p: Pic(Cp—1) x Cp, — Cp, q : Pic(Cp—1) x S — Pic(Cp-1)

les projections.

Soient L,_1 le faisceau d’idéaux de C' dans C,, et . un prolongement de L, _1
a C,. Le faisceau Ext! relatif sur Pic(C,,_1), £ = Exté(ﬁn_l ®@p*(O¢), Ln—1 @ p*(L))
est localement libre. Pour tout « € Pic(Cy,—1) ona &, = EXt%Qn (Lr—iz)cs L1z @L).
On a vu qu’on avait une suite exacte canonique

0—— }I1 (Lnil) - EXt%’)n (Ln—l,r\Ca 'Cn—l,:(,‘ ® ]L) i) End<£n—1,m) =C—— 0.

) - On prend Pic(Cy) =71(1)

et L, est une extension universelle. Les détails de la démonstration sont laissés au

On a donc un morphisme surjectif & — Opic(c

n

lecteur. 0

3.3 Description de Pic(C),)

Comme dans le cas des courbes lisses, les composantes irréductibles de Pic(C},) sont
définies par le degré : ce sont les variétés Pict(C,,), i € Z des fibrés en droites sur C,
dont la restriction a C est de degré i.

Rappelons que pour tout fibré en droites D,,_1 sur Cy,—1, Pp, , désigne I’ensemble
des prolongements de D,,_1 a C,. On a une suite exacte de groupes abéliens

0 — Pp, , ~ H' (L") — Pic(C,,) — Pic(Cp_1) — 0
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(cf. 3.1.5). Soit P,, C Pic(C},) le sous-groupe des fibrés en droites dont la restriction a
C est le fibré trivial. On a une filtration 0 =Gy C G1 C --- C G,,—1 = P,, telle que
pour 1 <i<n—1, on ait G;/G;_1 ~ H'(L?) (G; est le groupe des fibrés en droites
dont la restriction a Cj est triviale). Il découle de [29], Chap. VII, 7, corollaire, que
P,, est isomorphe a un produit de groupes G,, c’est-a-dire un C-espace vectoriel de
dimension finie.

On a donc une suite exacte

0 — P, — Pic(C,) — Pic(C) — 0

et on obtient un résultat analogue a ce que 1’on observe lorsqu’on calcule le groupe de
Picard d’une courbe integre en fonction de celui de sa normalisée (cf. [28, 29]).

4. Invariants des faisceaux cohérents sur les courbes multiples

Soient C), une courbe projective multiple primitive de multiplicité n > 1 et
0201C02C"'C0n

sa filtration canonique. Soient L le fibré en droites associé sur C, Z¢o le faisceau
d’idéaux de C dans C, et g¢o le genre de C.

On pose, pour 1 <i<n, O; = O¢,, et Oy =0, ce sont des faisceaux cohérents
sur C,.

Soient P € C, z € Oy, p une équation locale de C, et v € O, p au dessus d'un
générateur de I'idéal maximal de O¢ p.

4.1 Filtrations canoniques, rang, degré et fonction caractéristique

Soient M un O, p-module de type fini et £ un faisceau cohérent sur C,.

4.1.1 Premiére filtration canonique - On définit la filtration canonique de M : c’est la
filtration
My ={0}CM,C---CMyCM =M

telle que pour 1 < i < n, M;;1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif
M; — M; ®0, » Oc,p . On a donc

M;/Miy1 = M; ®o, , Ocp, M/Miyn ~ M®o,,Oip, My = 2'M.

Le gradué

Gr(M) = @ Mi/Miyy = @2""'M/2'M
=1 =1

est un O¢ p-module. Les propriétés suivantes sont immédiates : si 1 <7 <n

- on a M; = {0} si et seulement si M est un O;_; p-module,
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- M; est un Oy 41— p-module, et sa filtration canonique est
{O}CMnC"'CMi_H C M;,
- tout morphisme de O,, p-modules envoie la premiere filtration canonique du pre-
mier module sur celle du second.

On définit de méme la premiére filtration canonique de £ : c’est la filtration
Enr1=0C &, C---Cé&CE=E

telle que pour 1 <7 < n, &1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif & — & c.
On a donc &;/&1 = Ejc , £/E1 = E¢, - Le gradué Gr(€) est un O¢-module. Les
propriétés suivantes sont immédiates : si 1 <i <n

-onac¢g; = Ié:lé’, et donc Gr(€) = @;};01 IéE/IéHE .
- on a & = 0 si et seulement si £ est un faisceau sur C;_1,

- &; est un faisceau sur Cj,41_;, et sa filtration canonique est

0C&, C---C&q1 CE

tout morphisme de faisceaux cohérents sur C, envoie la premiere filtration cano-

nique du premier sur celle du second.

EXEMPLES : 1-Si€E=0,,1<m<n,ona &/&+1=0¢ ® L~ pour 1 <i<m,
et & =0si7>m.

2 - Si &€ est le faisceau d’idéaux du point P € C' on a
Ei)Ei1=(Oc(-P)@ L") @Cp sil<i<n,et & =Oc(—P)@ L" 1.

4.1.2 Seconde filtration canonique - On définit la seconde filtration canonique de M :
c’est la filtration

MY =0y c M™ ... M@ c MM =M

avec MW = {ue M;z" "' "u=0}.Si My ={0}CM,C---CMyCM =M
est la (premiere) filtration canonique de M ona M; C M @) pour 1 < i < n. Le gradué

Gra(M) = @M /p0+D
=1

est un O¢ p-module. Les propriétés suivantes sont immédiates : si 1 <¢ < n

- M@ est un Op+1-i,p-module, et sa filtration canonique est

{0} cM® c...c M) c pO

- tout morphisme de O,, p-modules envoie la seconde filtration canonique du pre-
mier module sur celle du second.
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On définit de méme la seconde filtration canonique de £ :
Em —fo}ceMc...ce@ceW=c¢

Le gradué Gra(€) est un Oc-module. Les propriétés suivantes sont immédiates : si
1<i:<n

- £ est un faisceau sur Ch+1—-i, €t sa filtration canonique est

0CcEM c...c gt ¢ g

- tout morphisme de faisceaux cohérents sur C, envoie la seconde filtration canon-
ique du premier sur celle du second.

EXEMPLES : 1-Si£=0,,,1<m<n,ona £V/£HD = Oy ® Li+tm"=1 pour
n—-m+1<i<n,et&=0,sii<n—m+ 1.

2 - Si € est le faisceau d’idéaux du point P € C on a E£W /0D = [i=1
2<i<n,et EMN/ER) = Op(-P) .

4.1.3 Rang - L’entier R(M) = rg(Gr(M)) s’appelle le rang généralisé de M.
L’entier R(E) =rg(Gr(€)) s’appelle le rang généralisé de £. On a donc
R(E) = R(Ep) pour tout P € C.

EXEMPLE : Si & est localement libre, on a R(E) = n.rg(£) . Sile support de & est
contenu dans C' (c’est-a-dire que & est un faisceau cohérent sur C' vu comme faisceau
sur Cp), on a R(E) =rg(&c) -

4.1.4 Degré - L’entier Deg(€) = deg(Gr(€)) s’appelle le degré de E.
Si R(€) > 0 on pose u(€) = Deg(€)/R(E) et on appelle ce nombre la pente de E.

EXEMPLE : Si £ est localement libre, on a

n(n—1)

Deg(€) = n.deg(&c) + 5

rg(&ic) deg(L).

Si le support de £ est contenu dans C' (c’est-a-dire que £ est un faisceau cohérent sur
C vu comme faisceau sur Cy,), on a Deg(€) = deg(&|c) -

4.1.5 Fonctions caractéristiques - Soit M un O, p-module de type fini,
Mn+1:{0}CMnC"'CM2CM1:M

sa filtration canonique. On associe & M sa fonction caractéristique, c’est la fonction
linéaire par morceaux

F(M) :[0,n] N

ke{0,...,n}—>R(Mpi1x) = | > rg(Mi/Miy)
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Si £ est un faisceau cohérent sur C,, on définit de méme sa fonction caractéristique
F(&).

On définit de méme la seconde fonction caractéristique de M ou de &, a partir de
leur seconde filtration canonique.

Plus généralement a toute filtration o de M dont les gradués sont des Oc p-
modules est associée de maniere évidente une fonction caractéristique Fys (o) .

4.1.6 Propriétés des filtrations canoniques et des fonctions caractéristiques -
Les démonstrations des résultats suivants sont faciles et laissées au lecteur.

1- La fonction caractéristique d'un O, p-module de type fini ou d'un faisceau
cohérent sur C), est une fonction convexe.

2 - La seconde fonction caractéristique d’'un O,, p-module de type fini ou d’un fais-
ceau cohérent sur C,, est une fonction concave.

3 - Fonction caractéristique générique. Soient N un entier positif, N = pn + m,
avec 0 < m < n, et My = pOp p & Op, p (resp. & = pO,, & Oy, ), qui est de rang
généralisé N. Soit M un O,, p-module (resp. £ un faisceau cohérent sur C,,) de
rang généralisé N. Alors on a F(M) < F(My) (resp. F(E) < F(&))).

4 - Soient M un O, p-module de type fini et o une filtration de M dont les gradués
sont des O¢ p-modules. Alors on a Fy(o) > F(M) , avec égalité si et seulement
si o est la filtration canonique de M.

4.2 Théoreme de Riemann-Roch généralisé

Théoréme 4.2.1 :

Soit £ un faisceau cohérent sur C,,. Alors on a

x(€) = Deg(&) + R(E)(1 = gc)-

Cela découle évidemment du Théoréme de Riemann-Roch habituel sur C et des
définitions de R(E) et Deg(€).

4.2.2 Polynéme de Hilbert - Soient O, (1) un fibré en droites tres ample sur C,,
Oc(1) sa restriction a C et § = deg(Oc(1)). Si € est un faisceau cohérent sur C,, et m
un entier, on pose comme d’habitude O, (m) = 0,(1)¥™, £(m) = £ ®o, On(m), et
si F est un faisceau cohérent sur C, F(m) = F ®o, Oc(m). On a un isomorphisme
canonique Gr(E(m)) ~ Gr(€)(m) , d’ou on déduit immédiatement

R(E(m)) = R(E),  Deg(£(m)) = Deg(€) + R(E)dm

Le polynéme
Pe(X) = Deg(&) + R(E)(1 —gc) + R(E)0- X

s’appelle le polynome de Hilbert de £. On adonc Pg(m) = x(€(m)) pour tout entier m.
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4.3 Propriétés du rang et du degré généralisés

Soit M un O, p-module de type fini. Si la limite

p—0o0

1
lim (p dime(M ®0, , Onp /(xp)))

existe et est finie, on note Ry(M) sa valeur, et on dit que Ro(M) est défini.

Théoreme 4.3.1 :
Soit M un O,, p-module de type fini. Alors Ry(M) est défini et on a

Ro(M) = R(M).

Démonstration. Traitons d’abord le cas ot M est un O¢ p-module. On a alors
M ~T &rOcp, T étant le sous-module de torsion de M et r =rg(M)= R(M).
Puisque T est de type fini il existe un entier py > 0 tel que 1" soit annulé par zP°. On
a donc si p > pg

dime(M ®o,, p On,p/(2P)) = dime(T) + rp,

et le théoreme en découle immédiatement.

Montrons maintenant que si 0 — M’ — M — M"” — 0 est une suite exacte de
O,,,p-modules de type fini et si le Théoréme 4.3.1 est vrai pour deux des modules M’,
M, M", alors il est vrai pour le troisieme. Pour tout p > 0 on a une suite exacte

Torl(M”,Omp/(xp)) — M @O, p/(2P) — M ® O, p/(2P)
— M ® On,P/(fp) — 0.

Il existe un entier N tel que pour tout g > 0 on ait
dimg(Tor' (M”, 0, p/(2%))) < N.

Pour le voir on considéere la résolution de O,, p/(xP)

0 On.p X2 Onp — Oy p/(2P).

Il en découle que Tor! (M", O, p/(xP))) est isomorphe au sous-module M, de M" des
éléments annulés par xP. On a My’ C My C --- C M) C M}/, C --- Puisque M est
noéthérien, cette suite stationnaire, d’ou le résultat.

On a donc

0 < dim(c(M’(X)On,p/(xp))—i—dimC(M"@(’)n,p/(xp))
—dimc(M@)On,p/(Cﬂp)) < N,

et 'assertion en découle immédiatement. On en déduit aussi que si M a une filtration
finie dont tous les gradués possedent la propriété du Théoreme 4.3.1, alors il en est de
méme de M (démonstration par récurrence sur la longueur de la filtration).

Pour achever la démonstration du Théoreme 4.3.1, on utilise la filtration canonique
de M. Ses gradués sont des O¢ p-modules, donc le Théoreme 4.3.1 est vrai pour eux.
Il est donc vérifié aussi pour M. ([
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Corollaire 4.3.2 :

1- Soit 0— M — M — M" — 0 une suite exacte de O, p-modules de type fini.
Alors on a R(M) = R(M')+ R(M") .

2-Soit 0 - F — F — G — 0 une suite exacte de faisceaux cohérents sur C,,. Alors
ona R(F)=R(F)+ R(G) , Deg(F) = Deg(FE) + Deg(G) .

Démonstration. La démonstration de 1- est contenue dans celle du Théoreme 4.3.1. On
en déduit I’assertion de 2- sur les rangs généralisés. Celle concernant les degrés découle
du Théoreme de Riemann-Roch généralisé et du fait que x(F) = x(E)+x(G). O

Proposition 4.3.3 :

1 - Le rang généralisé des O, p-modules de type fini est invariant par déformation.
2 - Le rang et le degré généralisés des faisceaux cohérents sur C), sont invariants par
déformation.

La seconde assertion signifie que si £ est une famille plate de faisceaux cohérents
sur C,, paramétrée par une variété algébrique S, et si sg € S est un point fermé, il
existe un ouvert U C S contenant sy tel que pour tout point fermé s de U ont ait
R(&s) = R(Es,) et Deg(&s) = Deg(€s,). Pour démontrer 2- on utilise le fait que le
polynéme de Hilbert des faisceaux cohérents (cf. 4.3) est invariant par déformation,
et 1- peut se déduire de 2-.

Remarques 4.3.4 : Le rang habituel d'un faisceau cohérent £ sur C),, est défini
de la fagon suivante : pour tout point P de C, soit rp le nombre minimal de
générateurs du O, p-module Ep. Alors il existe un ouvert non vide U de C sur
lequel rp prend sa valeur minimale. La valeur de rp en les points de U est le
rang de €. 1l est noté rg(£). Pour ce rang, on va montrer par un exemple que
les Propositions 4.3.2 et 4.3.3 sont fausses. Supposons pour simplifier que C, soit
plongée dans une surface. soient p, q des entiers positifs tels que p+ ¢ < n. Alors
on a une suite exacte canonique 0 — Op(—qC) — Opyg — Oy — 0 . Mais on a
rg(Op(—qC)) = 19(Opyq) = rg(Oy) =1, ce qui contredit la Proposition 4.3.2. D’autre
part, 'extension précédente montre que O, est une déformation de O,(—¢C) @ Oy,
ce qui contredit la Proposition 4.3.3.

5. Faisceaux quasi localement libres

On reprend les notations de 4.

5.1 Modules quasi libres et faisceaux cohérents quasi localement li-
bres

Soit M un O, p-module de type fini. On dit que M est quasi libre s’il existe des entiers
mi, ..., My non négatifs et un isomorphisme M ~ @;; m;O; p .



142 DREZET

Lemme 5.1.1 :
Les entiers my, ..., my sont uniquement déterminés.

Démonstration. Posons M =@, miO; p = @i miOy,.p/ (%) . Alors on a, pour
0<i<mn,dime(2'M/(25,2)M) = miy1 + 2miro + - + (n —i)my, , ce qui permet de
retrouver les m; a partir de M. O

On dit alors que M est de type (my,...,my). Ona R(M) = szl .
1

Soit £ un faisceau cohérent sur C,. On dit que £ est quasi loc;lement libre en un
point P de C s’il existe un ouvert U de C,, contenant P et des entiers non négatifs
mi, ..., my tels que pour tout point @ de U, &, ¢ soit quasi localement libre de type
mi,...,my. Les entiers mq,...,m, sont uniquement déterminés d’apres le lemme
précédent, ne dépendent que de &, et on dit que (my,...,m,) est le type de &.

On dit que & est quasi localement libre g’il I'est en tout point de C,.

5.1.2 Extensions de modules quasi libres (ou de faisceaux quasi localement libres) -
I est évident qu'un somme directe finie de modules quasi libres (resp. de faisceaux
quasi localement libres) est quasi libre (resp. quasi localement libre). Mais il est faux
qu'une extension de modules quasi libres (ou de faisceaux quasi localement libres) le
soit. Par exemple soit Zp 'idéal (z, z) C O, p. On a une suite exacte

0—>Op1p—>Tp—L>0cp—>0,

ou i est défini par i(1) = z, et p par p(ax + bz) =@, a désignant 'image de a dans
Oc,p. Cependant (z, z) n’est pas quasi libre, car Zp ®0,.p Ocp =~ Ocp®Cp nlest
pas libre.

Théoréme 5.1.3 :

Soit M un O, p-module de type fini. Alors M est quasi libre si et seulement si
Gr(M) est un O¢ p-module libre.

Démonstration. 1l est clair que si M est quasi libre, alors les termes de Gr(M) sont
libres. Réciproquement, supposons que Gr(M) soit libre. Alors les termes de Gr(M)
sont libres, car sinon 'un d’entre eux aurait un sous-module de torsion non nul et il
en serait de méme de Gr(M). On démontre que M est quasi libre par récurrence sur
n, le résultat étant trivial si n = 1. Supposons donc que n > 1 et le résultat vrai pour
n — 1. Alors M est un O,_1 p-module de type fini dont le gradué est @' ,M;/M; 1,
et ses termes sont donc libres. D’apres ’hypothese de récurrence, My est quasi libre,
donc il existe des entiers mq,...,m,_1 tels que My ~ ;‘:_11 m;O;, p . D’autre part, il
existe un entier m tel que M /My = mO¢c p. On a donc une extension

n—1
0— @mi(’)@p — M — m(’)c,p — 0.
i=1

Posons Mac = Ms ®o,, » Oc,p.
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D’apres la construction bien connue des extensions et la résolution canonique de
Oc,p

xz"1 Xz
- Opp——=0Onp On,p Oc,p

I'extension précédente provient d’'un morphisme ¢ :mQO, p — M s’annulant sur

n—l(

z mQOy, p), ce qui est le cas de tous les morphismes, puisque My est un Op_1 p-

module. Plus précisément M est isomorphe au conoyau de
¢ ® (xz) : mO, p/(z" 1) — My & mO,, p.

Le morphisme ¢ est unique a un morphisme m.zO, p — My pres, c’est-a-dire que
I’extension est en fait déterminée par 1’élément de m Moo induit par ¢.

Montrons que ¢ est surjectif. Soit 1 = (¢, 2) : mO, p — Mz @ mO, p . Alorson a
M ~ coker(n), la projection p : M — mOc¢ p étant induite par M & mO, p — mO, p
et U'inclusion My C M par My C My ®mO, p. Puisque mOcp = M/, on a
ker(p) = zM. Si a € My, b € mO,, p, on note (a,b) I'image de (a,b) dans M. Alors
on a p((a,b)) =0 si et seulement si b est de la forme b = z(3. La condition My = zM
implique que pour tous a € My et B € M il existe v € My et a € mO,, p tels que
(a,zf) = (27, za), et donc il existe v € mO,, p tel que (a,z0) = (27 + ¢(v), z(a + v)).
Il en découle que im(¢) + zMy = M>, donc

im(¢) + z(im(¢) + zMy) = im(¢) + 22My = M.

On obtient de méme im(¢) + 2" My = My pour tout r > 0, et en prenant r =n — 1,
on voit que im(¢) = Ma, c’est-a-dire que ¢ est surjectif.

Puisque l'extension est déterminée par I'élément de mMsc induit par ¢, on
peut supposer que ¢ provient d’applications linéaires ¢; : C"™ — C™¢ dont la somme
C™ — @I~ 'C™ est surjective. On se ramene donc au cas oi1 on a une décomposition

Cm=Cro (@?;fcmZ') , et oll @; est la projection. Il en découle que M est isomorphe

a la somme directe de kO¢ p et des extensions
0-——>WMC%J7——+p%'——9Tnﬂgcj>——%0

définies par I'identité C™* — C™:. Il est aisé de voir que N; = m;O; 1 p. On obtient

finalement M ~ kOc p © (EB?_fmi(’)HL p) ce qui démontre le théoreme. O

Corollaire 5.1.4 :

Soit £ un faisceau cohérent sur C,. Alors £ est quasi localement libre si et
seulement si tous les termes de Gr(€) sont localement libres sur C'.

Remarques 5.1.5 : 1 - Soit £ un faisceau cohérent sur C,. Alors Gra(E), le gradué
de la seconde filtration canonique de &, est localement libre si £ est quasi localement
libre. Mais la réciproque est fausse : le faisceau d’idéaux d’un point de C n’est pas
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quasi localement libre, mais le gradué de sa seconde filtration canonique est localement
libre.

2 - Il découle aisément de la démonstration du théoreme 5.1.3 que si € est de type
(mq,...,my) et quasi libre en P, alors il existe un ouvert U de C,, contenant P tel que

5|U ~ i, m10i|U :

Du Théoréeme 5.1.3 découle immédiatement le suivant, qui donne la structure
générique des faisceaux cohérents sur C, :

Théoréme 5.1.6 :

Soit £ un faisceau cohérent sur C,,. Alors il existe un ouvert non vide U tel que
& soit quasi localement libre en tout point de U.

5.2 Morphismes de modules quasi libres et morphismes de faisceaux
cohérents quasi localement libres

Théoréme 5.2.1 :

1 - Soient M, F' des O, p-modules quasi libres et f : M — F' un morphisme surjectif.
Alors ker(f) est quasi libre.

2 - Soient £, F des faisceaux cohérents quasi localement libres sur C,, et ¢ : € — F un
morphisme surjectif. Alors ker(¢) est quasi localement libre.

Démonstration. On ne démontrera que 1-, 2- s’en déduisant aisément.

E”tape 1 - On suppose d’abord que F' est un O¢ p-module libre. On va se ramener
au cas on 2" !M ={0}. Soit N =ker(f). Le morphisme f se factorise par
Mo =M ®o0, , Oc,p (vu comme O, p-module) :

f:M*>>MC*f>>

On peut donc supposer que F' est un quotient libre de M. Posons

n
M = M &cOip, F = Fi&cOcp,
=1

ou My,...,M,, F; sont des C-espaces vectoriels de dimension finie. Les éléments
de M sont donc des sommes wi + --- 4+ wy,, avec w; € M; ®c O; p.  On note w;
I'image de w; dans M; ®c O¢,p. Le morphisme f provient d’une application linéaire
f:@® M; — Fy . Soit N son noyau. On a

N = {w1+...+wneM; wl—l—-~—|—wn€N}.

Soit N,, C M,, I'image de la projection N — M,,. D’apres la description précédente
on a
"IN = N, Q¢ (z"_l(’)mp) C M, ®c (z"_l(’)mp) ="M,
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Soit N/, C M, un sous-espace vectoriel supplémentaire de N,,. On a
M/z"IN = (M; ®@c O1p) @ -+ & (Mp—2 ®c On—a,p)
B ((Mp—1 ® Ny,) @c On_1,p)) ® (N}, @c Oy, p),

donc M/z""!N est quasi libre. Supposons que l'on puisse prouver le résultat si
2N ={0}. Si 2" !N # {0}, on en déduit que N/2" !N est quasi libre : on
voit aisément que c’est le noyau d’un morphisme surjectif de M/2z" " 'N dans un
Ocp-module libre. Donc d’apres le Théoreme 5.1.3 Gr(N/2""1N) est libre. On a
Gr(N) = Gr(N/z""IN) @ 2"~ N, donc Gr(N) est libre, et d’apres le Théoréme 5.1.3
N est quasi libre.

E’tape 2 - On suppose toujours que F' est un O¢ p-module libre. D’apres I’étape 1 il suf-
fit de traiter le cas ot 2" !N = {0}. On démontre que N est quasi libre par récurrence
sur n. C’est évident si n = 1. Supposons que n > 1 et que ce soit vrai pour n — 1. On
a NCM;®- - M,_1, et on peut supposer que F = ((My @ ---M,_1)/N) @ M, .
Soient
[ (M ®@c O1p) @ -+ & (Mp—1 ®c On—1,p)
— F'=((My® - M,_1)/N) ®c Oc,p

et N’ =ker(f’). Alors f' est surjectif et N =N'& (M, @c On_1.p). D’apres
I’hypothese de récurrence N’ est quasi libre, donc il en est de méme pour N. Le
théoréme 5.2.1 est donc démontré dans les cas ot F' est un O¢, p-module.

Etape & - On traite maintenant le cas général, par récurrence sur le plus petit entier m
tel que F soit un Oy, p-module, c’est-a-dire tel que 2™ F = {0}. Le cas m =1 a déja
été traité. Supposons que m > 1 et que ce soit vrai pour m — 1. Soient N = ker(f),
X le noyau du morphisme canonique F — Fo =F ®p, , Oc,p et Ny le noyau du
morphisme composé surjectif

On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0
0 X
f
0 N M F 0
0 No M Fo 0
X 0
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D’apres I'étape 2, Ny est quasi libre, et d’apres 'hypothese de récurrence et la suite
exacte verticale de gauche, N est quasi libre. Ceci acheve la démonstration du
Théoreme 5.2.1. U

5.3 Déformations des O, p-modules quasi libres

Conjecture 5.3.1 :

Soient M, N des O,, p-modules quasi libres. Alors N est une déformation de M
si et seulement si on a R(M) = R(N) et F(M) < F(N).

Ce résultat est démontré dans le cas ou n = 2 (cf. 7.3).

6. Faisceaux cohérents sur les courbes doubles

Soient C5 une courbe projective double primitive et C = C7 C Cs sa filtration ca-
nonique. Soit L le fibré en droites associé sur C, qui n’est autre que Z¢, le faisceau
d’idéaux de C dans C. On notera Oy = Og,.

Si P € C, on notera zp (ou z s’il n’y a pas d’ambiguité) une équation locale de C
dans Oy p, et xp (ou x s'il n’y a pas d’ambiguité) un élément de Oy p au dessus d'un
générateur de I'idéal maximal de O¢ p.

6.1 Structure des faisceaux quasi-localement libres sur C;

6.1.1 Premiere filtration canonique - Soient F un faisceau cohérent quasi loca-
lement libre sur Cy, 0 C E C F sa filtration canonique, et F'= F/FE. On a donc une
suite exacte

0—F—F—F—0

et E, F sont des fibrés vectoriels sur C'. Soit ®r:F ®Zc — F le morphisme
canonique. On a F®Zc ~ F® L , im(®x) = E , donc on peut voir @ comme un
morphisme surjectif F'® L — E. On a une suite exacte canonique

0 — H'(Hom(F, E)) — Extp, (F, E) — H°(Extp, (F,E)) — 0

découlant de la suite spectrale des Ext. D’apres le Théoreme 3.1.1 Il existe un faisceau
localement libre F (resp. L) sur Cy extension de F' (resp. L). On a une résolution
localement libre de F

...F®L2i>ﬂ?®[[4i>1[ri>

F—0,
qu’on construit en utilisant les suites exactes
0—FeL™ —FeoL — F®L — 0.

On en déduit un isomorphisme canonique Exty, (F,E) ~ Hom(F ® L,E) . On a
donc une suite exacte

0 — HY(F* ® E) — Extb, (F, E) —2>Hom(F @ L, E) — 0.
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Soit o € Extfy, (F, E) I'élément associé & la suite exacte 0 — E — F — F — 0. Alors
on a (o) =®x . Cela se voit aisément en utilisant la résolution localement libre
précédente de F' ainsi que la construction des extensions de faisceaux déja utilisée
dans le démonstration du Théoreme 5.1.3.

6.1.2 Seconde filtration canonique - Soient I'le noyaude @ ® Iy» : FF — E® L*
et G celui du morphisme composé

D r®I;«
F F—"" . F®L*

On a donc des suites exactes
0O—G—F—FEQ®L"—0, 0—F—G—T-—0.

Alors le faisceau G est localement libre sur C. C’est le plus grand sous-faisceau de F
de support C. Autrement dit, 0 C G C F est la seconde filtration canonique de F.

6.1.3 Réciproque - Construction de faisceaux quasi localement libres - Soit
®: F® L — E un morphisme surjectif. Soient o € Exty, (F, E) au dessus de ® et

0O —F—F —F—0

I’extension associée a o. Alors il est facile de voir que la filtration canonique de F est
0CECF.

6.1.4 Notations: Er=F ,Fr=F ,Gr=G ,I'r=T1.

6.1.5 Produits tensoriels - Soient £, F des faisceaux quasi localement libres sur
C5, alors on a Eegr =EcQ@Er® L*, Fegr = Fg ® Fr, Gg®]: =GeRGr L.

6.2 Reésolutions localement libres de faisceaux quasi localement libres

Soit £ un faisceau quasi localement libre sur Cs . Alors on a un diagramme commutatif
avec lignes exactes

b

0 — Ext (Fe, Fe ® L) —*> Ext},, (Fg, Fg ® L) End(Fg ® L) 0

I o

0 — Ext, (Fg, E¢) & BExt, (Fe, Ex) Hom(Fe ® L, Eg) —0

les fleches verticales étant induites par ®g .
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Lemme 6.2.1 :
Soit o € Exty, (Fg, Eg) correspondant a €. Alors on a o € im(r) .

Démonstration. On a (o) = ®¢ = q(Ip.or) - Soit 0 € Ext}g2 (Fe,Fe ® L) tel que

b(0) =Ipeer - On a fon(d) =P¢ , donc o — () € im(a) . Puisque p est sur-
jective, il existe A € Ext}QC (Fe,Fe®L) tel que o —7(0) =aop()) . On a donc
o=m(0+al}N) . O

Il existe donc un faisceau localement libre F et un diagramme commutatif

0—Fe®L F Fe 0
e |
0 E¢ & Fe 0

ou les suites exactes horizontales proviennent des premieres filtrations canoniques.
Le morphisme f est surjectif et on a ker(f) =T¢® L . On a d’autre part comme
dans 6.1.1 une résolution localement libre de I's ® L :

i Tell-TeL LT @ L —0
ou I' est un fibré vectoriel sur C5 extension de I'e . On en déduit une résolution

localement libre de £

P TR ) JELI A 0

Corollaire 6.2.2 :

On a, pour tout i > 1 et tout faisceau quasi localement libre G sur Cy un isomor-
phisme canonique Exty,(E,G) ~ Hom (e @ L', Tg) .

6.3 Structure des faisceaux sans torsion sur Cs

6.3.1 Faisceaux de torsion sur C' - Soient P € C et N un O¢ p-module de torsion.
Alors il existe des entiers ni,...,n, uniques, tels que n; > --- > n, et que

p
N ~ @Oc,p/(x}?).
i=1

Soit T un faisceau cohérent de torsion sur C. On pose T' = Extl o(T,0¢) . Alors on a

T~T (isomorphisme non canonique), mais on a un isomorphisme canonique T~T.
Soit E est un fibré vectoriel sur C. Alors on a Ext’bC (T E)={0} sii#1 et
Ext%gc (T, E) ~ Hom(E*,T). D’aprés la Proposition 2.2.1 et le fait que Tor, (E, O¢)
est de torsion, on a un isomorphisme canonique Ext}, (T, E) ~ Exty, (T, E) . Si T,
T’ sont des faisceaux cohérents de torsion sur C et f : T — T’ un morphisme, on note
f le morphisme induit T —T.



Faisceaux cohérents sur les courbes multiples 149

Lemme 6.3.2 :
Soient I un fibré vectoriel sur Cy et F' =F|c. Alors

1 - Le morphisme canonique Exté, (T,F) — Exté, (T,F) est nul. On a donc un
isomorphisme canonique Ex‘c}g2 (T,F) ~ Ex‘c}o2 (T\F®L) .
2 - Pour tout j > 2 on a Ext}, (T,F) = {0} , etsij>1ona

ExtéQ(T,F) ~ Exty, (T, F @ (L*Y™') ~ Hom(E* @ Li~\,T) .

Démonstration. La conclusion de 1- découle de la suite exacte
0—-F®RL—-F—F—0.
Puisque Hom(T,F) = Hom(T, F') = 0, on a des isomorphismes canoniques
Exty, (T,F) ~ HO(Exty, (T, F)),  Exty, (T, F) ~ HO(Exty, (T, F)),
et il suffit, pour prouver 1-, de montrer que le morphisme canonique
Exty, (T,F) — Eatp, (T, F)

est nul. On se ramene donc au probleme suivant : soient ¢ > 0 un entier et P € C), il
faut montrer que le morphisme canonique

® : Extp, ,(Oc.p/(xp), O2,p) — Exto, .(Oc,p/(zp), Oc,p)

est nul. On utilise la résolution libre suivante de O¢ p/(x%) (en tant que Oy p-module) :

209 p d 205 p — O2,p — Oc.p/(z%)

_ et .
avec [ = (ZOP :P ) , h = (zp,2%) . On en déduit le diagramme commutatif
P

Oz p

202 p

209 p

th@l@c P J/ tf@l@c P
Oc.p —20c,p —20c.p

Exto, ,(Oc,p/(2p), O2,p) = ker('f)/im(‘h),
Exto, ,(Oc,p/(2p), Oc,p) ~ ker("f @ Iog )/ im(*h © lo p),

et @ est induit par ¢. Un calcul simple montre que

ker(tf)/im(th) = ((ZP7x33)7 (0’ ZP))/((ZP7$§3))7

est donc engendré par la classe de (0, zp), dont I'image dans 20¢ p est nulle. On a
donc @ = 0. Ceci démontre 1-.

Pour démontrer que Ext{,)2 (T,F) = {0} on utilise encore la résolution précédente
de Oc,p/(x') et les autres assertions de 2- découlent alors de la suite exacte

0—FQL—-F—F—0. O
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6.3.3 Faisceaux sans torsion sur Cs - Soient £ un faisceau cohérent sans torsion sur
Cy, 0 C E C & sa filtration canonique, F'® T = £/E, F étant localement libre et T' de
torsion sur C'. On a donc une suite exacte

0—F—& —FoT—0.

Soit F le noyau du morphisme £ — T'. On a un diagramme commutatif avec lignes et
colonnes exactes

(D1) 0 0
0 E F F 0
0 E E—1sFaT 0
p
T T
0 0

Notons que F n’est pas uniquement déterminé, mais E, F' et T le sont. On peut donc
noter K = FEg, F'=F¢, T ="1Tg¢.

Lemme 6.3.4 :

Le faisceau F est quasi localement libre et sa filtration canonique est 0 C E C F.

Démonstration. 1l suffit de démontrer la seconde assertion, qui entraine le premiere
d’apres le théoreme 5.1.3. Soit P € C. 1l suffit de montrer que Ep C zpFp. Soit
e € Ep. Alors il existe € € Ep tel que e = ze (car 0 C E C & est la filtration canonique
de &). Soit q(e) = (f,t). N existe u € Ep tel que g(u) = (0,t), et un entier k > 0 tel que
zkt =0. On a donc g(zhu) = 0, c’est-a-dire que z%u € Ep. On a donc zprhu =0,
d’ott zu =0, car £ est sans torsion. Soit € = e —u. Alors on a z¢' = e, et p(¢') =0,
c’est-a-dire ¢ € Fp. On a donc e € z2Fp. O

Le morphisme canonique ®r: FF® L — E ne dépend pas de F. En fait il est
induit par £ ® Zc — €. On peut donc le noter ®¢. On notera I'(E) = ker(dg).

On note Vg le noyau du morphisme surjectif £ — F. 1l est concentré sur C et
localement libre sur C' (pour le voir on remarque qu'’il est contenu dans le premier
terme de la seconde filtration canonique de &€ décrite plus loin).

On note og I'élément de Ext, (T, F) associé a la suite exacte

0—-F—=E—-T—0.

D’apres le diagramme commutatif précédent I'image de og dans Ext}g2 (T, F) est nulle.
On peut donc voir og comme un élément de Ext}g2 (T, E), qui est indépendant du choix
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de F et défini & un automorphisme de 7" pres. Rappelons qu’on a un isomorphisme
canonique
Exté, (T, E) ~ Hom(E*,T).

Lemme 6.3.5 :

Le morphisme og : E* — T est surjectif.

Démonstration. On déduit de la suite exacte 0 — F — & — T — 0 une injection

End(T) — Ext, (T, F) . On voit aisément qu’elle associe & un automorphisme 7 de
T le morphisme 7Toog: E* — T. Si og n'est pas surjectif, il découle aisément de la
description des faisceaux de torsion sur C' (cf. 6.3.1) qu’il existe 7 € End(T") tel que
Tooeg =0. U

Remarques 6.3.6 : 1- On montre aisément que og est 'élément de Ext}, (T, E) associé
a la suite exacte 0 - E — Vg — T — 0. Ceci permet de redémontrer le Lemme 6.3.5.

2 - Réciproque - Soient F un faisceau cohérent quasi localement libre sur Co,
0 C E C F sa filtration canonique, F' = F/E, et o : E* — T un morphisme surjectif.
On peut voir o comme un élément de Ext%g2 (T, E). On en déduit un élément og de
Extg, (F,T) et Dextension associée 0 — F — & —T — 0 . Puisque 'image de o
dans Extf,, (F,T) est nulle, on obtient le diagramme commutatif de 6.3.3. Soit P € C.
Puisque Ep C zpFp C zp€p, 0 C E C £ est la filtration canonique de £. On montre
aisément comme dans le Lemme 6.3.5 que la surjectivité de o entraine que &£ est sans
torsion. Enfin, on a og = 0o.

6.3.7 Index d’un faisceau sans torsion - On pose i(£) = h%(T) , qu'on appelle l'index
de &.

6.3.8 Seconde filtration canonique - Soit G¢ le noyau du morphisme composé

DRI
£ F—— . poL*

On a donc un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

(D) 0 0
0 Gr Ge T 0
0 F £ T 0
E®QL*——E® L*
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Il est aisé de voir que le faisceau G¢ est concentré sur C' et localement libre sur
C. De plus, 0 C Gg C & est la seconde filtration canonique de £.

6.3.9 Familles de faisceaux sans torsion - Soit S une variété algébrique. On appelle
famille de faisceaux sans torsion sur Co paramétrée par S un faisceau cohérent C sur
S x (9, plat sur S et tel que pour tout point fermé s € S, s soit sans torsion sur Cs.

EXEMPLES 6.3.10 Soient P € C'k > 1 unentieret 3 € Oc p. Onposexr = zp, z = zp.
On note Ly pg g le faisceau d’idéaux sur Cy tel que pour tout @ € C\{P}, on ait
(Lrprzp)g=02p , et (Lipzpg)p= (¥ 4 Bz) . C’est un faisceau localement libre,
donc un fibré en droites sur C2. On a Ly p, gjc = Oc(—kP) . Pour tout entier k > 1
on note 7, p le faisceau d’idéaux du sous-schéma kP de C. On a donc Ij p, = (q:k, z).
On a un isomorphisme

(*)  Tipc =~ Oc(—kP) & Ty,

ou T}, est le faisceau de torsion nul en dehors de P et tel que Ty p = Oc.p/(z) .
L’isomorphisme () au point P est

axk + vz —— (r(az®), p(7))

(ou 7 : Oc,p— Ocp et p: Ocy p— Oc.p/(zF) sont les projections), donc il dépend
du choix de z.
6.4 Plongements dans un faisceau quasi localement libre

On consideére le faisceau sans torsion € de 6.3.3. On conserve les notations de 6.3.

Proposition 6.4.1 :

Soit p € Exty, (E ® L*, Gg) I'élément correspondant a la suite exacte
0—Gg—E&— FE®L*— 0 dudiagramme (D). Alors
1 -1l existe un v € Exté2 (Ve ® L*,Gg¢) tel que u soit I'image de v par I’application

Ext, (Ve ® L*, Ge) — Extp, (E ® L*, G¢)

induite par 'inclusion E C Vg.
2-Soit 0 — Ge — U — Ve ® L* — 0 la suite exacte correspondant a v. Alors
U est quasi localement libre sur Cs.

Démonstration. On considere la suite exacte 0 — F — Vg — T — 0 . On en
déduit le morphisme

§ : Exty, (E ® L*, Gg) — Ext), (T ® L*, Gg).

11 suffit, pour obtenir 1-, de prouver que §(u) = 0.
Les définitions de Vg, G¢ sont locales : on peut définir, pour tout P € C et tout
O3 p-module sans torsion de type fini M, les Oy p-modules Vi, G, de telle sorte que
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Vep = Vgp, Gep = Ggp. On a EXt%Q(T & L*,Gg) = HO(E:Ct%QZ(T X L*,Gg)) , et on
a, pour tout P € C' un diagramme commutatif évident

EXt}QQ (E ® L*a GE) — EXt}Qz,P (EP ® L;’ GEP)

Ext}, (T ® L*, Ge) = Extd, ,(Tp ® L, Gep)

Pour montrer que 6(u) =0, il suffit donc de montrer que pour tout P € C on a

Sp(ev(p)) = 0.
Les constructions de 6.3 sont additives : on a

Veage = Ve @ Vg, Geager = Ge @ Ggr,

etc... C’est aussi le cas des constructions locales. 11 suffit donc, d’apres le Corol-
laire 6.5.5, de traiter le cas ol (Zp p)p. On est donc ramené au cas o £ =Ty p.
L’assertion 1- découle donc du diagramme commutatif avec lignes exactes

0 L 0y Oc=Vgp —0

et de la Proposition 4.3.1 de [9].

L’assertion 2- est aussi locale. On peut donc encore se ramener au cas ot & = Zj, p.
Il faut montrer que pour tout diagramme commutatif avec lignes exactes de O p-
modules

0——Lp—— (I]c’p)p —— Oc¢(=kP)p —=0

]

0 Lp M Oc,p

0

onaM~0Oyp. Ona Lp~Oc(—kP)p~Ocp, et Ext%g2 »(Oc,p,Ocp) ~Ocp et
on vérifie aisément que I’élément de Ex‘c}g2 ~(Oc,p,Oc,p) associé a la suite exacte du

haut est de la forme aa:]]% (avec o € O¢ p inversible). D’autre part le morphisme

Oc,p = Oc(—kP)p — Oc,p

est la multiplication par x]}_,. Donc I’élément de Ext%/)z P(OC’, p,Oc,p) associé a la suite
exacte du bas est a, d'oit M ~ O3 p. Ceci démontre 2- . O



154 DREZET

Corollaire 6.4.2 :

11 existe un faisceau quasi localement libre V sur Cs et un diagramme commutatif
avec lignes et colonnes exactes

0 0
0 Ge & E®L*——0
0 Ge 14 Ve®@L* ——0
T T
0 0

En particulier, £ est isomorphe au noyau d’un morphisme surjectif d’un faisceau quasi
localement libre dans T'.

6.5 Dualité

Soient P € C et M un Oy p-module de type fini. On note M" le dual de M :
MY = Hom(M,Os,p) . Si N est un O¢ p-module, on note N* le dual de N :
N* =Hom(N,Oc¢,p).

Soit € un faisceau cohérent sur C,,. On note £ le dual de € : £V ~ Hom(E, O3).
Si E est un faisceau cohérent sur C, on note E* le dual de E : E* = Hom(F, O¢).
Ces notations sont justifiées par le fait que EV # E* :

Lemme 6.5.1 :

1 - Soit N un O¢ p-module de type fini. Alors on a NY ~ N*. Si N est libre on a
Extl(,)Q’P(N, Oq.p) ={0} sii>1.

2 - Soit E un faisceau cohérent sur C. Alorson a EV ~ E*® L. Si E est localement
libre on a Extl, (E,O2) = {0} sii> 1.

Démonstration. On ne démontrera que la seconde assertion, la premiere étant ana-
logue. Soient F un fibré vectoriel sur Cy et F'=Fc. On a donc une suite exacte
canonique 0 - F®L —-F—F —0.

En examinant ce qui se passe en chaque point de C' on en déduit aisément la
suite exacte duale 0 — F¥ - FY — (F® L)Y — 0 . On a un morphisme canonique
FY — F* évident. En examinant ce qui se passe en chaque point de C on voit
aisément que ce morphisme est surjectif et que son noyau est exactement FV. On a
donc (F® L)V =F* dou FY=F*® L. Pour démontrer 2- on peut se limiter au
cas ou F est localement libre. D’apres le Théoreme 3.1.1 il existe un prolongement de
E en un fibré vectoriel E sur Cy. D’apres ce qui précede on a bien EY = E* ® L.
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Soit L une extension de L a (. On a une résolution localement libre de E, en
tant que faisceau sur CY :

.—FeL? —F®L-—F—F—0,

obtenue en juxtaposant les suites exactes 0 — F® L't! = FL! — FQ L' — 0 .
On en déduit immédiatement que Extg, (E,O2) =0 sii> 1. O

6.5.2 Dualité des faisceaux quasi localement libres - Les propriétés suivantes
se démontrent aisément ce qui se passe en chaque point de C'. Si F est un faisceau
cohérent quasi localement libre, alors on a

Erv ~ Ex®L? Frv ~ Gr®L, Gp ~ FroL.

Le morphisme ®zv : Frv ® L — Erv est le morphisme G ® L? - Er® L? pro-
venant de la suite exacte 0 - Er - Gr — Tz — 0.

Plus généralement, si £, F sont des faisceaux quasi localement libres sur Cs, et si
H =Hom(E,F) , alors on a Ep = Hom(Eg, Exr ® L) , Gy = Hom(Fg,Gr) , et des
suites exactes

0 — Hom((Tg, Ex) ® Hom(Ee,T'r ® L) — Fy
— Hom(T'e,T'yr) @ Hom(Es, Exf) — 0,
0 — Hom((Tg, Ex) ® Hom(Ee,Tx ® L) — T'yy — Hom(T'e,T'x) — 0.

Il découle du Lemme 6.5.1 quesi 0 — & — & — £ — 0 est une suite exacte de
faisceaux quasi localement libres sur Cs, alors la suite transposée

0-&Y =&Y =& -0

est aussi exacte.

Si F, F' sont des faisceaux quasi localement libres sur Cs, le morphisme canonique
FY ®@F — Hom(F,F') n'est pas en général un isomorphisme (par exemple O @ O¢
=L, Hom(O¢,Oc¢) = O¢). On a en fait une suite exacte canonique

0 —T(F)@IN(F)® L — F' @ F — Hom(F,F) — T(F)* @ T(F) — 0.

6.5.3 Dualité des faisceaux sans torsion - Si M est un O p-module de type
fini et £ un faisceau cohérent sans torsion dur C5, on a des morphismes canoniques
i M — MYV ig £ — EVV .

On dit que M (resp. &) est réflexif si ipr (resp. ig) est un isomorphisme.

Proposition 6.5.4 :

1 - Un Oy p-module de type fini est réflexif si et seulement si il est sans torsion.
2 - Un faisceau cohérent sur Cy est réflexif si et seulement si il est sans torsion.

Démonstration. 1l est clair que 2- découle de 1-. Soit M un Oy p-module de type fini.
Il est clair que si M est réflexif, il est sans torsion. Pour démontrer la réciproque on
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peut utiliser une étude de la structure des Oz p-modules sans torsion analogue a 6.3.3.
On trouve qu’il existe un sous-Oy p-module quasi libre N de M tel que T'= M /N soit
de torsion. On en déduit une suite exacte 0 — MY — NY — T — 0. Il est immédiat
que MY est sans torsion. Montrons que M C M"YV . 1l faut prouver que pour tout
m € M il existe ¢ € MY tel que ¢(m) # 0. C’est immédiat si M est quasi libre. En
général, il existe un entier k > 0 tel que x'j;m € N. Puisque N est quasi libre, il existe
Y € NV tel que w(:c’fgm) # 0. D’autre part il existe un entier p > 0 tel que 29 € MV.
Il suffit donc de prendre ¢ = I‘I;;'_p 1. On a maintenant un diagramme commutatif avec
lignes exactes

0—>N—> MW —=T

0 N M T 0

On en déduit immédiatement que MYV = M. O

m

Soit m > 1 un entier. On note I, p = (2™, 2) .

Corollaire 6.5.5 :

Soit M un Oy p-module sans torsion. Alors il existe des entiers m, q et une suite
d’entiers ny,...,n, tels que

p
M ~ (@Im,p)@m(')Q,pEBQOQP.
i=1

Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 6.5.4 on montre qu’il
existe un sous-Oy p-module quasi libre N de M vV tel que MY /N soit un Oc,p-module
de torsion. Il en découle que MY =M C NV et que NY/M est un O¢ p-module de
torsion. Le résultat découle alors du lemme suivant. O

Lemme 6.5.6 :

Soient M un Oa p-module quasi libre, T' un O¢, p-module de torsion et w: M — T
un morphisme. Alors il des entiers p, m, q et une suite d’entiersny > ng > --- > mn, > 1
tels que

p
ker(7r) ~ (@ Im,P) D m027p D q(’)(;’p.
=1

Démonstration. Soient N = ker(w), Mc = M ®0, , Oc,p, et E le noyau de la restric-
tion M — M. Le morphisme 7 se factorise par M¢ :

M——>Mc—">T
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Soit F' =ker(7) . Alors E et F sont des O¢ p-modules libres. On a un diagramme
commutatif avec lignes et colonnes exactes :

0 0
EF=———=F
0 N M T 0
0 F Mc T 0
0 0

Posons £/ = rO¢ p, F' = sO¢,p. On a donc une suite exacte
0—=r0cp— N — sOcp— 0.

On a Extbp (sOc,p,7Oc,p) = L(C*,C") @ O¢,p . La suite exacte précédente est donc
associée a une matrice A = (¢;j)i<i<ri<j<s déléments de Oc p. On peut supposer
que tous les ¢;; ne sont pas nuls. Si ¢;; # 0, on pose ¢;; = x4 n;; , avec 1;; inversible.
On peut supposer que ¢11 # 0 et que my; est minimal. Dans ce cas en ajoutant des
multiples de la premiere colonne de A aux autres colonnes et en manipulant aussi les
lignes, on se ramene au cas ou ¢1; =0 si j # 1 et ¢;1 =0 si7# 1. On fait la méme
chose avec la sous-matrice A’ = ((ﬁij)ggigw,ggjgs, et se rameéne au cas suivant : A
possede une sous-matrice carrée B diagonale, et tous ses autres termes sont nuls. Le
résultat découle alors immédiatement du fait que si 8 € O¢ p est de la forme 3 = 2" q,
avec « inversible, et si 0 — O¢p — E — Ocp — 0 D'extension correspondant a 3,
alorsona E~1I,p. O

Le résultat suivant découle de 6.4. On en donne une autre démonstration.

Corollaire 6.5.7 :

1 - Soit M un O p-module de type fini et sans torsion. Alors il existe un module quasi
libre N, un O¢ p-module de torsion T et un morphisme surjectif ¢ : N — T tels que
M ~ ker(¢).

2 - Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur Cy. Alors il existe un faisceau quasi
localement libre G sur Cs, un faisceau de torsion T sur C' et un morphisme surjectif
¢:G— T tels que £ ~ ker(¢p).

Démonstration. On ne démontrera que 2-, 1- étant analogue. Le faisceau £ est sans
torsion. On a vu dans 6.3 qu’il existait un faisceau quasi localement libre F sur C5, un
faisceau de torsion Ty sur C et une suite exacte 0 — F — &Y — Ty — 0 . En dualisant
cette suite exacte on obtient la suivante

0 gV FV 5[Et1(T0, 02) L gxtl((c/’V’ 02) —0.



158 DREZET

On a £YY = £ d’apres la Proposition 6.5.4, et Ext!(Ty, O2) = L ® Ty . 1 suffit donc de
prendre G = F¥ et T = ker(¢). On a en fait Ext'(EY,03) =0 : cela se démontre
en utilisant le Corollaire 6.5.5 et des résolutions libres des modules I, p (cf. la
démonstration de la Proposition 7.1.1). U

7. Déformations des faisceaux cohérents sur les courbes multiples

7.1 Schémas de Hilbert ponctuels sur C,

Soit d > 1 un entier. Soit U C C}, un ouvert affine tel qu’il existe un plongement de
U dans une surface affine lisse S. On note Hilbd(Cn)‘U la sous-variété de Hilb%(S)
constituée des sous-schémas finis de longueur d contenus dans U, et 7 la restriction a
Hilbd(Cn)|U x U du schéma universel Ty sur Hilb%(S) x S. La structure de variété
de Hilb%(Cy,) |y est définie de la facon suivante : soit po : Hilb¥(S) x S — Hilb%(S)
la projection et V' = pg«(7p), qui est un fibré vectoriel de rang d. Tout élément de
I'idéal de U dans S induit une section de V, et Hilbd(Cn)w est précisément le lieu des
zéros de ces sections. Le schéma Hilb?(Cy, )y muni de 7 est le schéma de Hilbert des
sous-schémas finis de longueur ¢ de U.

Proposition 7.1.1 :

Soit Z C U un sous-schéma fini de longueur d > 0 de support P, T = Oy. Alors
si Z est contenu dans C' le morphisme canonique Ext$, (T,T) — Ext%,)s (T,T') est un
isomorphisme. Autrement dit I'inclusion Hilbd(Cn)W C Hilb%(S) induit un isomor-
phisme entre les espaces tangents en Z.

Démonstration. Cela découle du fait que I’'équation de U dans S est une puissance
n-ieme de celle de C. O

Le résultat précédent implique que toute déformation infinitésimale (c’est-a-dire
paramétrée par spec(C[t]/(t?))) de T en tant que faisceau sur S en est une de T en
tant que faisceau sur C,, c’est-a-dire que c’est une famille de faisceaux dont le support
est contenu dans C,.

Les déformations de Z en tant que sous-schéma de C induisent des déformations de
T : elles correspondent au sous-espace Exty, (T,T) C Ext%gn (T,T') de codimension d.

Quand n = 2 on peut décrire entierement les sous-schémas T' de Cs de support
P : Soit Z un sous-schéma fini de longueur d > 0 de support P, T = Oz. Alors le
schéma Z est une intersection complete dans U. Deux cas peuvent se produire :

- I = (aP*9, z2%), avec p,q > 0,p+¢>0,d=p+2q .

- I = (7P 4 za%, z27™), avec m >0, p,g >0, p+2¢+2m=d, a € Ocp
inversible.
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7.2 Déformations des faisceaux localement libres sur C
Proposition 7.2.1 :

On suppose que Cs est plongée dans une surface lisse S. Soit E un fibré vectoriel
sur C. Alors le morphisme canonique Ext, (E,E) — Ext%,)s(E, E) est un isomor-
phisme.

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.1.1 il existe un fibré vectoriel E (resp. un fibré
en droites L) sur C dont la restriction a C' est E (resp. L). On a alors une résolution
canonique de E sur Cy

D EQL? —EQL —FE —E .

On en déduit un isomorphisme Extp, (E, E) ~ Hom(E ® L, E). D’autre part, en
utilisant la résolution localement libre de O¢ sur S : 0 — Og(—C) — Og — Oc — 0
on obtient Tor}Q s (E,O¢) ~ E® L. On en déduit, en utilisant la suite spectrale des
Ext et la Proposition 2.2.1 le diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0

0 — Extp,, (B, E) — Exty (E, E)

Hom(E ® L, E)
:

0 —— Extb,, (B, E) —— Exth, (E, E) — Hom(Torb, (E, Oc,), E)

Hom(E ® L, E) 0

0
On en déduit que ker(a) ~ Hom(E ® L, E), d’ot a =0 et ¢ = 0. O

Remarque 7.2.2 : Ce résultat se généralise aisément de la fagon suivante : soient n,
k des entiers avec n > 2, 1 < k < n, Y une courbe multiple plongée dans une surface
lisse S, Ci=CC(CyC---CC,=Y safiltration canonique, et E un fibré vectoriel
sur Ci. Alors, si 2k < n, le morphisme canonique Ext%gcn (E,E) — Ext%gs(E, E) est
un isomorphisme.

Théoréme 7.2.3 :

Soient p > 0, d des entiers et F un fibré vectoriel de rang 2 et de degré d sur C.
Alors
1 - Si E se déforme en faisceaux sans torsion sur Cs, non concentrés sur C' et d’index p,
alors il existe un fibré en droites V sur C' de degré 1(d + deg(L) + p) et un morphisme
non nul a: V — E tels que Hom((E/im(a)) ® L, V) # {0} .
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2 - Si E posséde un sous-fibré en droites V de degré 1(d + deg(L) + p) tel que
Hom((E/V)® L,V) # {0}, alors E se déforme en faisceaux sans torsion sur Cy, non
concentrés sur C' et d’index p.

Démonstration. Démontrons d’abord 2- . Soit D= FE/V. On peut supposer
que DR L CV, et il existe un unique sous-schéma Z C C de dimension 0 tel que
V/(D® L) ~ Og. Alors il existe des faisceaux £ sans torsion sur Cy, non concentrés sur
C, d’index p, de premiere filtration canonique 0 C D ® L C &, tels que Ve = V et que le
morphisme canonique D ® L — Vg soit l'inclusion D ® L C V. On a donc une suite ex-
acte 0 >V — & —- D — 0. On a aussi une suite exacte 0 —V — F — D — 0.
La famille des extensions de D par V (paramétrée par Ext, (D,V)) est donc une
déformation de E dont le faisceau générique est sans torsion, non concentré sur C et
d’index p.

On démontre maintenant 1-. Supposons que E soit une déformation de faisceaux
sans torsion non concentrés sur C et d’index p. Il existe donc un germe de courbe lisse
(Y,0), une famille plate F de faisceaux cohérents sur Cy paramétrée par Y telle que
si y #0, F, soit de rang généralisé 2, sans torsion, non concentré sur C, d’index p,
et que Fo ~ F. La famille de fibrés en droites sur C' (V,)yey\ {0} se prolonge en 0 et
la restriction Pic(Cy) — Pic(C) admet des sections locales. Il existe donc un fibré en
droites V sur Cy x Y tel que pour tout y € Y\{0} on ait Vo ~ Vg,. En remplagant
F par F ® V™! on se ramene au cas ol pour tout y € Y\{0} on a Vg, = Oc.

On va démontrer 1-, avec V = O¢. Soient t un générateur de 1'idéal maximal de
Oyp et pp: Ca x Y — (o la projection. Il existe un morphisme

7 p2(Oc)v\foy — Flyv\{0}

tel que pour tout y € Y\{0} on ait im(m,) = VF,. On va montrer qu’il existe un
entier k tel que t*m se prolonge en un morphisme v : p5(Og) — F non nul en 0. Il
suffit de montrer que c’est vrai au voisinage de tout point de C'. Soient P € C, et
0 : Ocyx(v\{oy) — Flyv\{o} le composé de 7 et de la projection

Ocyx(v\{o}) — P2(Oc) v\ {0}

qui est donc une section de Fjy\foy. Alors F(p) est un (O2,p ® Oy,p)-module, et on
déduit de o un élément op du localisé F(poy ). Il existe un entier p tel que tPop
se prolonge en un élément vp de F(pg). On peut supposer que p est minimal. Il
reste & montrer que (yp)o, l'image de vp dans le Oy p-module (Fp)p, est non nul.
Si (yvp)o =0, on a vp € tFpgy. On a donc vp = tv, avec v € F(py), d'ott tPop = tv.
Mais, puisque F est plat sur Y, la multiplication par ¢ est injective. Donc t*~lop = v,
ce qui contredit la minimalité de p. On a donc (yp)o # 0.

Il en découle que O C E et D = coker(v) est une famille plate de faisceaux de
rang 1 sur C. Pour tout y € Y'\{0}, on a Hom(D, ® L,O¢) # {0} (car D, = Er, et
Oc¢ = Vz,). Donc par semi-continuité on a Hom((E/O¢) @ L, O¢) # {0}. O
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7.3 Déformations des faisceaux quasi localement libres sur les cour-
bes doubles

Soient F un faisceau quasi localement libre sur Cy et 0 C F C F sa premiere filtration
canonique. On pose 7¢(F) =rg(E) . On a toujours R(F) > 2ro(F) , avec égalité si
et seulement si F est localement libre.

Si P € C, on défini de méme l'entier 79(M) pour tout Oy p-module quasi libre M.

Proposition 7.3.1 :

Soient P € C, M un Ojp-module quasi libre, et 79 un entier tel que
0<2rg <R(M). Alors M se déforme en Oz p-modules quasi libres N tels que
ro(N) =ro si et seulement si on a 19 > ro(M).

Démonstration. On a rg(M) = R(M) —ro(M). Les modules N déformations de M
sont de rang généralisé R(M) et de rang au plus rg(M), donc 7o(N) > ro(M).
Réciproquement, supposons que 0<2rg < R(M) et 19> ro(M). Soit
s =R(M) —2ro(M), donc M ~ro(M)O2p ®sOcp . On doit montrer que M se
déforme en modules isomorphes a 79Oz p @ (s — 2(rg — 19(M)))Oc¢,p . 1l suffit de mon-
trer que 2(rg — r0(M))Oc,p se déforme en modules isomorphes & (rg — ro(M))O2 p.
Cela revient a montrer que 20¢ p se déforme en modules isomorphes a Oj p.
Cela se voit aisément en considérant des extensions de O3 p-modules
0—=0cp—A—0Ocp—0. O

Il en découle que si un faisceau quasi localement libre £ sur C se déforme en
faisceaux quasi localement libres de rang g, alors on a 7oy > 79(€). La réciproque est
fausse : si par exemple R(E) est pair, et si £ se déforme en faisceaux localement libres,

R(€)

on doit avoir Deg(£) = =5~ deg(L) (mod 2). J’ignore si cette condition est suffisante

pour que £ se déforme en faisceaux localement libres.

7.3.2 Déformations de modules - Soit z € Oyp un générateur de 'idéal de C'. On
a Extp,,(Ocp,Ocp) ~Ocp sii>1. Cela se démontre en utilisant la résolution

libre de O¢p :

Xz

(K*) o Ogp

Sii,j <1, le produit
Extl,, (Ocp, Ocp) x Extl, (Ocp,Ocp) — Extg? (Ocp, Ocp)

est la multiplication Ogp X Ocp — Ocp . Cela se voit en interprétant les éléments
de Ext’l(%2 ~(Ocp,Ocp) comme des morphismes de degré —k de (K*) dans lui-méme.
Soient k un entier positif et Ay = C[t]/(t*) . On appelle déformation d’ordre k
d’un O p-module M un (O2p ®c Ag)-module M plat sur A, tel que M/tM = M. On
appelle déformation d’ordre infini de M un (O2p ®c Cl[t])-module M plat sur Clt] tel
que M/tM = M . Les déformations d’ordre 2 de M sont paramétrées naturellement
par Ext}QQP(M, M) . Sioe€ Ext}92p (M, M) et si M, est le (O2p ®c Ag)-module cor-
respondant, alors M, s’étend en une déformation d’ordre 3 si et seulement si 02 =0
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dans EXt%QQP (M, M) (cf. [9], 3) . Soient r un entier positif,
o e EXt%%P (rOcp,7Ocp) ~ End(rOcp),

et M, le (O2p @c Az)-module correspondant. Alors M, s’étend en une déformation
d’ordre 3 si et seulement si o o 0 € End(rO¢cp) est nul.

Soit ¢ € End(rO¢cp) tel que ¢> =0 . On montre aisément qu'il existe une base
de rO¢p dans laquelle la matrice de ¢ est une matrice diagonale de matrices du

type 0 ou Il en découle d’abord qu’une déformation d’ordre 2 de rO¢p

0
pouvant s’étendre en une déformation d’ordre 3 se décompose en une somme directe
de déformations de 20¢p et de déformations triviales de O¢cp.

Soit € Ocp un générateur de l'idéal maximal. Soit ¢ € End(20¢cp) tel que
0 0
0 zF
déformation s’obtient en considérant le faisceau d’idéaux Zpp de kP. On a une suite

#*> =0. On peut supposer que la matrice de ¢ est , k>0. Une telle

exacte canonique
0— L — Zyp — Oc(kP) — 0.

Soit o € Ext, (Oc(kP), L) correspondant & l'extension précédente. On considere la
famille d’extensions paramétrée par C

0 — po, (L) — & — pp,(Oc(kP)) — 0

(ou po, est la projection Cy x C — C3) telle qu’en tout ¢ € C I'extension
0—L—& — Oc(kP)— 0 correspond a to. Alors (&:p)iec est une déformation
d’ordre infini de 20¢p qui est une extension de ’extension d’ordre 2 définie par ¢. Les
déformations en modules libres sont celles pour lesquelles k =0 .
Il découle de ce qui précede qu'une extension d’ordre 2 de rOcp s’étend en une
déformation d’ordre 3 si et seulement si elle s’étend en une déformation d’ordre infini.
Soit M = aOsp & bOcp un Osp-module quasi libre. Alors on a
Ex‘c%)2 H(M, M) = Ext%)2 »(00cp,bOcp) . Les déformations d’ordre 2 de M se réduisent
donc a celles de bO¢cp .

7.3.3 Déformations de faisceaux - Soit £ un faisceau cohérent quasi localement
libre sur C5. Alors on a d’apres la suite spectrale des Ext et 6.2.2 une suite exacte

0 — H'(End(€)) — Extp, (€,€) = HO(Eatp, (€,€))
=Hom(Te¢ @ L,Tg) — 0 .

Soit F une déformation d’ordre 2 de £ correspondant & o € Ext, (€,€) . 1l découle
de 7.3.2 que F s’étend en une déformation d’ordre 3 si et seulement si le morphisme
m(0)? :Teg ® L? — T¢ est nul.

Conjecture : F s’étend en une déformation paramétrée par une courbe lisse si et
seulement si 7(0)? =0 .
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8. Faisceaux d’idéaux de points

Soient C, une courbe projective multiple primitive de multiplicité n > 1, plongée dans
une surface projective lisse S, C' =C; C Cy C --- C C,, la filtration canonique et L
le fibré en droites sur C' associé (cf. 2.1). On pose, pour 1 < i <n, O; = Oc¢, . Soient
L le faisceau d’idéaux de C' dans C,, (qui est un fibré en droites sur C,,_; et L = Lic .
Si P € C, on note xp un élément de O, p au dessus d'un générateur de l'idéal
maximal de O¢ p, et zp un générateur de 'idéal de C' dans O, p. L’idéal maximal
de O, p est donc (zp,zp). On note Lp le faisceau d’idéaux sur C,, égal a (xp) en P
et & O, pr en P’ # P . C’est un faisceau inversible. Notons que contrairement & ce
qu’indique la notation, £Lp dépend du choix de zp. Soit 7, p le faisceau d’idéaux sur
Cy, égal & (zp,z" ') en P et & O, pr en P' # P . 1l dépend de xp mais pas de zp .

8.1 Déformations des faisceaux d’idéaux de points

Soit Z un ensemble fini non vide de p points de C. On note Z,, 7z le faisceau d’idéaux
de Z sur C,,. Onnote Lz = Qpcyz Lr , Inz = Qpcyg Inp -

Proposition 8.1.1 :

Soient D un fibré en droites sur Cy, Dyp—1 = Dic,_,, D = D|¢. On suppose que la
restriction H°(D) — H°(D,,_1) est surjective. Alors on a une suite exacte canonique
0— H(Oc(Z)® L" ' ® D) — Hom(Z,,.z,Znz @ D) — H°(Dy—1) — 0 .

Démonstration. On alL. C Z,, z car Z C C, et I, z/L ~ Oc(—Z) . Soit
¢ € Hom(Z,, 7,2,z ®@D) . Alors on a ¢(L) CL®D : pour le voir on utilise la
caractérisation suivante delL.: en P € C, si z € O,p engendre l'idéal de C, Lp C Z,, 7 p

=1 Le morphisme ¢:L —-L®D équivaut & une section s

est 'annulateur de z
de D,_1 . Soit ¢ le morphisme 7, 7 — 7,z ® D induit par une section de D au
dessus de s. Alors on a (¢ —s)(L) =0 , donc ¢ — o est induit par un morphisme
Oc(=Z) - 1,7 ®D . L'image de ce morphisme est contenue dans le sous-faisceau
constitué en P de I'annulateur de z, ce sous-faisceau est isomorphe & L' @ D. La

Proposition 8.1.1 en découle immédiatement. U
En particulier, si D = Oy, on obtient End(Z, z) ~ C® HY(Oc(Z) ® L") | et
si H'(D) = H°(L) = {0}, Hom(Z,, 2z, Zn.z ® D) ~ H*(Oc(Z) @ L" ' @ D) .
Proposition 8.1.2 :
Ona &End(Z,z)~ Tnz® E}l .

Démonstration. Cela découle aisément du fait que pour tout P € Z, les endomor-
phismes de Z,, p sont du type

axp + bzp— a(axp + bzp) + Baz"" 1,

avec o, 3 € Op p . O
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Proposition 8.1.3 :

On suppose que h°(L) =0 et que h°(Kgc) =0 ou Kgc, = Oy . Alors on a

2
dim(Extb,, (Tnz,Tnz)) = 1+ %02 n gKSC +p+h20c(2)® L"),
dim(Extd, (Zn,z,Tnz)) = 1+n2C%+1%(0c(Z) ® L")
+ h(Oc(Z) @ L' @ Kg) + h°(Kg|c,)-

Démonstration. Démontrons d’abord la premiere égalité. Soit T = O,,/Jy 7z . Clest
un faisceau de support Z tel que h%(T) = (n — 1)p . On a une suite exacte, d’apres
la Proposition 8.1.2

0— End(Znz) — L, — ToL—0,
d’ott on déduit la suite exacte
0 — End(Z, z) — H(L,') — H(T) — HY(End(Z,,z)) — H (L) — 0.
D’apres la Proposition 8.1.1 on a End(Z,, z) ~ C & H°(O¢(Z) @ L") , donc
W (End(Tnz)) = —x(L7') + (n—1)p+h(Oc(Z) @ L") + 1.

On a h%(L,'/0,)=np , donc x(L,') =np— ”—2202 — 5KsC . D’apres la suite
spectrale des Ext on a

dim(EXt%z)Cn (In7z,1-n7z>) = hl(Snd(In,Z)) + ho(gwt%f)cn (Inyz,z-mz)) .

On a Eact%gcn (Zn,z,In,z)) ~ 20z . Cela se démontre aisément en utilisant en chaque
point P de Z la résolution suivante de (Z, z)p :

0 z?‘l Tp z}‘,_l
zp —xp zZp 0

On en déduit immédiatement la premiere égalité.

2 2 2 (zp,zp)
On,P On,P On,P On:P

Démontrons maintenant la seconde. On a, sur S, x(Zn. 7,25 z) = —n2C? . D’autre
part, d’apres la Proposition 8.1.1 et la dualité de Serre

dim(Ext$ (2,2, Zn.z)) = dim(Hom(Z, 2,7,z ® Ks))
= h(0c(Z)® L" ' ® Ks) + h°(Kg(c,),

d’ou le résultat. O

8.1.4 Sous les hypotheses de la Proposition 8.1.3 on a donc

: 1 1 (n—1)? 2 n—1
dlm(EXt(’)S(In,Zazn,Z)/EXtocn(In,ZaIn,Z)) = 5 (G 5 KgC

+ B(Oc(=2Z) @ L") + K (K g0, )-
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8.1.5 Les cas du plan projectif et des surfaces K3 - Si S est P, ou une surface
K3, ona H°(Ng,) = HY(Os(nC))/{c™) , ot N désigne le fibré normal de C dans S
et 0 € HY(Og(C)) une équation de C.

Soit F une déformation plate de Z, z (en tant que faisceau sur ) paramétrée
par une variété algébrique (ou analytique) connexe U, z € U un point fermé tel que
Fz ~ 1, 7z . On en déduit une déformation de C),, d’ou I'application canonique

er . T, U — H(Og(nC))/{c™).

Soit & une déformation semi-universelle de Z,, 7 (en tant que faisceau sur S) paramé-
trée par un germe de variété analytique (Xo,zo). Alors ©F se factorise & travers

O : Ty Xo = Extpy (Tn,z,In.z) — H(Og(nC))/(o™).

En particulier, I'image de ©F est contenue dans celle de @ig .

Théoréme 8.1.6 :

L’application @ig induit un isomorphisme
Exto (Zn.z:Inz)) Exto, (Tnz:Inz) ~ V/(e"),
ot V. .C H°(Og(nC)) est I'espace des courbes passant par tous les points de Z.

Démonstration. Le noyau de @ig contient Ext}Q o (Zn,z,Zn,z), qui correspond aux
faisceaux de support C,. On a d’apres 8.1.4

dim(V/(o™) = dim(Exto (Zn,z,Tnz)/ Exto,, (Tnz,Tnz)),

donc il suffit de prouver que V/(0™) C im(©%) . Pour cela il suffit de construire une
déformation F de Z,, z comme précédemment telle que V/{o™) C im(©7) . On prend
U =V et F est la famille des faisceaux d’idéaux de Z. O

EXEMPLE 8.1.7 : Soient z, y, z des coordonnées de P,. Supposons que C' soit
la droite d’équation z =0, et que Z = {(z;,v;,0);1<i<p} . Pour 1<i<p,
soit z; un nombre complexe tel que 2" =2} +y;'. Pour o € C, soit C, la courbe
d’équation 2" = a"x"™ + a™y" , qui est lisse si a # 0. Notons que C, =Cy. On a
Zo = {(iyyi,az;); 1 <i <p} CCq . Soit Z, le faisceau d’idéaux de Z, dans C,, vu
comme faisceau sur Py. Alors A = (Z)acc est une déformation de Z,, z . L’ensemble
I' des courbes C, est une courbe de P(H"(Op,(n))) passant par (z"). La tangente &
cette courbe en (z™) n’est pas contenue dans V/(z") . Ceci n’est pas contradictoire
avec le Théoreme 8.1.6 car on voit aisément que d@‘fzn> =0.

8.2 Faisceaux de rang généralisé 2 sur les courbes doubles

On s’intéresse ici aux faisceaux sans torsion de rang généralisé 2 sur Cy. Les plus
simples sont les fibrés en droites sur Cy et les fibrés vectoriels de rang 2 sur C. 1l
reste a étudier les faisceaux sans torsion de rang généralisé 2, non concentrés sur C' et
d’index positif.
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Soient D un fibré en droites sur Cy de degré d, et D = D|¢. On a donc une suite
exacte 0 > D®L—-D—D —0,et deg(D) = (d—deg(L))/2 . Si maintenant £
est un faisceau cohérent sans torsion de rang généralisé 2 et de degré d sur Cs, non
concentré sur C, et si 0 C E® L C £ est sa filtration canonique, alors F est un fibré
en droites sur C'. On a donc une suite exacte

0—FEQL—& —FEdT — 0,

T étant un faisceau de torsion sur C. On a donc
d—deg(L) —i(€)
5 .

Les seuls autres faisceaux de rang généralisé 2, de degré d et sans torsion sur Cy sont
les fibrés vectoriels de rang 2 et de degré d sur C.

deg(E) =

Proposition 8.2.1 :

Soient S une variété algébrique irréductible réduite et K une famille de faisceaux
sans torsion de rang 2 sur Cy paramétrée par S. On suppose qu’aucun faisceau Kg
n’est concentré sur C. Alors I'index des faisceaux K4 ne dépend pas de s € S.

Démonstration. Le degré des faisceaux K4 est indépendant de s, notons le d. Soit
pc, + S x Cy — Cy la projection. L’'image du morphisme canonique K ® p*CQ(L) — K
est une famille de fibrés en droites £ sur C' paramétrée par S (cela se démontre en
utilisant les résultats de 7.3.2 et 7.3.3). Le degré des fibrés en droites L sur C est
donc indépendant de s. On a d’apres ce qui précede on a

d — deg(L) — i(Ky)
5 .
Donc i(Ky) est indépendant de s. O

deg(Ls) =

Soit £ un faisceau cohérent sans torsion de rang généralisé 2 sur Cs, non concentré
sur C'. Alors il existe d’apres le corollaire 6.5.7 un fibré en droites F sur C, un
faisceau de torsion T sur C et une suite exacte 0 - & - F — T — 0. On en déduit
immédiatement la

Proposition 8.2.2 :

Soit £ un faisceau cohérent sans torsion de rang généralisé 2 sur Cs, non concentré
sur C'. Alors il existe un fibré en droites F sur Cy et un unique sous-schéma fini Z C C
tels que € ~7T;® F , Iz désignant le faisceau d’idéaux de Z dans Cs.

Le fibré en droites F n’est pas en général unique.

8.2.3 Dualité - On utilise les notations de 6. On utilise les notations de 6. Sin > 1
est un entier, on note L(n, P, zp) le faisceau d’idéaux du sous-schéma de C5 de support
P engendré par z%5 en P. Comme la notation le suggere il dépend du choix de zp.
C’est un fibré en droites sur Cy. Soit Z un un sous-schéma fini Z C C. On va décrire
le faisceau dual de Z5. Posons
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Z =Yy mp,
7

avec n; > 1, les P; étant des points distincts de C'. Alors on a

—1
Iy SIZ®(®E(W,P1',$P¢)> :

8.2.4 Déformations infinitésimales des faisceaux de rang généralisé 2 - On rappelle
maintenant et on précise les constructions de 6.3. Soient £ un faisceau cohérent sans
torsion de rang généralisé 2 sur Co, non concentré sur C, et D ® L C £ sa premiere
filtration canonique, D étant un fibré en droites sur C. Alorson a fc~D&T, T
étant un faisceau de torsion sur C. Fixons un isomorphisme

n:&c ~ DaT.

On en déduit la suite exacte 0 > D®L —-E& - DT — 0. Soit
(v, 0y) € Ext, (D,D @ L) & Ext, (T, D ® L) D'élément associé. Le noyau JF;, du
morphisme composé £ — D@ T — T est un fibré en droites sur Cs, et on a une suite
exacte

0O —D®L-—F,—D-—0

qui est associee a Vy.

. ) ) ' 0
Les automorphismes de D @ T sont représentés par des matrices 7 = (Z ﬁ)’

avec v € C*, fe Aut(T) et ¢: D — T. On a vroy = avy + ¢0oy, , Oropy = Poy, .
Puisque Ext}g2 (T,D® L) = Ext%gc (T, D ® L), la multiplication par
oy : Hom(D,T) — Exté,(D,D ® L) est a valeurs dans Ext$, (D, D ® L) = H'(L).
On a HY(L)C HY(O3). On peut donc voir la multiplication par o, comme une
application

B, : Hom(D,T) — H'(Os).

Le rang de cette application ne dépend pas du choix de 7.

Un calcul élémentaire mais fastidieux permet de démontrer la
Proposition 8.2.5 :
On a des suites exactes canoniques
0 — H°(O) — End(€) — ker(3,) — 0,
0— Ex‘c%r)2 (1,T7) — Ext%r)z (€,&) — coker(B,) — 0.
La seconde suite exacte est scindée.

Conséquences : On peut montrer en utilisant la Proposition 8.2.5 que les seules
déformations de £ proviennent de déformations de 1" et de F;,. Les déformations de T'
sont décrites en 7.1.
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9. Faisceaux de rang généralisé 3 sur les courbes doubles

Soient S une surface projective lisse irréductible et C' C S une courbe projective lisse
irréductible. Soient Cy C S la courbe double associée, L = Oc(—C) et | = —deg(L).
On suppose que [ = C2 > 1. Le genre de C est g = %(C’2 + KsC)+1.

Soit £ un faisceau quasi localement libre de rang généralisé 3 sur C'y, non concentré
sur C. Il est donc localement du type Oy & O¢. Pour fixer les idées, rappelons qu’on
a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0
0 e
0 Ee E Fe 0
0 Ge E Ee®L*——0
I'e 0

0

la premiere ligne exacte provenant de la premiere filtration canonique de £ et la seconde
ligne exacte de la seconde filtration canonique de £&. On a rg(Eg) =rg(ls) =1,
rg(Fg) =rg(Ge) = 2.

Le rang et le degré des fibrés vectoriels FEg, Fg, Gg, I's sont invariants par
déformation (cela se démontre comme la Proposition 8.2.1). Cette propriété se
généralise aux faisceaux quasi localement libres de type (m — 1, m) ou (m,m).

9.1 Faisceaux (semi-)stables

DEFINITION 9.1.1 :  Soit £ un faisceau cohérent sur Co pur de dimension 1. On dit
que & est semi-stable (resp. stable) s’il est sans torsion et si pour tous sous-faisceau
propre F C € on a u(F) < u(€) (resp. <).

Il découle du Théoreme de Riemann-Roch 4.2.1 et du calcul de polynomes de
Hilbert effectué dans 4.2.2 que cette notion de (semi-)stabilité est équivalente a celle
de Simpson (cf. [31]). Il existe donc des variétés de modules de faisceaux semi-stables
de polynome de Hilbert donné.

Soit £ un faisceau quasi localement libre de rang généralisé 3 sur Cs, non concentré
sur C. On pose e =deg(Eg), v=deg(T's) . Si & est semi-stable (resp. stable) on
obtient, en considérant les sous-faisceaux Eg¢, Gg, que 7 — 2l < e <[+~ (resp <). Le
résultat suivant montre que la (semi-)stabilité de £ dépend uniquement des propriétés
des fibrés de rang 2 Fg et Gg :
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Lemme 9.1.2 :

Soit £ un faisceau quasi localement libre de rang généralisé 3 sur C'y, non concentré
sur C. Alors £ est semi-stable (resp. stable) si et seulement si les deux propriétés
suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout sous-fibré en droites D' de Gg on a deg(D’) < u(€) (resp. <).
(ii) Pour tout fibré en droites quotient D" de Fg on a pu(€) < deg(D”) (resp. <).

Démonstration. On ne traitera que le cas de la semi-stabilité, I’autre cas étant ana-
logue. Les conditions sont évidemment nécessaires. Supposons les vérifiées. Soit F C €
un sous-faisceau de rang 1 ou 2. Il faut montrer que u(F) < u(€) . Si F est de rang 1,
Er C Eg¢ est sans torsion, donc F est un faisceau sur C, c¢’est donc un sous-faisceau de
Gg, et il est localement libre de rang 1. Soit F' C G¢ 'image inverse du sous-faisceau
de torsion de Gg/F, c’est un sous-fibré de Gg. On a pu(F) < p(€) d’apres (i), et
w(F) < p(F), donc p(F) < u(€). Supposons F de rang 2. Alors £/F est de rang 1,
donc Eg,r est de torsion. Soit G son image inverse dans €. Alors on a u(F) < u(G)
et il suffit de prouver que u(G) < u(€) . Cela découle du fait que £/G est un quotient
de Fg, car £/G est un faisceau sur C, et de (ii). O

On en déduit que si G¢ et Fg sont semi-stables (resp. stables) il en est de méme
de &.

9.2 Variétés de modules

On suppose que v — 1 < € < 7, ce qui équivaut a p(Eg) < pu(Ge) et p(g) < p(Fe) .

On note Mj(e,v) la variété de modules des faisceaux quasi localement &£ libres
stables de rang généralisé 3 tels que deg(Fg) =€, deg(I's) = v et que Fg, G¢ soient
stables. C’est un ouvert de la variété de modules M (3,2¢ 4 v + 1) des faisceaux semi-
stables de rang généralisé 3 et de degré généralisé 2¢ + v + .

Proposition 9.2.1 :

La variété Ms(e,~y) est irréductible de dimension 5g + 21 —4 . La sous-variété
réduite associée est lisse.

Démonstration. Soient . € W 7! (cf. 2.3), correspondant & un morphisme O — Fy.

Soient ' € JV, F=Fy®T, E = (F/T)® L € J°. On a donc une suite exacte

0 Ay B Sy ) S —

Rappelons qu’on aune suite exacte
0 — Ext (F, E) — Ext},, (F, E) ——Hom(F @ L, E) —0 .

Soit 0 € 77 1(p) . Soit 0 — E — &, — F — 0 l'extension associée, ou &, est quasi
localement libre de rang généralisé 3, bg, = E,I'g, =T, Fg, = F .
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Lemme 9.2.2 :

Soit ne€ Ext%,)c (T,E) C Ext,(I',E)  correspondant & la  suite exac-
te 0 — EF — Gg, — I' — 0 . Alors n est I'image de o par ’application
0 : Ext, (F, E) — Extp, (T, E) déduite de Iinclusion I C F.

Démonstration. Cela se démontre en utilisant des résolutions libres adéquates de I,
E. On en déduit des résolutions libres de F', &,, G¢, permettant de représenter les
Ext! et de prouver le lemme. O

Lemme 9.2.3 :
Pour tout ny € Ext%gc (T, E) il existe oo € 7 (p) tel que 6(cg) = 1o -

Démonstration. Soit O¢ : Ext}QC (F,E) — Ext} (L', ) Tapplication déduite de I'in-
clusion I' C F. Alors ¢ est surjective. Soit a € Extbc(F, E) tel que O¢c(a) =no — 1.
Il suffit de prendre og = o + « . O

Fin de la démonstration de la Proposition 9.2.1 - D’apres le Lemme 9.2.3 on peut
choisir o de telle sorte que Gg, soit stable. Dans ce cas &, € M;(e,7) . Le reste de la
Proposition 9.2.1 se démontre aisément. O
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