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ABSTRACT
This paper studies irrationality of values taken by the functions T, defined by T, ()=

+oo n, o n(n +oo n
T2 (n+1)/2 "and E, such that Eq(z)zz:n:O 2 /Hk:1 (¢"—1), where ¢eQ

and |g|>1.

1. Introduction et plan

Soit ¢ € C, |g| > 1. On pose 0, =1 et ny = qqn_l

qui est le g-analogue de n!, avec la convention tout au long de cet article que le produit

sin > 1; de plus on note n,! = 04..n,

sur un ensemble vide d’indice est égal & 1 (et que la somme sur un ensemble vide
d’indices est nulle), ce qui est cohérent avec 0, = 1.

Nous nous intéressons a la fonction de Tschakaloff T}, : T,(z) = :i% qn(f+)/2 et
a la fonction E:
+oo on
E,(z) = —_—;
! nz;] pet (@8 —1) 7
le véritable g-analogue de I'exponentielle e, vérifie e,(2) = 3,0 5—:, =E,((¢—1)z).

La fonction de Tschakaloff 77, et la fonction £, sont des fonctions entieres sur C;
pour ces fonctions, nous démontrerons des résultats portant sur des valeurs prises par
celles-ci aux éléments non nuls d’un corps de nombres K.

Plusieurs auteurs se sont intéressés a cette question; 'un des premiers résultats
est di a L. Tschakaloff [9]:

Théoréme T:

Soit a € Q*. On suppose que v > % Alors Ty () est irrationnel.

Keywords: Irrationality, q-analog.
MSC2000: 11J72.
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Rappelons la définition de + :

Soit ¢ € Q tel que |¢| > 1; on pose ¢ = % avec b € N*, a € Z et a et b premiers
entre eux. Le réel v > 1, est défini, lorsque b # 1, par In|a] = v Inb; le cas b = 1
signifie ¢ € Z et on prend alors v = +o0.

Le théoreme cité ci-dessus, est étendu par P. Bundschuh au cas d’un corps quadra-
tique imaginaire ([5]).

D. Duverney ([7], [8]) démontre ensuite que les nombres

400

Zq n? o T,( Zq—(n(n-i-l))/Q
n=0
ne sont pas irrationnels quadratiques pour ¢ € Z.

J.P. Bézivin généralise des résultats précédents dans [3].

L’article est organisé de la facon qui suit: La Partie 1 présente I'introduction et le
plan. Dans la Partie 2, nous donnons des rappels et les notations utilisées. La Partie
3 donne des résultats d’irrationalité relatifs a T, (o), E,(«) pour v € K*.

2. Rappels et notations

2.1. Quelques rappels

Soit K un corps de nombres de degré noté d. Pour toute place v de K, on note K,
et Qy, les complétés de K et Q pour la place v et d, = [K, : Q,]. Les valeurs absolues
sont normalisées en imposant que la restriction de | |, & Q soit la valeur absolue usuelle
si v est une place infinie et si v est une place finie au-dessus du nombre rationnel p,

que [ p o= 3

Pour o de K*, on a la formule du produit:

1=]]1a " (2.1)

Pour une place v de K et g € Qx tels que | ¢q |,# 1, on pose

Zw, lql,>1 dw In | q |w
dy 0] gl '

Ly = (2.2)

Rappelons enfin que pour f entiére, on note

| [ (R) =Maxp.i<g | f(2) |-
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2.2. Notations et principe des démonstrations

Soit K un corps de nombres, v une place de K et ¢ € Q tel que | ¢ |,> 1. Nous
notons Fy la fonction qui suivant le cas est T, ou Ey en posant Fy(z) = > -y an(q)2";
c’est une fonction entiere sur C,. Notre but est de démontrer, sous des hypotheses
adéquates, que pour a € K*, on a F,(a) ¢ K.

Pour cela on raisonne par I’absurde; on peut donc trouver A et p de K* tels que:
AFg(a) +p=0.

On définit alors la fonction ®, entiere dans C, par ®(z) = AF,(az) + p avec ®(1) = 0.

On définit également la suite (u,) en posant ®(z) = Y _unan(q)z" ainsi que la
fonction entiere 1 et la suite (v,) par: ¥(z) = % = D e Unan(q)z". Nous allons

établir que la suite (v,) est une suite récurrente linéaire, en étudiant la suite des
déterminants de Kronecker définie par

Vg U1 .. Un

(%1 (%) oo Up+41
K, =

Un Up41 .- Von

En effet, on sait que ([1] page 169), si K, est nul a partir d’un certain rang, alors v est
une suite récurrente linéaire. Nous montrerons alors que le fait que v soit récurrente
linéaire permet d’aboutir & une contradiction.

L’idée de travailler directement sur le déterminant K,,, qui apparait dans [3], est
reprise ici et améliorée partiellement:

- améliorée parce qu’on peut l'utiliser pour d’autres fonctions que Ty, (ici E,) et pour
d’autres travaux (par exemple études de K-indépendance linéaire),

- partiellement puisqu’elle se révele moins fine dans le cas Ty,.

3. Résultats d’irrationnalité

Cette partie propose d’examiner l'irrationalité des images par chacune des fonctions
envisagées, d’un élément a non nul d’'un corps de nombres avec des hypotheses ne
portant que sur 1’élément ¢ de Q.

3.1. Enoncés des résultats

Théoréme 3.1

Soit ¢ € Q*, K un corps de nombres et v une place de K telle que | q |,> 1. Soit

d’autre part o € K*. On suppose i, < %; alors Ty(a) ¢ K.
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En particulier, dans le cas ou K = Q, on obtient les deux corollaires:

Corollaire 3.1
On suppose q € Q et | g |> 1. Soit o« € Q*. Lorsque v > %, alors T, (o) ¢ Q.

Corollaire 3.2

On suppose ¢ € Q et | g |> 1. Soit K une extension quadratique de Q et o € K*.
Siona~vy> 4 alors Ty(a) ¢ K.

Ces résultats améliorent ceux de J.P. Bézivin dans [3]. En effet dans le Corol-
laire 3.1, la condition ~ > % est plus fine que v > %. De méme dans le Corollaire 3.2
v > % améliore v > 14.

D’autre part le Corollaire 3.2 implique que sous les hypotheses indiquées, T, ()
n’est pas algébrique de degré d < 2.

En particulier nous avons obtenu Tj2(q) ¢ Q c’est-a-dire

Yo

qn

et n’est pas algébrique de degré d < 2. Le premier résultat cité était connu pour q € Z.

Enfin une question ouverte naturelle est de savoir si ces résultats demeurent vrais
sous la condition v > 1.

Nous donnons maintenant les résultats relatifs a la fonction E, ou ce qui revient
au méme a e4. En raison du produit infini définissant F,, qui est:

Ey(z) = f[o (1+ qip)

p=1

et qui provient de la relation fonctionnelle £, (qz) = (1+ 2)E4(2), il y a une restriction
naturelle sur les valeurs de a.

Théoréme 3.2

Soit ¢ € Q*, K un corps de nombres, v une place de K telle que | q |,> 1. On
suppose que a € K*, o ¢ —¢"" et que p, < 2; alors E,(a) ¢ K.

Dans le cas particulier K = QQ et en prenant pour place v la place infinie de QQ, on
obtient le résultat suivant:

Corollaire 3.3

Soit € Q, | q|>1,a€Q* et ag¢ —q¢" . Lorsque v > 2, alors E () ¢ Q.

Ce corollaire améliore un peu le résultat cité par P. Bundschuh dans [6] (page 182)
qui obtenait alors y > %

La encore une question naturelle ouverte est de savoir si les résultats demeurent
vrais si v > 1.
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3.2. Lemmes techniques

Dans ces lemmes, on a considéré une place v de Q.

Lemme 3.1

Soient ¢ € Q (| ¢ [v# 1), me N, neN, 6§ >0,v7>0etw=1Inf(|qly, |q1‘v).
Soient 6 une fonction entiére telle que pour tout R >> 1,
§In* R
I [0, (R) <>~ +0(n R), (3.1)
2 In “
et g une fonction entiére vérifiant pour tout R >> 1
|9 lv (R) <YR™ [ gl (Rw) +yR" [0 |, (R), (3:2)
alors N 5
I | gl (R) < MM 0ok O(n R). (3.3)

2ln L
w
Démonstration. Par récurrence immédiate dans (3.2) on a, pour tout N > 1:

| g lo (R) < 4V RN =M g | (RN
N-1
3 AFRIEmER R0/ g | (RF),
k=0

On prend R assez grand et on choisit de prendre N tel que Rw”™ <1 < RwN~1 ie.
it < N < B 4 1. Ceci montre que la fonction R —| g |, (Rw™) est bornée; d’autre

In % - In %
part la fonction z — R™*w(m*(#=1))/2 est maximale en zo = llrfllff

+ % Il en résulte

. . Va 2 CEN
ue ce premier terme a son logarithme borné par 122 4+ O(In R). Le deuxiéme terme
q p par i

de la somme qui utilise Zg:_ol est majoré par N multiplié par le plus grand terme de

cette somme, ot N = (£ + O(1). En utilisant la fonction définie sur [0, N — 1] par

-1 o
Mm Inw + —l(lnR+xlnw)2 +xln~,
2 2In =

w

r——(n+mz)ln R+ |an +

qui correspond au logarithme népérien du terme général on obtient que le deuxieme

S?i’i +O(In R). Le résultat

terme de la somme a son logarithme népérien inférieur a 6
(3.3) en découle alors. [J

Lemme 3.2

Soient a € C, b € C*, | € N*, oy, ..., a; des complexes non nuls. On définit la
fonction 0 par le produit infini:

0(=) =[] ﬁ{(l— Zj)(H“‘fﬂ}- (3.4)

k>0 i=1
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Pour I = 0, on convient que:

k>0
La fonction 6 est une fonction entiére et on a pour R >> 1:

l+ €,
In|@d]|, (R) <

In* R+ O(In R) (3.5)

ot 'on a posé €, = 0 ou 1 selon que x est nul ou pas.

Démonstration. Comme 0 < w < 1, on voit facilement que 8 est une fonction entiere;
on a clairement la relation

20
1+ 39T (1 - 2)

d’ot résulte I'existence d’une constante v > 0 telle que pour R >> 1 on ait:
6] (R) <YR™ [ 0], (wR).

Nous sommes ici dans un cas particulier du Lemme 3.1 pour lequel g est remplacée
par 6, 0 par 0 et m = [+ ¢,, d’ou (3.5). O

Lemme 3.3

Soient a, b, ¢, des nombres complexes tels que bc # 0, ¢ € Q" et () une fonction
rationnelle réguliére en 0, dont nous notons les péles a1, ..., ;. On pose Q = ]];—;. SiQ
est une fonction polynéme, on prend |l = 0 et on supprime les termes dans les produits
infinis qui suivent. Soit ¢ une fonction méromorphe dans tout C sans péle & origine,
vérifiant I’équation fonctionnelle:

(az +b)i(2) = ezib(gz) + Q(2). (3.6)
Nous avons les résultats
(i) pour | ¢ |,< 1 et a # 0, les poles de ¢ sont dans 'ensemble %, k>0 1=

1.1, =% h > O}; pour a = 0, ils sont dans {%, k>0,1i= 1,...,l}. Supposons

» aqho
o; # —% pour tout k € Z. Soit la fonction entiere 6 définie par le produit infini:

0z) =[] (1 + aqbkz> (1 - q:Z> (3.7)

i?

alors la fonction g = 1759 est entiére et vérifie I’estimation:

I+1
I [gls (R) < 21%11123+0(1n R); (3.8)
n
lq]v




Des résultats d’irrationalité pour deux fonctions particulieres 7

(ii) pour | q |,> 1, les péles de v sont dans ensemble {a;g*t', k >0, i = 1,...,1}.
Soit 0 la fonction entiére définie par le produit infini:

0=) =] (1 - ﬁ) (3.9)

i, k
Alors la fonction g = 98 est une fonction entiére qui vérifie I'estimation:

In |gls (R) In> R+ O(In R). (3.10)

<4
“21In|ql,

Démonstration. Considérons tout d’abord | ¢ |,< 1. Par récurrence dans (3.6) on
obtient aisément pour tout N > 0:

_ N ~ N
p(2) [ ] (adkz +b) = gV 2) [ (cd"2)
k=0 k=0
N k N
+)Q(¢%2) [[ (™ 2) ] (ag™z+0b)  (3.11)
k=0 m=1 m=k+1

soit encore

N
~ a ~
DY) TT (G474 1) = (e0)™ gV

k=0
N N a
+ Z Q(qkz)bN_k(cz)]““q(k("“_l))/2 H <gqmz + 1).
k=0 m=k-+1
La convergence des produits infinis et le fait que 1; soit bornée au voisinage de zéro
donne:
CNTT (@ ok L e (BN e-y2 TT (@om
w(Z)H<gq z+1)—EZQ(q z)(g) q 11 (gq 2+ 1),
k=0 k=0 m=k+1

Les poles de 1 sont donc des % avec k > 0 et i € {1, 2, ..., [} qui proviennent de
Q(¢"2) et des —-4¢ ot k > 0 dans le cas olt @ n’est pas nul; lorsque a est nul, seule la
aq

premiére famille intervient. La fonction g = 61 est entiére et vérifie:

9(z) _  9(az) az
(az-i—b)e(z) =cz 9(2) <1+ ?)

_l (1-2) a0

=1

soit encore



8 CHOULET

On déduit qu’existe v > 0 tel que pour tout R assez grand, on ait avec n =
Max (0, dopl — dOP2 — Ga)i

[9lo (R) SAR™ | g o (R qlo) +7R" 8, (R).

Le Lemme 3.1 appliqué a g donne

Max(l + €4, [ +1)

ST T IR + O(In R),

In |gl, (R) <

d’ou le résultat annoncé (3.8).
Examinons maintenant le cas | ¢ |,> 1. Remplagant z par qN% dans la relation
(3.11), on obtient

&(Z)ﬁ(qk%z'): ( N+1>ﬁ< k+lz+b>

k=0 k=0
N k
ol I () 1 (e
k=0 m=k+1 m=1

soit encore

N+1 ~ N
q((N(Jff))(N+2))/2 P(z) = ( N+1) U ( Fric T b)

z (cz)N—k i b
B Z Q<qk+1> (D) 2= D272 ( Z+ )
k=0

Les poles de 1) sont donc des a;¢" ! pour k > 0. On définit alors 6 par (3.9). La
fonction entiere # satisfait le Lemme 3.2 de sorte que:

In|él, (R)<

I P
< SR+ O R)

Considérons g = 01@; la fonction g est entiere et vérifie:

zg(z z ( z
o6 = ()5 -)

ISHENS
SN—

ESEEN
~—

ou encore

o= () T 2 )o(2) - 0a(3).

=1

Donc existe v > 0 tel que pour R >> 0, on ait avec m = Max (0, d°P; — d°P, — 1):

i) +yR™ [0 [, (R).

[glo (B) < AR g by (17
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Le Lemme 3.1 appliqué a g donne

Max(l, I+ €4 —

1
ST )ln2R+O(ln R)
n L

In | gl (R) <

c’est-a-dire la formule (3.10). O

Lemme 3.4

Soit f(z) = > ,cnWn2" une série entiere de rayon de convergence R # 0. On
1

suppose que f = % avec:
(i) ¢1 est une fonction entiére pour laquelle existe & > 0 : In | ¢y |, (R) < §In* R +
O(In R), pour tout R >> 1;

(i) ¢o est défini par ¢o(z) = [[.—,(1 — =) avec la suite (| a, |v)nen croissante et
vérifiant In | a,, |,= Bn+ B, ot > 0 et (By,)nen est bornée. On considére la suite des

déterminants de Kronecker (K,,) construite sur la suite (w,,) (confer §2.2).

Alors
pour 36 < < 2,o0n a

Koo [ 2220 o) (3.12)
pour 2 < 36 < 3, vient
| Koy o< exp [45522%95”3 + 0] (3.13)
pour 2 < 36, on a
| Ko< exp | - %n +0(n?)]. (3.14)

Démonstration. Pour m > 0, soit la fonction f,, telle que:

ﬁ (1 - —) (2) = (1 + ibhmzh)f(z).
k=1 h=1

fm a pour poles les a, ot h > m+ 1; f,,(z) s’écrit aussi

fm(2) = T ¢1((21) — =) = (1 + fé bhmzh) (Zwkzk) = Z wm,hzh,

k=m+1 k>0 h>0

oU Wy, = me(m ) by, mwp—p. Il est commode pour alléger les notations d’introduire
'opérateur L,, de CN vers lui-méme défini par:

Lm ((wn)nGN) = (wm7n)n6N'

Par abus de langage, ce qu’on devrait noter L, ((wy, )nen) sera écrit Ly, (wy,).
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Nous avons défini L, (w,) comme étant le coefficient de 2™ dans le développement
de fm(z) dont les poles sont les aj, avec h > m + 1. Prenons R <| @41 |» - Dans
D(0,R), f. n’a pas de pole et est holomorphe, donc d’aprés I'inégalité de Cauchy:
| L (wy,) o< %. Examinons la majoration de | L, (w,) |,; de

$1(2)

fm(2) =
Hk m+1( i)
e e
m |v R)=M z|lp= 1) o
| f | ( ) aX|z|, RHk2m+1 ‘1 — i‘v
don o1l (B)
| fm |0 (R) < L .
Ming|,=r[ Txsmi1 |1 n’v
Or pour | z [,= R,
+oo . 5 N +oo . ’Z ’U - +oo ' R
‘ H ( _(I_k)v_ H < _|ak|v)_ H < _exp(ﬁkﬁ-ﬂk))‘

k=m+1 k=m+1 k=m+1

La suite (/3,) étant bornée existe un réel ¢; strictement positif tel que pour tout n on
ait —c; < 6, < ¢ donc

+o00 400 R R
o)z 11 (- gmay) = 10 )
‘ :]_;[ ( H exp(Bk — c1) hI:Il exp(B(m + h) —c1)
ou encore .
1— = > 1- :
L 0=l = I S =y aim)
11 est loisible d'imposer o 6]72”_01) < 228 est-a-dire de prendre R < %2“)701);

la seule chose qu’on doive assurer est que R <| @41 |o - Or

R R

| Am+1 |v B exp(ﬁ(m + 1) + ﬁm-ﬁ-l)
exp(fm+1)—c1) _ exp(=ci = Bmy1) _ 1 <1
= 2exp(B(m 4+ 1)+ By1) 2 -2 7

R étant ainsi choisi, le dénominateur de | fy, |, (R) est donc minoré par [],-,(1

2;?"5 ) qui est un réel strictement positif indépendant de m et de R. Il est ainsi
p(Bh)
prouvé qu'existe un réel co > 0 tel que | fp, |» (R) < c2 | ¢1 |» (R). Soit alors un réel

cg vérifiant ¢3 > ¢; +1n2 — 3. Prenons R = exp(m — ¢3); on a bien

R ool
exp(fm —c1) ~ exp(—

1
<exp(f —1In2) = ieﬁ.
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D’autre part ¢ vérifiant (i), existe un réel ¢4 tel que:
In| ¢y |, (R)<6(InR)*>+cylnR.

Revenons alors a | Ly, (wy,) |y

‘ fm}éjl (R) < 02‘ ¢1}’%vn(R)
< exp {6(Bm — c3)’ —n(Bm — c3) + ca(Bm — c3) + In c2} | L (wn) o
< exp {6627712 — Bm + csn + Bm(cy — 26¢3) + bes® — czeq +1n 02}.

| Lm(wn) o <

Pour m < n, il existe c; > 0 telle que:
csn 4 Bm(cy — 26¢3) 4 6c3? — czcq +Incy < csn.
Ainsi, pour m < n:
| Lo (wn) o< exp(66%m? — Bmn + csn). (3.15)

On choisit pour chaque entier k € {0,1,2,...,n} un entier my < k. Or nous avons en
faisant des combinaisons linéaires sur les colonnes du déterminant K,,:

wo L, (w1) cee Ly, (wy)
K — wy Ly, (w2) I'/mn (Wrt1)
Wy Ly (Wnt1) .. Ly, (w2y,)
Donc: N
| Ky o< Z H ‘ Lmau) (wi+o(z’)) lv
0ESnt1i=0
ou S,+1 désigne 'ensemble des permutations de {0, 1, 2,..., n}.
Une premiere idée consiste & se donner le réel 6, 0 < 0 < 1l et 0 < 2—25;
considérons la suite ([0k])ren et prenons my = [#k]. On a bien my < k. Comme

my = 0k + v, ou —1 <y, < 0, on obtient:
H | Lma(i) (wi+a(i)) |U
i=0

< [Texo {882(00() + 702))” = B(i + 0(0)) (97(0) + 7o(0)) + e5(i + 0(2)) }
=0

| Zonoy (Wisoiy) o< exp [(55202 —30)S i — 80 io(i) + O(nz)].
=0

i=0 =0

Le minimum de U, = .7 io(i) pour o de S,,+1 est obtenu avec la bijection ¢’ telle
que o'(i) = n —i. En effet il suffit de démontrer que le minimum est obtenu pour une



12 CHOULET

permutation strictement décroissante. Soit 0 < iy < jo < n, et o’ réalisant le minimum.
Soit alors o qui vérifie o(i) = o’ (i) pour tout 7 qui n’est ni iy ni jo, o(ip) = o'(jo) et
o(jo) = o’ (ip). Berivant que U, > Uy, on obtient (ip — jo)(0” (jo) — 0’ (i0)) > 0 ce qui
a pour conséquence que: o'(jo) < o’(ip) et ainsi o’ est strictement décroissante et le
résultat annoncé a lieu. Le minimum considéré est donc Y. ji(n — i) = %3 + O(n?).
Il en résulte que

2 202
| K, ‘vg exp {—66 96 35971/3 + O(TLQ)}

263%6% — 336 étant minimal pour 6 = 4%5, qui est bien strictement inférieur a % et
que 'on souhaite inférieur & 1, on obtient donc les deux situations qui suivent.

Lorsque 36 > % (pour 6 = %) vient

<
| Ko o< exp [ = ozn +O(n?)]
et lorsque 36 < % (pour 0 = 1) vient
26032 -3
| Kol exp [ 25— ﬁ B3 1 o(n ).

La deuxiéme idée consiste, en partant de (3.15):
| L (wy) o< exp {(5527712 — Bmn + C5n}.

a majorer
n

> (682m2 ) — (i + 0(i)) Bmog) + cs(i + o(i))

i=0
indépendamment de o € S,,+1 avec, pour tout ¢, m; < 1.
Cela revient & maximiser

n

> (68°mi — (i + o(i))Bm;) = BS,

1=0

puisque la somme restante est csn(n + 1) donc un O(n?). Choisissons m; = i pour
0<1< [%] et m; = [%] pour [%] < 4 < n. On obtient:

3 n3 3n3

So = (86— 1)y + B — Te = D iol) = [5] > o) +0(?)
= i=[2]+1
Se = 8(56—_11713 +0(n?) — R,

48
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ou R, = {ZE(J io(i) + [%] Z:‘;[Q]H o(i)}. Soit og € Sy41 telle que R, > R,, pour

tout o € S,41. Considérons ip < jo < [%] et o définie par o (k) = oo(k) pour k distinct
de ig et jo, et o(ip) = 00(jo) ainsi que o(jo) = o¢(ip). La condition R, > R,, s’écrit
ioJo(jo) —|—j000(’i0) > igUo(io) —|—j0(70(j0) de sorte que Jo(io) > Uo(jo).

Maintenant, supposons que jo > [%] > 19. La méme méthode donne:

i000(jo) + [g]ao(io) > 190 (io) + [g}ao(jo)

soit encore oo(ip) > 0o (Jo)-

11 résulte donc que tous les éléments de 'image par oo de [[2] 4 1, 7] sont stricte-

ment inférieures aux images par oy de celles de [0, [%]] Or g est décroissante sur

[0, [2]] donc la restriction de o & [0, [%]] est définie par o¢(i) = n — i et sa restric-

tion & [[2] + 1,n] est une bijection vers [0,n — [%] — 1]. Il en résulte d’ailleurs que

S . oo(i) = %2 + O(n). De ce qui précede nous déduisons donc que:

La somme S, vérifie donc ainsi:

865 —11 77 4 ,
P il
SJ_{ = 48}n +0(n?)

< —- .
<~ n” 4+ O0(n”)

B(436-9)
24

So

La comparaison des réels
noncé. [

et —% permet de conclure comme cela a été an-

3.3. Démonstrations des théorémes

Pour démontrer ces résultats, nous allons d’abord établir des lemmes qui vont
faciliter ’exposition.

On s’intéresse ici & une valeur absolue | ¢ |, qu’on note pour simplifier | ¢ | pour
laquelle | ¢ |[> 1. On reprend toutes les notations introduites dans le 2.2.

Par ailleurs on rappelle que ®(2) = AFy(az) +pu =", <o an(q)u, 2" avec Fy(z) =
> >0 an(@)2" et ug = A+ p1, up = Aa™. N

Lemme 3.5

Pour tout R >> 1,

2R

In|® <
0l @ | (R) < g

+0(In R). (3.16)
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Démonstration. 11 est commode d’introduire ¢ telle que

o) = 3 cal)2”
n>0

ou, suivant les cas cités:

(q) ! (9) .
Cn q = = ) C’I’L q = n :
PICERE [Tizi (g l*=1)

Cette fonction satisfait respectivement a:

ol qz) =14 26(2) (3.17)
o(lq|z) = (14 2)¢(2). (3.18)

L’application du Lemme 3.1 & ¢ en remarquant que (3.17) et (3.18) conduisent a
une méme inégalité:

o1 (m <2k 0] (7)

qui donne

In|¢|(R)< +O0(lnR).

La remarque
|| (R) < cnlun [R"<|u|+ | A ¢(|a]|R)

n>0
fournit alors (3.16).

On rappelle tout d’abord que nous avions posé ®(z) = ano an(q)unz",

P(z) =

P S e,

1
n>0

(2) = X0 unz™, U(z) = Y n>0Unz" et pour ce qui concerne cette étude, en fait
(2) = p+ 2~ 1 est entiere puisque ® L'est et ®(1) = 0. O

l—az"

i i

Lemme 3.6

La fonction @Z a un rayon de convergence non nul et est méromorphe dans C.
Démonstration. Pour R >> 1 il est clair que ¥)(R) < H}];l—gf) donc, d’apres le Lemme 3.5:

n’?R
In|q|

In |4 | (R) < +O0(lnR).

N =

Pour établir que le rayon de convergence est non nul, on utilise I'inégalité de Cauchy
a l'ordre n et la majoration du Lemme 1 avec R =| ¢ |". Le rayon de convergence de
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ano v, 2™ étant non nul, son rayon de méromorphie M est donc non nul; prouvons que

M = +o00. A cet effet nous allons d’abord établir le lien fonctionnel entre ® et . Dans

le cas de la fonction de Tschakaloff, vy = ug et pour tout n > 0 v,41 = q" v, + Up 41
d’ou:
¥(z) = qzp(qz) + 2(2), (3.19)
puis
-~z ~ e
w(-) = 2(2) +<1>(—). (3.20)
q q
Dans le cas de la fonction g-exponentielle,vg = ug et pour tout n > 0 v,y =

(¢ — Dv, + upyq dott:

(1+ 2)1(2) = qzi)(q2) + B(2), (3.21)
puis
(1+ f)&(f) :zv,Z(z)—l—(i)(z). (3.22)
q q q
Dans chacun des cas ci-dessus é(z) =pu+ 1_’\%. Si M était fini, on aurait une contra-

diction car le rayon de méromorphie de ® est infini et celui de 1/;(3) est strictement
plus grand que M puisque | ¢ |[> 1. O

Lemme 3.7

Les poles de 1/; sont des éq" otn >0 et est le quotient % de deux fonctions
entieres telles que 0(2) = [[;50(1 — ;ikz) etln|g|(R) <86In®* R+ O(nR) (ot 6 > 0)
pour R >> 1.

Démonstration. Le Lemme 3.3 appliqué aveca =0, b=1,c=¢q,l =1et a1 = é
pour Tpeta=1,b=1c=¢q l=1et o = é pour E, fournit le méme résultat:
8= ghpg- O

ql

Démonstration des théorémes

Nous allons détailler la démonstration dans le cas de la fonction 7T, et signaler
les points a modifier pour E,; nous utilisons une méthode développée par J.P. Bézivin
dans [3]. Pour cela, supposant que K,, # 0, on va former le logarithme népérien de
IL, | Kn | wd“’/ “ et en particulier examiner le coefficient de n® dans un développement
asymptotique de cette quantité. Sous les conditions du théoreme, ce coefficient étant
strictement négatif, vient donc

lim W[l K. [, ™" =—o0

n—-+o0o

ce qui contredit (2.1). La suite (v,) est donc une suite récurrente linéaire et la
démonstration s’acheve de maniere assez similaire a celle de J.P. Bézivin.

Faisons le bilan de ce qui est acquis.
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Pour une place v telle que | ¢ |, > 1, nous avons obtenu, & l'aide du Lemme 3.4
pour la fonction T} les résultats: 6 = m et 8 =1In]|q |, qui fournissent

1
| K |y < exp{ — gln] q |on® +O(n2)}.

Ce résultat est moins bon que celui obtenu a ’aide d’une méthode particuliere par J.P.
Bézivin (Lemme 2.3 de [3]) sous la forme que nous adoptons dans tout ce qui suit

1
| Kp |0 < exp{ - 5111] q \vn?’ +O(n2)}.

Soit une place w # v telle que | ¢ |,> 1, noté encore pour ce qui suit | g |> 1. On a
I’expression de v, a l'aide des uj suivante:

vy = an(q) ™" Z uka(q) (3.23)
k=0
1 . Ny
avec la valeur ax(q) = PECEEYES Il existe donc une constante M, indépendante de

n pour laquelle on a immédiatement:
| v |< My | g |(0FD)/2 (3.24)
On déduit en revenant aux notations initiales que:
| Ky, |w< exp (gn?’ In|q|e +O(n2)). (3.25)
Avec une place w telle que | g |, = 1, on obtient
| Ky |w=exp{O(n?)}. (3.26)

Reste la situation d'une place w pour laquelle | ¢ |,< 1. Evidemment T, n'est pas
définie mais la définition des suites (uy,), (vy,) et (K,) par les récurrences utilisées a
plusieurs reprises reste valable et @Z et ® sont définies.

Remarquons d’abord que ) -, u,2" ayant un rayon de convergence non nul, il
en est de méme pour »_ -, vp2" puisque, & partir d'un certain rang n:

|vn ’wg C”’Un,1 |w+’un ‘w

ou ¢ > 0 est fixé. Ceci permet par récurrence de montrer qu’a partir d’un certain
rang:
n
| vn [w< cacs™.

Y n>0Un2" a donc un rayon de méromorphie M non nul; d’apres (3.19) et (3.21) M ne
saurait étre dans R*T donc M = +oo. Ceci permet d’aprés le Lemme 3.3 de trouver
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ainsi pour Ty, : 6 = ™ L. Le calcul du 8 du Lemme 3.4 ne pose pas de probléme
“Z‘w
puisque a, = —— pour lequel In | a,, |»,= nln |q| + 1n = donc 8 = |q1|w

Appliquons le Lemme 3.4 a la fonction étudiée. Avec 6 = lni et =1In ﬁ cela

donne:

1
< - — N
|Kn|_exp{ 2471 ln|q|+0( )}

Supposons K;, # 0. Onaalors 1 =[], | K, |d“’/ ¢ Prenons le logarithme népérien:

1
= —|dyIn| K,, |, + > dyln| K, |,

d
w, ‘Q|w>1y w#v

1 Z dyln| K, |, + Z dwln!Kn!w]

w, |qlw<1 w, |qlw=1

donc compte tenu des majorations obtenues précédemment, on a:

1
OSE[advln\q\v—i—b Z dyln|q|,
w, |qlw>1, wH#v
S dulnlq \w}n3 +O(n?). (3.27)
w, |qlw<1
Icion a: a:—%, b= % etc:2—i. Comme

H| du,/d

on obtient:

> deln|qle=— Y dyln|qls

w, [glw<1 w, |qlw>1

donc le coefficient de én?’ dans 'inégalité ci-dessus s’écrit:

T:aduln|Q|v+b{ Z dw 1| g o _dvln|qu}

w, |q|w>1
+c{— Z dwln|q|w}
w, [glw>1
T=(@-bdIn|ql,+b—c) DY duln|q e

w, [qlw>1

Sous la condition 7 < 0, il est donc clair que le coefficient de n® est strictement négatif
et que l'on obtient une contradiction pour n assez grand; ceci prouve que K, = 0 a
partir d'un certain rang. La suite (v,)n>0 est donc une suite récurrente linéaire: on
peut donc écrire v, = >_7_, Pi(n)el’, ou les ¢; sont des éléments distincts et non nuls
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de C, rangés par module croissant, et les P; des polynomes non nuls. De la relation
Up41 = q" T, + Up 41, on déduit donc

ZP (n+1)e ”+1 ZqP (ge)"™ + Aa™ T
i=1

On peut supposer que €, est en module I'un des plus grands ¢;. Par suite, ges est de
module strictement supérieur a ceux des ¢;. Dans la situation ou A = 0, I'impossibilité
d’une telle égalité est immédiate. Lorsque A\ # 0, il est impossible que le terme (ges)™
apparaisse avec un coefficient non nul dans le membre de droite de 1’égalité précédente;
en effet €5 est en module 'un des plus grands ¢; donc ge; est de module strictement
supérieur a ceux des €;. Ainsi ge; étant distinct des qe; pour ¢ # s, on déduit que
ges = a et que qPs(n) + Ao = 0. L’égalité s’écrit alors:

ZP (n+1)e ”+1 ZqP (qe;)™
=1

Ceci est impossible, puisqu’il y a dans les deux membres un nombre différent de termes
de la forme P(n)e", et que la décomposition d’une suite récurrente linéaire comme
somme de tels termes avec les € distincts, est unique; cette contradiction acheve donc
la démonstration. [

Cette étude acheve la démonstration du Théorémes 3.1; reste donc les corollaires
qui s’obtiennent aisément d’apres les remarques qui vont suivre.

Revenons sur une condition suffisante pour avoir 7 < 0. Comme: 7 = d,In
| q o [(a=b)+ (b—c)uy] avec a —b < 0 et b — ¢ > 0, une condition suffisante est

b—a
b—c’

oy < (3.28)

28

Nous obtenons ici: u, < {7

En ce qui concerne les Corollaires 3.1 et 3.2, il suffit de remarquer que, lorsque

K=Q aeQet|qg|>1,onad, =1et|q|,=| q| D’autre part, prenant ¢ = g—;

avec (q1,q2) = 1, les places w distinctes de v pour lesquelles | ¢ |,> 1 sont définies par
les valeurs absolues p-adiques ou p premier divise g2 de sorte que d,, = 1 et

1
Z dyln|ql, = Z ln|qT:1n|q2].

w#v, |qle>1 p premier, p divise qs |p

Ainsi, dans ce cas:

dyln| gl +Zw¢v, lqlw>1 dwIn | ¢ [ 9
y-1

v =

La condition (3.28) est donc équivalente & 25 < 2% soit v > 22
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En ce concerne le Corollaire 3.2, c’est le résultat: pour ¢ € Q et | ¢ [> 1 on a
fo < 2L (voir [3] page 41), qui permet d’écrire que la condition 2—71 < % équivaut a

17—1 Y-
En ce qui concerne E,, pour une place v telle que | ¢ |,> 1 nous avons les résultats
6= m et S =1In|q |, qui fournissent

1
| Ky |0 < exp{ — §1n| q |vn3 +O(n2)}.

Pour une place w # v la relation (3.23) avec ax(q) = ainsi que up = A+ 1,

1
Hi;l(ql’—l)

U, = Ao donne

- I\ |y, | 1
| v |§|q’(n(n+l))/2 H <1+ k)Z — : .
el A e Rl § IR C SR )

lg|P

Ceci assure la méme conclusion (3.21) d’apres la convergence des séries et produit infini

qui apparaissent. Ainsi ¢ = - L. L’inégalité (3.25) en résulte.
T

qlw

Avec une place w telle que | ¢ |,= 1, on obtient encore I'estimation (3.26).

ln& pour le Lemme 3.3. La

Talw

Pour une place w telle que | ¢ |,< 1, on trouve § =

relation (3.7) devenant

0(z) = H (1 - aqkz) (1 + qkz)

k>0

(ot @ # 0), doit étre écrite sous la forme

-2

n>1

avec (an)n>1 croissante pour appliquer le Lemme 3.4. On doit distinguer | a |, = 1 ou
non, et dans chaque cas, on obtient 3 = %ln ‘% Résultent alors:

| w

1
| Ky, |w< exp{ — —n®ln

g +0(n2)}

puis (3.27) avec a = —%, b= % et c = %. Le raisonnement se termine comme pour T
avec la restriction a ¢ —¢" qui apparait.

Le corollaire résulte alors de 'application numérique de (3.28). O

Remerciements. L’auteur remercie vivement le Referee pour la lecture attentive de
son article.



20

CHOULET
Bibliographie

. Y. Amice, Les nombres p-adiques, Collection SUP: Le Mathématicien, No. 14, Presses Universi-
taires de France, Paris, 1975.

. J.P. Bézivin, Indépendance linéaire des valeurs des solutions transcendantes de certaines équations
fonctionnelles, Manuscripta Math. 61(1) (1988), 103—129.

. J.P. Bézivin, Sur les propriétés arithmétiques d’une fonction entiere, Math. Nachr. 190 (1998),
31-42.

. P. Bundschuh, Quelques résultats arithmétiques sur les fonctions Théta de Jacobi, Publications
mathématiques, Paris VI, Problémes Diophantiens 64(1) (1983—-1984), 1-15.

. P. Bundschuh, Verschirfung eines arithmetisches Satzes von Tschakaloff, Portugal. Math. 33
(1974), 1-17.

. P. Bundschuh, Ein Satz iiber ganze Funktionen und Irrationalititsaussagen, Invent. Math. 9
(1969/1970), 175-184.

. D. Duverney, Propriétés arithmétiques d’une série liée aux fonctions Théta, Acta Arith. 64(2) (1993),
175-187.

. D. Duverney, Sommes de deux carrés et irrationalité de valeurs de fonxtions Théta, C.R. Acad. Sci.
Sér. I Math. 320 (1995), 1041-1044.

. L. Tschakaloff, Arithmetische Eigenschaften des unendlichen Reihe Z::ﬂ a0/ 227 1 Math.
Ann. 80 (1921), 62-74; 11, Math. Ann. 84 (1921), 100-114.



