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ABSTRACT

We use the notion of strict approximative compactness to obtain Chebyshev
sets in normed spaces. We also discuss the relation of some global geometric
properties of a normed space to the strictly approximatively compact character
of its subsets.

1. Introduccién

Numerosos conceptos de la Teoria de Aproximacién, tales como conjunto de existen-
cia, de unicidad, proyeccién métrica, etc, han sido tratados de forma sistematica en
trabajos de N. V. Efimov y S. B. Stechkin [3], quienes, motivados por el problema
de la convexidad de un conjunto de Chebyshev introdujeron en 1961 el concepto de
conjunto aproximadamente compacto en un espacio normado, concepto que, como
I. Singer [8] demostré posteriormente, estéd estrechamente relacionado con la con-
tinuidad de la proyecciéon métrica.

Presentamos en este trabajo algunas propiedades de estos conjuntos asi como
equivalencias entre propiedades globales del espacio de Banach, tales como la rotun-
didad, la propiedad de Kadec-Klee o la propiedad de la gota, y el caracter aproxi-
madamente compacto de sus subconjuntos.
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2 TORREGROSA

La condicién de aproximacion compacta da lugar a conjuntos de existencia.
Para obtener no sélo conjuntos de existencia sino también de unicidad, refinamos
esta condicién introduciendo lo que hemos llamado conjuntos estrictamente aprox-
imadamente compactos. Establecemos propiedades de estos nuevos conjuntos y su
relacion con el concepto de aproximacion compacta.

Al igual que en el caso anterior, obtenemos equivalencias entre algunas propie-
dades globales del espacio de Banach y el caricter estrictamente aproximada-
mente compacto de sus subconjuntos. Cabe mencionar, entre otras, la caracter-
izacién de la propiedad (v) en términos de la propiedad de la gota y la rotun-
didad del espacio, de “streams” convergentes y de conjuntos estrictamente apro-
ximadamente compactos.

Finalmente estudiamos la conexion entre el concepto de estricta aproximacién
compacta y la continuidad de la proyeccion métrica.

En todo el trabajo, X (o, con mds precisién (X, || - ||)) denotard un espacio
normado, B, su bola unidad cerrada y M un subconjunto no vacio de X. Sea S,
la esfera unidad, X* el dual topolégico de X y conv (A) y diam (A) la envoltura
convexa y el didmetro respectivamente, de un subconjunto A de X. Por “la gota”,
D(xg, B;), definida por un elemento xg € X, o € B,, entendemos la envoltura
convexa del conjunto {zo}U By, D(a:o, Bx) = conv ({:1:0} UB,). El subconjunto de
X, D(xo, Bm) \ B, recibe el nombre de “resto” de xy y se denota por R(zg). Se
dice que una sucesién (x,) es una “stream” si x,11 € R(z,), n=1,2,....

2. Conjuntos aproximadamente compactos.

Vamos a introducir a continuacion los conceptos de teoria de aproximacion que
utilizamos en este trabajo.
Sea M un subconjunto no vacio de un espacio normado X y zg un elemento

de X.
Diremos que yg € M es un elemento de mejor aproximacion si
d(x07 M) = d(x07 yO) .
El conjunto de todos los elementos de mejor aproximacién se denota por

PM(QI[)) = {y eEM: d(x(), M) = d(l’o, y)} .

Se dice que M es un conjunto de existencia si Pyp;(x) # () para cualquier = de X.
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Se dice que M es un conjunto de unicidad si para cualquier x € X, Pp(z) =)
o bien existe y € M tal que Py(x) = {y}.

Se dice que M es un conjunto de Chebyshev si para cualquier = € X existe
Yo € M tal que Py(z) = {yo}-

Cuando M es un conjunto de Chebyshev, Py : X — M es una aplicacion
bien definida que recibe el nombre de proyecciéon métrica sobre M.

Es obvio que todo conjunto de existencia es cerrado. Por otra parte, es sencillo
demostrar que todo conjunto convexo, cerrado y débil localmente compacto es un
conjunto de existencia.

A partir de la definicién de conjunto de unicidad se prueba, de forma evidente,
el conocido resultado que establece la equivalencia entre la rotundidad, (R), del
espacio y el hecho de que todos sus subconjuntos convexos sean de unicidad.

La sucesién (y,) en M recibe el nombre de aproximante para xo si
d(l“o, yn) — d(Io, M) cuando n — 400 .

A partir de este concepto y de la semicontinuidad inferior de la norma para la
topologia débil, se obtiene de forma inmediata que “si (y,) es aproximante para z
y débil convergente a y € M, entonces

d(zo, M) = d(xg, y)".

El concepto de aproximacién compacta es debido a N. V. Efimov y S. B. Stechkin
[3], y posteriormente ha sido generalizado por W. Breckner [1].

DEFINICION 2.1 Un subconjunto M de un espacio normado (X, ||-||) se dice que es
aproximadamente compacto (AK) (6 débil aproximadamente compacto (o — AK))
si dado = € X, cualquier sucesién en M aproximante para x tiene una subsucesion
convergente (débil convergente) a un punto de M.

Evidentemente todo subconjunto AK es o — AK. Para poder afirmar el
reciproco, basta exigir en el espacio la propiedad de Kadec-Klee ((KK) = en S, las
sucesiones débil convergentes y norma convergentes son las mismas), como sugiere
W. Breckner [1].

Son conocidas algunas condiciones suficientes para que un conjunto sea
AK (o — AK) :
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DEFINICION 2.2 Sea M un subconjunto de un espacio normado (X, || -||).

(a) Se dice que M es acotadamente compacto (bK) (6 débil acotadamente com-
pacto (o — bK)) si para cualquier B bola cerrada, BN M =0 6 BN M es
compacto (o—compacto).

(b) Se dice que M es é—compacto (6 — K) si Vo ¢ M existe 6 > 0 tal que
Mn B(a:, d(x, M) + 6) es compacto.

Fécilmente podemos obtener las siguientes relaciones:

6— K
/ N\
compacto — bK AK
o —compacto — o —bK — oc— AK

La siguiente proposicién recoge determinadas propiedades de los conjuntos
0 —AK y AK, generalizando algunos de los resultados que aparecen en [4] y [9].

Proposiciéon 2.3
Sean M un subconjunto de un espacio normado (X, |- ||).

(i) Si M es 0 — AK, entonces M es un conjunto de existencia y Pp(z) es o—
compacto, ¥V x € X.

(ii)) Si M es AK, entonces M es un conjunto de existenciay Py;(x) es compacto,
vV xe X.

(iii) Si (X, ||-||) es rotundoy M es convexoy o—AK, entonces M es un conjunto
de Chebyshev.

(iv) Si M es AK y Chebyshev, entonces la proyeccién métrica Py es continua.

Demostracién. Las afirmaciones (i), (ii) y (iii) son evidentes.
Veamos (iv). Si Pp; no fuese continua en z( existirfa una sucesién (z,,),
convergente en norma a g y un € > 0 tales que

| Pre(n) — Pr(zo)|| > e, ¥V neN.
Puesto que
Hxn - Pn(xn)H =d(zy, M) — d(zg, M) ,
la sucesién (PM (mn)) es aproximante para xg. Por ser M un conjunto AK,
una subsucesién de (Pys(zy,)) deberfa converger en norma a Py (zo), una contra-
diccién. [
Los siguientes resultados proporcionan equivalencias entre propiedades geomé-

tricas globales de un espacio de Banach y el caracter de todos sus subconjuntos de
cierto tipo.
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Proposiciéon 2.4

Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) X es rotundo y tiene la propiedad (KK).
(ii) Todo subconjunto convexoy 0 — AK de X es AK y Chebyshev.
(iii) Todo subconjunto convexo y o —bK de X es AK y Chebyshev.
(iv) Todo subconjunto convexo y o—compacto de X es AK y Chebyshev.

Demostracién. (i) = (ii) es una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.3 y del
hecho establecido por W. Breckner [1] segtin el cual en un espacio con la propiedad
(KK) todo conjunto o — AK es AK.

Por otra parte, (ii)) = (iii) y (iii) = (iv) son inmediatas a partir de las
relaciones o—compacto = 0 — bK =— o — AK, establecidas anteriormente.

Finalmente, veamos que (iv) = (i). Para probar que X tiene la propiedad
(KK) supongamos que tenemos una sucesién (z,) en S, débil convergente a
xr € Sy pero que ||, —z|| > e, paracierto € >0, n=1,2.Sea H = {z: f(z) =1}
un hiperplano soporte de B, en el punto z, donde f € X*, | f|| = 1. Entonces,
d(0, H) = d(z, ker (f)) = f(z) = 1. Puesto que f(z,) — f(z) = 1, cuando
n — oo, podemos suponer f(z,)# 0, V n €N y tomar

v =wx,/f(x,), V neN

sucesion de elementos de H, débil convergente a x .

Sea M = conv{x, x|, : n € N}. Por el Teorema de Krein M es un conjunto
convexo y débil compacto. Por tanto M es AK y Chebyshev. Ademas, como
McH yzeM,d(0, M)=1.

(x],) es una sucesién en M aproximante para 0. Por tanto, existe un sub-
sucesién (7, ) || - [[-convergente a . Entonces

Tn, = f(2n,) @, — x, en ||-|, cuando k— oo

lo cual es una contradiccién. Por tanto X tiene la propiedad (KK).

Supongamos ahora que X no es rotundo. Entonces podemos encontrar xy, xo
elementos distintos de S, tales que [z, 2] C S, . El conjunto [z, x2] es convexo
y débil compacto, deberia ser pues un conjunto de unicidad. Sin embargo todos
sus puntos distan 1 del origen. Obtenemos asi una contradiccion que nos permite
afirmar que X es rotundo. [

Un espacio de Banach (X, || - ||) se dice que tiene la propiedad de la gota,
(dp), si para cualquier subconjunto cerrado M disjunto de B,, existe un elemento
xg € M tal que D(zg, By) "M = {xp}.

El siguiente resultado es debido a I. Singer [8], si bien vamos a dar una de-
mostracién distinta de la condicién suficiente apoyandonos en la caracterizacion
(KK)+ Reflexivo <= (dp), establecida por V. Montesinos [5].
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Proposicion 2.5

Sea (X, ||-]|) un espacio de Banach. X es reflexivo y tiene la propiedad (K K)
si y solo si cualquier subconjunto convexo y cerrado es aproximadamente compacto.

Demostracion. La condicién necesaria podemos encontrarla en [8]. Para demostrar la
condicion suficiente supongamos que X no tiene la propiedad de la gota. Entonces,
por un resultado de S. Rolewicz [6], existe una “stream” (z,) en X que no tiene
subsucesiones convergentes. Llamamos M = ¢onv (x,,), subconjunto de X convexo
y cerrado, luego aproximadamente compacto. Si (HZL’nH) no converge a 1, entonces
{(zn)} es un subconjunto cerrado a distancia positiva de B, por lo que en virtud
del Teorema de Danes [2],

Fz e {(zn)} talque D(z, By)N{(zn)} ={z},

lo que estéd en contradiccién con la construccion de (x,) .

Por tanto ([|zn|) — 1 = d(0,M), luego () es una sucesién aproxi-
mante que no tiene subsucesiones convergentes. Esta contradiccién pone fin a la
prueba. O

Se deduce de forma inmediata la Proposicién anterior el siguiente resultado

Corolario 2.6

Sea (X, ||-]|) un espacio de Banach. X esrotundo y satisface la propiedad de la
gota si y solo si todo subconjunto convexo y cerrado es aproximadamente compacto
y Chebyshev.

3. Conjuntos estrictamente aproximadamente compactos

Como hemos visto en la Proposicién 2.3 la condicién de aproximacién compacta nos
conduce a conjuntos de existencia. Para obtener no sélo conjuntos de existencia sino
también de unicidad refinamos esa condicion introduciendo el siguiente concepto

DEFINICION 3.1 Sea M un subconjunto de un espacio normado (X, ||-||). Se dice
que M es estrictamente aproximadamente compacto (sAK) (6 débil estrictamente
aproximadamente compacto (o — sAK)) si dado z € X, cualquier sucesién en M
aproximante para z es convergente (débil convergente) a un punto de M .
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Es evidente que todo conjunto sAK es o — sAK , asi como que todo conjunto
SAK (0 — sAK) es AK (0 — AK). Se pueden deducir facilmente de la definicién
que, bajo ciertas condiciones, las implicaciones en el otro sentido son validas. Por
ejemplo, si el espacio tiene la propiedad (K K) los subconjuntos sAK y o — sAK
coinciden. Asi mismo, en subconjuntos de unicidad, los conceptos de aproximacion
compacta y estricta aproximacién compacta son equivalentes.

Evidentemente los conjuntos o —sAK y sAK tienen todas las propiedades de
los conjuntos 0 — AK y AK . Ademads, como ya hemos comentado, todo conjunto
0 — sAK es un conjunto de Chebyshev.

Los siguientes resultados proporcionan equivalencias entre propiedades globales
del espacio y el caracter sAK 6 o — sAK de todos sus subconjuntos.

A partir de la Proposicién 2.4 y teniendo en cuenta que sAK equivale a AK—+
Chebyshev, se obtiene de forma inmediata:

Proposicion 3.2

Sea (X, || -||) un espacio Banach rotundo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(i) X tiene la propiedad (KK).
(ii) Todo subconjunto M de X 0 — sAK es sAK .
(iii) Todo subconjunto M de X convexo y o—compacto es sAK .

Teorema 3.3

Sea (X,| -|) un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
(i) Si (z,) es una sucesion en S, y f € X*, ||[f|| =1, tal que f(z,) — 1,
entonces (x,) es o—convergente.
(ii)) X es reflexivo y rotundo.
(iii) Todo subconjunto M de X convexo y cerrado es o — sAK .
(iv) Todo hiperplano cerrado de X es o — sAK .

Demostracién. Veamos (i) = (ii). A partir de la hipétesis (i) se comprueba
facilmente que todo funcional lineal continuo en X alcanza su norma, luego, por el
Teorema de James, X es reflexivo.

Para ver que X es rotundo utilizamos la caracterizacién de rotundidad dada
por A. F. Ruston [7]. Si X no es rotundo, existe un hiperplano soporte de B,,
H= {z : f(z) =1}, que intersecta S, en al menos dos puntos distintos = e y. La
sucesién (z,) en S, definida por

Ton =T, Toan—-1 =Y, 7'1,21,2,3,...

no es débil convergente, lo que estd en contradiccién con (i).
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Para (ii) = (iii), supongamos que X es reflexivo y rotundo. Sea M un
subconjunto de X convexo y cerrado. Veamos que M es o — sAk. Sea x € X
y (x,) una sucesién en M, aproximante para x. Por ser X reflexivo, existe una
subsucesion (y,,) de (x,) débil convergente a y € M. Asi M es 0 — AK y por
tanto o0 — sAK .

La implicacién (iii) = (iv) es inmediata. Veamos, por dltimo, (iv) = (i).
Teniendo en cuenta que cualquier subconjunto c—sAK es un conjunto de existencia,
podemos afirmar, en virtud del Teorema de R. C. James, que X es reflexivo. Sea
(r5,) una sucesiéon en S, y f € X* | f|| =1, tal que f(x,) — 1. Por ser X
reflexivo, existe una subsucesién (x,,) de (x,) débill convergente a zy € X .

Sea H = {z: f(z) = 1} hiperplano soporte de B, en xq. Por hipétesis es un
conjunto o — sAK . Podemos suponer f(z,)#0, V n € N. As{

yn::xn/f(mn)7 n=123,...

es una sucesién en H tal que (||y,|) — d(0,H) =1, luego (y,) es una sucesién
aproximante para cero. Por ser H 0 — sAK, (y,) es débil convergente a z € H .
Pero z = (. De aqui deducimos que (z,) es débil convergente a xq. ]

4. La propiedad (v)

Dado fe€ X* con ||f| =1y e>0,sea S(f,e) ={x € By : f(r) >1—¢}.Se

dice que un espacio de Banach (X, || -||) tiene la propiedad (v) si para cualquier
feX* |fll=1, diamS(f, ¢) tiende a cero cuando ¢ decrece a cero. Cuando
la condicién anterior se cumple inicamente para cualquier f € X* | ||f|| =1, que

alcanza el supremo sobre B, , se dice que el espacio tiene la propiedad (Lv) .

Si sustituimos el didmetro de las secciones S(f, €) por el indice de Kuratowski
de no compacidad, a(S(f,¢)), (el infimo de todos los nimeros r > 0 tales que
S(f, €) se puede cubrir por una cantidad finita de conjuntos de didmetro menor que
r ), obtenemos las propiedades («) y (La), respectivamente.

Vamos a establecer un resultado que caracteriza a los espacios con la propiedad
(v) en términos de la propiedad de la gota y la rotundidad del espacio, de

b NA

“streams” ‘convergentes y de conjuntos sAK. Para establecer esta caracterizacion

necesitamos el siguiente resultado:

Lema 4.1

Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Si (x,) es una “stream” en X tal que
(lzn||) — a > 1, entonces (x,) es convergente.
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Demostracién. Aplicando el Lema de Zabreiko—Krasnosel’skii [10] obtenemos que

]l +1
[znll =1

diam | D(x,, B, aém <2 Tpll—a), V neN,
(D@n, B)\a B, ) (lznll - a)

donde B, denota la bola abierta de X .
En consequencia

diam (D(mn, B;)\a B, ) — 0, cuando n — +00.
Por tanto (x,) es una sucesién de Cauchy, luego convergente. [J

Teorema 4.2

Sea (X, || -||) un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
(i) (X, ||-]|) tiene la propiedad (v).
(ii) (X, || -||) es rotundo y tiene la propiedad de la “gota”.
(iiii) Toda “stream” es convergente.
(iv) Todo subconjunto convexo y cerrado de X es sAK .
(v) Todo hiperplano cerrado de X es sAK .

Demostracién. Veamos, en primer lugar, la implicacién (i) = (ii). Si (X, |- |)
tiene la propiedad (v), desde luego tiene la propiedad () que es equivalente a
la propiedad de la gota [5]. Supongamos que (X, || -||) no es rotundo. Entonces
podemos encontrar un hiperplano soporte de B, que intersecta la bola unidad en
més de un punto, digamos en z; y x2. Resulta que si el hiperplano es H = {z :
f(z) =1} con feS,, ||fll =1, las secciones S(f, 6) contienen a [z, x2] V6 >0,
luego
diam S(f, 6) > ||lx1 — 2|, V 6>0,

lo que estéd en contradiccién con el hecho de que (X, ||-||) tiene la propiedad (v).
Para la implicacién (iii) = (i), supongamos que (X, || -||) no satisface la
propiedad (v), entonces
dfeX* |Ifll=1, 3e>0 tal que diam S(f, 6) > V 6 >0.
Tomamos z¢g € X con f(xp) > 1. Construiremos una sucesiéon (z,) en X de modo
que sea una “stream” y que satisfaga

|zn — znia|| > /4, ¥V n=0,1,2,...
flzn) > 1, V n=0,1,2,...
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Supongamos construidos zg, x1,...,%,. Como f(x,) > 1, tomemos ¢ tal que
0 <6 < f(zn) — 1. Como diamS(f,6) > e, existird z,41 en S(f, §) con
|znt1 — x| > €/2. Sea

L Zn+41 + xy
Int1 = T )
entonces 1 1
f(@ni1) = 3 (f(zn—H) + f(SCn)) Z 3 <1 -0+ f(l“n)>
> 2 (1= Fwn) +1) + 5 flan) =1

Ademés 11 € D(zn, B,y

Zn+1 T x o H Zn+1 — Tn
— =Tl = || ————

2 2 2
Resulta pues que (z,) es una “stream” no convergente, lo cual es una contradiccién.

La implicacién (ii) = (iv) se deduce de forma inmediata del Corolario 2.6 y
del hecho de que todo conjunto AK y Chebyshev es sAK .

Para demostrar (iv) = (iii) tomemos (x,) una “stream” en X . Vamos a
considerar dos posibilidades:

(a) Si (||znl|l) — a > 1, por el Lema 4.1 podemos afirmar que (z,) es convergente.
(b) Si (||zy]]) — 1, entonces M = conv ({z,}) es un subconjunto de X sAK y,

por ser (x,) una “stream”, d(0, M) = 1. Como (z,) es una sucesién en M

aproximante para 0, entonces (z,) es convergente.

Como (iv) = (v) es evidente, s6lo nos resta demostrar que (v) = (ii).
Veamos que X es reflexivo, rotundo y tiene la propiedad (K K). La reflexividad se
deduce de forma inmediata del Teorema de James. Si X no fuese rotundo existiria
un hiperplano soporte de B,, H = {z: f(z) = 1}, con ||f|| =1, que corta a S,
en al menos dos puntos distintos x e y. Construimos la siguiente sucesién en S,

>e/4.

fruvs =l =

Toptl ‘=T , Top ‘=Y , n=12,....

(x,,) esunasucesién en H aproximate para 0. Porser H sAK , (z,,) es convergente,
una contradiccién. Por ultimo, si X no tuviera la propiedad (KK) existiria una
sucesion (x,) en S, débil convergente a = € S, y no | - ||[-convergente. Sea H =
{z: f(2) = 1} un hiperplano soporte de B, en punto = donde f € X*, ||f]|=1.
La sucesion
Zn = xn/ f(xn) , n=12...

estd en H y es aproximante para 0. Por ser H sAK (z,) es convergente, con-
tradiccién que pone fin a la prueba. [

Un espacio de Banach tiene la propiedad de Kadec, (K), si la topologia débil
y de la norma coinciden sobre su esfera unidad.
Como consecuencia inmediata del Teorema 4.2 obtenemos:
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Corolario 4.3

Sea (X, || - ||) un espacio de Banach reflexivo. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

(i) (v); (i) (dp) y (R); (iii) (KK) y (R); (iv) (Lv); (v) (K) y (R).

También a partir del Teorema 4.2 y de la Proposicién 2.3 podemos establecer
el siguiente resultado:

Corolario 4.4

Sea (X, || -||) un espacio de Banach con la propiedad (v). Si M es un subcon-
junto de X convexo y cerrado, entonces Py; es continua.
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