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Sobre una serie de Goldbach i Euler*

Lluis Bibiloni, Pelegri Viader, Jaume Paradis

Resum El teorema 1 de I'article d’Euler «Variae observationes circa series infinitas»,
publicat el 1737, enuncia un resultat sorprenent: la série dels reciprocs de les po-
téncies enteres menys la unitat té suma 1. Euler atribueix el teorema a Goldbach. La
demostraci6é que ofereix és un dels exemples —tan frequents als segles xvii i xviii—
de mal Us d’una seérie divergent que acaba produint un resultat correcte. Examinem
amb detall la demostracié d’Euler i, amb I'ajut de les intuicions que ens proporciona
una demostracié moderna (i totalment diferent), presentem una reconstruccio racional
en termes que es podrien considerar rigorosos per als estandards weierstrassians
moderns. Al mateix temps, amb I'ajut d’algunes idees de I'analisi no estandard, veiem
com la mateixa reconstruccié també es pot considerar correcta per als estandards
robinsonians moderns. Aquest Ultim enfocament, pero, s’adiu completament amb la
demostraci6 d’Euler i de Goldbach. Esperem, doncs, convéncer el lector de com unes
poques idees d’analisi no estandard sén suficients per reivindicar el treball d’Euler.

Paraules clau: historia de les matematiques, séries infinites, analisi no estandard.

Classificaci6 MSC2000: 01A50; 26E35.

1 Introduccio

L’article d’Euler «Variae observationes circa series infinitas» [6] s’ha de con-
siderar important per diverses raons.! Conté la primera versié impresa del
producte d’Euler que defineix la funcio zeta de Riemann; estableix de manera
definitiva el simbol 1t per a denotar el perimetre del cercle de diametre 1, i
introdueix una munio de séries i productes infinits summament interessants.

= Aguest article, publicat originalment en anglés a la revista American Mathematical Monthly,
113 (2006), 206-220, va ser guardonat per la «Mathematical Association of America» amb el
Premi Lester R. Ford Award per la seva excelléncia expositiva. La traduccié al catala és dels
autors.

1 Vegeu l'interessant article «Variae observationes circa series infinitas. En el 2n centenari de
la mort de Leonhard Euler», de Pilar Bayer publicat al Butlleti de la Societat Catalana de Ciéncies
Fisiques, Quimiques i Matematiques, 2 (4) (1984), segona época, 429-481.
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La primera d’aquestes és el teorema 1 que Euler ens diu que Goldbach li va
comunicar i demostrar en una carta (ara perduda):

(Hom ha d’evitar repeticions en aquest sumatori.) Ens referirem a aquest resul-
tat com el «teorema de Goldbach-Euler.

La demostracio de Goldbach i d’Euler d’aquest teorema és un exemple tipic
d’allo que alguns historiadors consideren «un mal Us de Iqsié(ies divergents»,
perqué comenga assignant un valor a la série harmonica 1/n i continua, tot
manipulant-la per substraccio i substitucio d’altres series, fins a aconseguir
el resultat desitjat. L’Gs indiscriminat de séries divergents per tal d’obtenir
resultats valids era un procediment estandard a la darreria del segle xvii i prin-
cipi del segle xviii. Aquesta practica ha provocat molta critica, molta esmena i
també, per qué no dir-ho, molta admiracio per I'audacia dels matematics de
I’época. Aquests estaven liderats per Euler, el «<Mestre de tots nosaltres», com
el va batejar Laplace. Presentem la demostracio original de Goldbach-Euler a la
seccio 2.

Euler, obviament, estava familiaritzat amb altres demostracions que també
feien servir series divergents. Potser 'exemple més conegut era la demostracio
de Jakob Bernoulli de la divergéncia de la série harmonica.

En aquest cas, per0, en lloc d’un resultat positiu la conclusié era una contra-
diccid. Aixi, sorprenentment, el procediment emprat en les dues demostracions
és el mateix i, en canvi, porta a diferents respostes! A desgrat que Euler era
plenament conscient d’aquesta paradoxa aparent, no va questionar la demos-
tracié de Goldbach del seu teorema. Aix0 indica que la seva confianga en la
manipulacié de la série harmonica, amb la seva suma infinita, es basava en
alguna cosa més substancial que no pas la mera audacia.

Existeixen molts articles dedicats, de manera directa o indirecta, a I’GUs que
Euler feia d’allo infinitament gran o infinitament petit. Un d’aquests articles,
forga recent, escrit per Detlef Laugwitz, és especialment rellevant [12]. La prime-
ra part d’aquest article porta el titol «The algorithmic thinking of Leibniz and
Euler».? La paraula algorismic del titol fa émfasi en I’'opinié que tant Leibniz
com Euler feien servir els nombres «infinitament grans» i «infinitament petits»
com qualsevol altre nombre real. Laugwitz argumenta que Euler estava «més
interessat en aplicacions algorismiques» que no pas en «arguments conceptu-
als». Nogensmenys, Euler no era del tot despreocupat perqué en alguns casos
és possible verificar els seus resultats de manera «rigorosa» amb I'ajut de les
consideracions de limit adients. En paraules de Laugwitz mateix [12, p. 450]:

No és dificil comprovar «rigorosament» aquestes sumes de séries mitjancant
la consideracié de sumes parcials i el pas al limit. Pero per Euler no hi havia
consideracions de limit i el que volem esbrinar és la mena de raonament que
feien servir tant ell com els seus contemporanis. Atés aquest objectiu, seria

2 El pensament algorismic de Leibniz i Euler.
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contraproduent tractar aquests problemes fent servir mitjans perfeccionats
ulteriorment.

Aixi, en la base del raonament d’Euler hi havia d’haver alguna cosa prou con-
sistent que feia assegurar que molts dels seus resultats eren correctes. Aquests
fonaments aparentment solids provenien d’un concepte de nombre prou ampli
que incloia de manera harmoniosa allo infinitament gran i allo infinitament
petit.

El nostre model per aconseguir aixo podria ser I’analisi no estandard introdu-
ida per Abraham Robinson a la monografia [18]. Proporcionem una descripcio
molt curta de les idees que hi ha darrera I’'analisi no estandard a la secci6 3.
Malgrat la seva brevetat, aquests pocs conceptes que introduirem bastaran
per a revisar la demostracié del teorema de Goldbach-Euler i, en el procés,
reivindicar el seu treball.

Per tal de dur a terme aquest programa, agafem idees d’una demostracié mo-
derna (i totalment diferent) del teorema de Goldbach-Euler. La demostracio va
apareixer al Monthly [17] com a solucié d’un problema proposat anterior-
ment [19]. Aquesta demostracio, reproduida a la secci6 4, és molt curta pero
molt atractiva.

A la mateixa secci6, examinem amb una mica de detall la linia de pensa-
ment que hi ha darrere de la demostracid. Aixd no sera NOomMés un exercici
interessant per merit propi siné que també revelara alguns resultats senzills
pero inesperats que seran usats més endavant. Com una referéncia més recent,
citem una altra demostracio diferent (pero molt més llarga) del teorema de
Goldbach-Euler apareguda a [1].

Dediquem la resta de la secci6 4 a la reconstrucci6é de la demostracié de
Goldbach i Euler. La tornem a refer des del punt de vista del pas al limit i des
de la perspectiva no estandard. Mostrem com els mateixos arguments usats
per Euler, modificats lleugerament, esdevenen rigorosos per als estandards
moderns. Fa gracia veure com, gairebé amb les mateixes paraules, podem
considerar la demostracio weierstrassiana o no estandard.

A les conclusions mostrem com en el mateix «Variae observationes» es
troben altres resultats als quals s’arriba amb les mateixes tecniques pero que
no s’adoben tan facilment. També discutim com, en algun cas, es cometien
errades en I'analisi, altrament brillant, d’Euler.

2 El teorema de Goldbach-Euler

El treball 72 de [6], titulat «Variae observationes circa series infinitas», comenca
d’una manera engrescadora [6, p. 216; la cursiva és nostra] (es pot trobar una
traduccié completa a I'anglés a [8]):

Les notes que he decidit presentar aqui es refereixen en general a una mena
de séries que son absolutament diferents de les que s’han considerat fins ara.

Fins avui, les Uniques séries que s’han estudiat s6n aquelles amb terme
general conegut o, com a minim, amb una llei coneguda sota la qual, donats
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uns quants termes, la resta es poden trobar. Doncs bé, de la mateixa manera,
consideraré aqui majorment series que no tenen ni terme general com a tal ni
cap mena de llei de continuacio sind aquelles la naturalesa de les quals vingui
determinada per altres condicions.

Aixi, la caracteristica més sorprenent d’aquesta mena de series sera la
possibilitat de sumar-les, atés que els métodes coneguts fins ara per fer-ho
requereixen necessariament el terme general o bé la llei de continuacié. Sense
aquests requeriments, sembla obvi que no podem trobar cap manera d’obtenir
les seves sumes.

Euler es refereix a la classe de séries de les quals desconeixem el terme
general i que, per aquest motiu, mai abans no s’havien considerat. Aquestes
séries son definides per alguna propietat especial dels seus termes i son
altrament dificils de caracteritzar. Euler continua, amb el seu primer exemple,
el teorema de Goldbach-Euler. Enuncia [6, p. 216]:

Aquestes observacions van sorgir d’una série especial que em va comunicar
el Cel. Goldbach i que, amb permis del Mestre Celebrat, presento aqui en primer
lloc junt amb la seva sorprenent suma:

1 Teorema Considereu la série segient, continuada de manera indefinida,

1 1 1 1 1 1 1 1
+ o+ + — +
3 7 8 15 24 26 31 35

(1)

els denominadors de la qual, incrementats en una unitat, sén tots els nombres

que siguin poténcies d’enters, ja siguin quadrats o qualsevol altre grau superior.
. . 1 . .

Aixi, cada terme es pot expressar per la férmula e on m i n son enters

1
més grans que u. La suma d’aquesta série és 1.

La demostracié que Goldbach i Euler presenten és la segient [6, p. 217-218]:
Sigui
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Com que tenim
1 1 1

1 1
1=+ + 2+ —+—+...,
2 4 8 16 32

restant aquesta Ultima série de la primera en resultara

1 1 1 1 1 1

X—1=1+—-—+—-—+—-—+_—-+—+—+- .-

3 5 6 7 9 10
d’aquesta manera, totes les poténcies de dos, incloent-hi dos, desapareixen dels
denominadors tot deixant els altres nombres.

De la mateixa manera, si d’aquesta série restem aquesta

1 1 1 1 1 1
=—+—-—+—+—+—+
2 3 9 27 81 243
en resultara

1 1
— 4+ — 4+
10 11
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i restant-hi novament

1 1 1 1

— =4+ — 4+ — +

4 5 25 125
esdevé

2 4 6 7 10

Si procedim de la mateixa manera, esborrant tots els termes que manquen,
obtenim finalment

o bé
1,1

x—1:1+§+ E+l 1+1

5 6 9 10

els denominadors de la qual, incrementats amb una unitat, son tots els nombres
que no son potencies. En conseqiiéncia, si restem aquesta série de la que hem
considerat al principi

+

obtenim
1 1 1 1 1 1
1=+ =+ =+ — 4+ — 4 — -,
3 7 8 15 24 26
serie els denominadors de la qual, incrementats amb una unitat, sén totes les
poténcies dels enters i que té per suma u.

A la demostracid que acabem d’oferir hi ha dues questions remarcables:

. . 1
a) l'assignacio d’'un valor x a 1/n;
b) el procediment que consisteix a obtenir una nova série (i, conseglientment,
nous resultats) mitjancant addicio i substraccié de séries conegudes
i la substitucié en una série de determinades expressions per series
conegudes.

Queé és exactament allo que un matematic modern trobaria «incorrecte» 0 «no
rigords» a la demostracié que acabem de veure?

Clarament seriar_ell punt a), és a dir, el fet que Goldbach i Euler tracten la
série harmonica 1/n com si hi tingués assignat un valor real. Si deixem de
banda aquesta dificultat, el punt b) es pot justificar pel teorema de reordenaci6
de seéries: la suma i resta de séries amb termes positius és un procediment
habitual quan les séries involucrades s6n convergents.

Com veurem despreés, Euler era molt conscient del problema a). Atés que la
serie harmonica és divergent, assignar un valor a la seva suma és tan absurd
com pretendre que X :=1+2+3+4+ - - - sigui una quantitat determinada. La
motivacio real per acceptar I'argument ha d’haver estat el fet que el procediment
emprat portava a resultats que eren correctes en el sentit que es podien verificar
per mitjans més fiables. Un exemple notable d’aixd que diem és la deduccio per
part de Johann Bernoulli de la suma de la série telescopica (2).
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Comencant amb

H=1+£+1+1+--.
2 3 4
i restant-li
1 1
H-1=>=+=4+>+ ,
4

L1 1:II?I l:ll? llil
1= 1-- + Z—2 + ——> +.---,
2 2 3 3 4
que constitueix la série telescopica:
1 1 1
-=1. 2

+ + + .-
1-2 2-3 3-4

En conseqiiéncia, aquest procediment sembla funcionar prou bé i produeix
resultats «valids». Malauradament, hi ha un contratemps: en alguns casos, una
manipulacio similar porta a una contradiccio. Aquest és el cas de la demostracio
de Jakob Bernoulli de la divergéncia de la série harmonica. El 1689, esperonat
per I'argument del seu germa, Jakob li déna la volta i en dedueix la contradicci6
H = H — 1, que demostra que H no pot ser una quantitat finita (vegeu [20,
p. 316-323] o, per a una exposicio més detallada, [2]).

Veiem doncs com, amb manipulacions semblants a les que es fan a la
demostracio del teorema de Goldbach-Euler, arribem a una contradicci6. Aixo
esta causat, de manera forga Obvia, per I'Gs poc curdés de les séries divergents.

Bastant més tard, el 1826, Abel es va fer resso d’aquest sentiment i va dir,
en una carta de gener d’aquell any a Holmboe [9, p. 16]:

Les series divergents son in toto una invencié del Dimoni i és una desgra-
cia que ningu s’arrisqui a fundar-hi la més minima demostracié. [...] Si hom
fa excepci6 dels casos de més extrema senzillesa —per exemple, les séries
geomeétriques— no hi ha gairebé en totes les matematiques una sola série infini-
ta la suma de la qual es pugui determinar de manera rigorosa. [...] Moltes de
les coses sOn exactes, és veritat, i aixo és extraordinariament sorprenent.

Euler sabia de la divergéncia de la série harmonica. Ho havia reconegut diverses
vegades en el «Variae observationes». El 1734 fins i tot va escriure un article
sobre aquesta serie, en el qual, entre d’altres resultats, obtingué [5]:
1 1 1 1
AIITJO 1+2+3+---+n logn =y, 3)
on y és la constant gamma d’Euler (de fet, (3) pot ser considerada una definicié
de y). Més endavant, en el seu Introductio in analysin infinitorum (1748}-prp-
porciona un argument completament diferent per a la divergénciade 1/n
basat en el desenvolupament de log (1 — x)~? (vegeu [3, p. 29-31]).
Per tant, Euler era plenament conscient de la fragilitat del métode que
dedueix nous resultats a partir de séries divergents. Per que, doncs, va acceptar
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la demostracio de Goldbach del teorema de Goldbach-Euler sense manifestar
cap escrupol o objeccid a la seva validesa? Es que no s’adonava de la diferéncia
entre una série divergent i una de convergent o senzillament no li importava?

No és el cas. Tal com Laugwitz assenyala, Euler coneixia la diferéncia perfec-
tament [11, p. 14], [12]. En el seu article esmentat abans, dedicat a les diferents
series harmoniques (séries de terme general c/(a+nb) pern =1,2,...), i just
abans de deduir (3), Euler havia escrit [5, p. 88]:

Encara que els termes d’aquestes séries siguin constantment decreixents, si
es prolonguen indefinidament, la suma de la série és sempre infinit. Per tal de
demostrar aixo, no ens cal trobar cap métode per a sumar aquestes séries sind
que la veritat sortira facilment del principi seglient. Les séries que prolongades
indefinidament tenen una suma finita no incrementen aquesta suma ni tan sols
quan es continuen fins al doble dels seus termes. La quantitat que s’incrementa
afegint una infinitat de termes de fet es manté infinitament petita. Si aixo no
fos aixi, la suma de la série no estaria determinada i, en conseqliéncia, no seria
finita. Com a resultat d’aix0 es dedueix que si alld que queda quan els termes es
prolonguen més enlla del lloc on comencen a esdevenir infinitesimals fos una
magnitud finita, la suma de la série seria necessariament infinita. Per aquest
principi, doncs, podem jutjar si una série proposada té una suma infinita o
finita [traduccio i cursiva dels autors].

Aquestes paraules mostren de manera inequivoca que Euler donava credit a
la consideracio de diferents nombres infinitament grans i infinitament petits.
També insinuen que podia ser, si volia, molt més explicit i precis d’allo que
habitualment era en els temes de convergéncia. De fet, el fragment en cursiva
es pot considerar com un criteri de convergéncia de séries (de termes positius).

L’acceptaci6 de la demostracié de Goldbach sembla, doncs, raure en el fet
que, a I'’epoca, Euler (i molts dels seus contemporanis) tenien un model de
nombre real que incloia nombres infinitament grans i infinitament petits. Molt
meés tard, Bolzano [11, p. 19-21] intentaria fonamentar aquest model sobre
unes bases solides. Avui s’lanomena el model no estandard dels hombres reals,
nom que va encunyar Robinson els anys seixanta del segle xx [18].

3 Unes pinzellades d’analisi no estandard

Per a una introduccié curta, pero penetrant, de I'analisi no estandard de Robin-
son recomanem I'excellent article de Lightstone aparegut al Monthly [13]. Aqui
nomeés podrem exposar algunes de les idees més intuitives sobre el tema.

La nocio fonamental de I'analisi no estandard és I'acceptaci6 de I'existéncia
d’un enter positiu infinitament gran, diguem-ne Q. Amb la seva adjuncié obtin-
drery un sistema numeéric ampliat molt semblant a la manera com I'adjunci6 de
i = —1aZporta als enters gaussians o I'adjuncié als nombres reals produeix
els nombres complexos. En el cas de I'analisi no estandard, pero, a banda de
I'adjuncio de Q, hem de postular un seguit de relacions

0<Q, 1<Q, 2<Q, 3<Q, 4<Q,...
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en comptes de I'Gnica relacio i = \/_71’ i hem de fer la suposicié —del tot
fonamental— que les lleis de I'aritmetica encara sén valides.

Aix0 porta immediatament a I'existéncia d’'una miriada de nous enters tals
com —Q,Q —1,Q + 1,02, Q% etc. | com que, de fet, I'ordre natural s’ha de
mantenir, obtenim una cosa semblant a

1,2,3,...;...,0-1,0,Q+1,...,2Q,...,0%,.... (4)

Noteu I'Gs del punt i coma per a separar els nombres naturals estandards dels
no estandards. Si pensem en Z QI [R] llavors obtenim Z(Q) CQ(Q) [CRIQ),
i, al final, acabem tenint els nombres reals no estandards.

En cada cas, el principi que ens ha de guiar en la construcci6 del model no
estandard dels nombres reals és el principi de la permanéncia de les lleis de
I'aritmeética, que es remunta a Leibniz. En I'argot de I'analisi no estandard, aixo
es coneix com el principi de transferencia, i en la nostra descripcio intuitiva
—o0 si voleu, naif—, es pot enunciar més o menys aixi: alldo que és veritat per
als nombres finits (és a dir, per als nombres reals) ho és també per als nombres
infinits.

L’existeéncia de nombres infinitament grans, w, i el nostre compromis de
mantenir valides les operacions usuals de I'aritmética, impliquen I'existéncia
de nombres [F 1/w que satisfan & 1/n per a tots els enters positius n.
Aquests nous nombres, més petits que qualsevol nombre positiu, s'Tanomenen
infinitesimals. L’existéncia d’infinitesimals implica que cada nombre real a (i ara
entren al reialme dels nombres reals) té un seguici de nombres no estandards
infinitament propers, a saber {a = [Z1Chfinitesimal}.

Obviament, hi pot haver algunes diferéncies evidents entre els nombres es-
tandards i no estandards. Per exemple, entre dos nombres naturals estandards
només hi ha un nombre finit d’altres nombres naturals; en canvi, com es pot
veure a (4) amb Q i 2Q, entre dos nombres naturals no estandards hi ha una
infinitat d’altres nombres naturals no estandards.

A Q(Q) o aR(Q)Jes expressions que admeten una forma algebraica tancada
(per exemple, Q, “ Q) estan ben definides, perd quan tractem amb séries
infinites ens cal donar un significat consistent a una suma que abasta un
nombre infinit de sumands. Aixd només es pot entendre completament després
d’una construcci6 efectiva del model no estandard dels nombres reals que, per
raons obvies, no podem dur a terme. El lector interessat en la construcci6 i
el concepte de limit en I'analisi no estandard pot consultar I’excellent article
[14, p. 57-66]. Nogensmenys, el punt essencial és que ara les sumes amb una
infinitat de sumands es n considerar com si fossin sumes «ordinaries».

On abans escriviem | _; ax pe enotar el limit —en cas d’existir— de
les sumes parcials, ara escrivim |, _; ax, on w és qualsevol enter positiu
infinitament gran (el significat de ax quan k és un enter infinit hauria de ser
clar si tenim una forma tancada per ag).

El quid de la questié és que ara hem de I|@>ﬁl‘ar de diferents sumes si es
fan servir diferents valors de w. Si la série | ax és convergent en el sentit
estandard, es dedueix del criteri d’Euler (vegeu més endavant) que dues sumes
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que s’estenen a diferents indexs infinitament grans no sén iguals (=) sind
només infinitament properes (=). Per exemple, si w1 i w2 s6n enters positius
infinits,

1 1 1 1 1 1 1 1

1+§+§+§+"'+2w1:1+§+§+§+"'+2w2

Si la série és divergent, aquesta diferencia ha de ser finita —o fins i tot infinita—
depenent dels indexs considerats. Per exemple, si w és un enter positiu infinit
qualsevol, la igualtat

_ w(w+1)

1+2+3+4+---+w >

és una identitat vertadera encara que, naturalment, cada membre sigui un
nombre infinitament gran.

Amb aquestes idees en ment, el criteri d’Euler per a la convergéncia que
haviem destacat en cursiva a la citacid de la secci6 2 es pot tornar a escriure
aixi:

Observacio (Criteri de convergencia d’Euler) La série de It_e?ﬂe general
ax, on ax = 0, és convergent (té suma finita) si i només si | Z,, ak és un
infinitesimal per a qualsevol valor infinitament gran d’w.

Laugwitz reescriu el criteri d’Euler com [11, p. 14]:

Una série (de nombres reals) té una suma finita (és a dir, real) si i només si
els valors de la suma entre nombres infinitament grans és infinitesimal.

Arriba fins i tot a interpretar les paraules d’Euler a com equivalents al criteri
de convergéncia de Cauchy de 1821. Després de la construcci6 explicita del
model no estandard dels nombres reals, aquests criteris sbn proposicions
demostrables.

Amb la formulacié més general de Laugwitz, si considerem la suma
Koo 8Kk Per a qualsevol dos nombres infinitament grans w; i w> en comptes

de 2., ax, el criteri d’Euler es manté valid per a séries amb termes arbitraris.

L’aplicaci6 del criteri d’Euler a la série harmonica,

g -1 1 1 1 Q

—_ = ———— 4 — > — = E,
k Q+1 Q+2 2Q 2Q 2

k=Q+1
en demostra immediatament la divergéncia. De fet, es pot anar facilment una
mica més lluny i veure que
2
— =log?2.
k=Q+1
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En efecte, si definim el n-ésim nombre harmonic com

1 1 1
Hh=1+ -+ -+ .-+ —, 5
n 5+ 3 . ©)
la versié no estandard de (3) és
Ho =1logQ +v, (6)

(Euler escriu =) i ens porta a

=log2Q —logQ = log 2.
k=Q+1 k=1 k=1

Totes aquestes consideracions son el resultat del punt de vista modern i rigorés
que ens proporciona I'analisi no estandard, pero hem d’admetre que sintonitzen
bé amb els punts de vista d’Euler!

Malauradament, en aquest article no podem entretenir-nos més amb I'analisi
no estandard. Nogensmenys, esperem que les poques pinzellades del tema
que hem ofert estimulin I'interés del lector per a aprofundir més en els seus
meétodes, tot amb I'esperit de les paraules d’André Weil: [7, p. xii]:

[E]ls nostres estudiants de matematiques aprofitarien molt més I'estudi de
la Introductio in analysin infinitorum d’Euler, que no pas dels llibres de text
moderns al seu abast.

4 Una nova ullada a la demostracié de Goldbach i Euler

El teorema de Goldbach-Euler apareix com el problema 132 a I’excellent llibre
de Konrad Knopp [10, p. 273]. Es aqui on els autors el varem trobar per
primera vegada i el varem proposar en el Forum de resolucié de problemes
de la Societat Catalana de Matematiques.® Més endavant varem descobrir que
la demostraciéo que haviem trobat, senzilla i molt elegant, ja existia (com
gairebé tot en matematiques!). Havia aparegut en el Monthly [17, p. 402-403].
La reproduim aqui per completesa.

Soluci6 del teorema de Goldbach-Euler trobada pel University of South Alabama
Problem Group. Sigui S el conjunt dels enters positius que sén poténcies, i
sigui T el seu complementari, és a dir, les no-poténcies. Llavors,

—1 1T 1 1T 11 1]
(S _ 1)—1 — (ak _ l)—l — a—lk
s =1 k=2 alT]l k=2 alTi=1
11T 1
= nkK= (n(n—-1)'=1.
n=2 k=2 n=2

3 Vegeu Forum de problemes: Solucions als problemes proposats el curs 1993-1994, Barcelona:
Publicacions de I'lEC, 1996.
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Aquesta demostraci6 tan curta es basa en la ben coneguda identitat elemental

11, 1 -

n—-1 n nn-1)"

a la qual ens referirem com a identitat telescopica.
Els termes de la série de Goldbach-Euler (1) sén de la forma

1
am—1"

8

La dificultat a obtenir la suma de la séries rau en el fet que, tal com Euler
comenta, no podem usar (8) com a terme general. Pero, si a (8) apliquem la
identitat telescopica (7) amb n = a™, tenim

2 .1
am—1 am am(am-1)

©)

D’aquesta manera, (8) es descompon en dos sumands de formes diferents: 1/n
i1/[n(n—1)].
Per tal d’obtenir la nostra suma, permetem a recorrer tots els enters que
sOn no-potencies i fem m = 2;
CIT 14 11T 4 CIT 1 4
= + A 1y (10)

m _— m m m _— '
a mzza 1 a mzza a mzza (a 1)

Per a un a fixat, la suma interior del primer sumand de (10) déna peu a una
serie geometrica:
L4l _ 1

- am  a(@a—-1)° (1)

m

Després d’aix0, de manera gairebé sobtada, els dos sumands de (10) adopten
la mateixa forma. Un és —

. a(a—1)
on a recorre els enters que sén no-potéencies, i I'altre és
CI11r 1 4 171

an@ —1) , bo-1)’

a m=2

on b recorre els enters que sén poténcies. Després d’aquestes transformacions
elementals, la serie del teorema de Goldbach-Euler es pot expressar de la
manera seguent:

| —  — ]

+ .
a@-1) |, b(b-1)

(12)

a
Ara, atés que les a i les b ensems comprenen tots els enters meés grans que 1
sense cap repeticio, (12) es redueix a la série telescopica de Bernoulli (2), la
suma de la qual sabem que és 1.
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Per completar la demostracié de manera rigorosa, el lector només ha de fer
servir el teorema de reordenacio de séries convergents de termes positius i dos
fets elementals prou coneguts:

a) la suma de la série geomeétrica (11), també feta servir per Goldbach i Euler
a la seva demostracio,

b) la suma de la série telescopica (2) en I'Gltim pas.

Es molt interessant notar que aquests dos resultats es poden deduir iterant la
identitat telescopica (7) de dues maneres diferents que formen part completa-
ment de I'esperit de manipulacio formal d’Euler. Aquest fet, a més de tenir un
cert valor didactic per si mateix, es fara servir més endavant.

En primer lloc, si a la identitat telescopica substituim n — 1 per n tenim

1 1 1 1 1 1
= + — = =+ +
n—-1 (nh—-)n n M-1)n n(nh+1) n+1

i, iterant, arribem a

1 1 1 1 1
= + + - - -+ +
n—-1 (-1)n n(nh+1) (n+m-1)(n+m) n+m

per a qualsevol enter positiu m. Podem llavors formular el lema segtent:

2 Lema Per a qualssevol enters positius, nikamb2 =n <k

1 1 1 1 1

= + + o+ —
n—1 (m-1)n n(nh+1) (k—1k k

En segon lloc, aplicant el mateix procediment, pero ara iterant sobre 1/(n — 1),

arribem a
1 1 1 1 1 1 1
=+ - = —+
n—1 nNn nnh-1) n n?2 n(n-1)

que motiva aquest segon resultat notable:

3 Lema Per a qualssevol enters positius, ni kambn =2

1 1 1 1 1
==+ +

—_— —_— - .o 7_'_7
n—-1 n n? nk  nk(n-—-1)

Finalment, estem en condicions de reconsiderar la demostracio de Gold-
bach i Euler del seu teorema. Veurem com, gairebé amb el mateix redactat, la
demostracio es pot fer rigorosa, tant des del punt de vista estandard com del
no estandard.

Com ja hem fet a (5), sigui Hn I'n-ésim nombre harmonic, pero ara pensem
que n ja sigui com un natural finit o un natural infinit no estandard.

Sigui k I’enter que és definit per 2k2 < n < 2ke*1 | ’existéncia i la unicitat
de k» és clara, ja sigui pensant en n com un nombre natural finit o com un
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nombre natural no estandard: recordeu el principi de transferéncia! Utilitzant
el lema 3, podem escriure

P S N S SR S
2 22 28 oke | k2 .1’

i restant aquesta seérie de (5), obtenim - -
3 5 6 7 9 n 2ke . 1

Aixi doncs, totes les poténcies de dos, incloent-hi el dos, desapareixen dels
denominadors tot deixant la resta dels enters fins a n.
Si de (13) restem

1.1 L, 1
32 33 7 3ks  3ks.D’

obtinguda novament del lema 3 amb k3 definit per 33 < n < 3%s*1 ¢l resultat

sera 1 1
" 2 7 5 6 7 10 n 2ke.1 3ki.2

Procedint de manera similar, acabem per esborrar tots els termes que
queden i, finalment, ens trobem amb

1 1 1 1 1 1 1
Hn -1--—--—"—"" - - — - — — ... = —
2 4 5 6 7 Il_ol n 1
=1- 1 + 1 + + - (14)
- 2ke .1 3ks.2 n-(n-1)
(Noteu que k, = k3 = - - -. De fet, quan m > n obtenim k,, = 1.) Aquesta

ultima expressio s’ha obtingut suposant que n és una no-potencia. Si n és una
potencia, llavors 1/n desapareixera en algun moment del procés i la darrera
fraccio que s’ha de treure de (13) sera 1/(n — 1), una no-potencia llevat que
n = 9. (Aquesta és la conjectura de Catalan que el 8 i el 9 sén les Uniques
poténcies consecutives que existeixen. La conjectura ha estat demostrada
recentment per Mihailescu [15, 16]. En realitat, pero, tant se val si hi ha més
poténcies consecutives 0 no.) L’'expressio corresponent seria, doncs,

1 1 1 1 1 1 1
H--1-— - ————— — — — — — — . . . —
" 2 4 5 6 7 10 n—1 -
1 1 1
=1 + +---+ (15)
2ke .1 3ks.2 (n—-1)-(n—2)
En conseqiiéncia, si restem (14) de (5) obtenim
:Il 1 1 1
1- + + e+ —
2k .1 3ks.2 n-(n-1)
1 1 1 1 1 1 1

=S4+ —F—+— ..+
3 7 8 15 24 26 n—1
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0, de la mateixa manera, restant (15) de (5),
L1
1 1 1 _—
+ — 4+ —
2k2 .1 3ks.2 (n—1)(n—2)

1 1 1 1 1 1 1

=—4+-4+—-—+—+—+—+ -+ —

3 7 8 15 24 26 n
sumatoris que contenen en els seus denominadors, augmentats en una unitat,
totes les poténcies dels enters fins a n. Ara ens hem de preocupar del residu,
és a dir, de I'’expressio de més amunt entre paréntesis o bé del membre dret de
(14) (respectivament (15)).

Ateés que per a cada m\;z 1) sabem, per la definici6 de knm, que n < mkm*1 <
m2km se’n dedueix que N < mkm j

1 b1

— = .
mkm . (m —1) n m-1

Aix0 implica que

1 + L +---+¥st|\?él,
2ke .1 3ks.2 n-(n—1) n

0 bé, si n és una poténcia,

1 + 1 + - ..+ 1 S"v}_lin_z .
2k2 .1 3ks.2 n—1)-(n—2) n—-1

Si hem escollit considerar n com un enter finit, diguem-ne n = n, llavors podem
passar al limit i fer servir el valor asimptotic d’Euler (3) per a Hp,
Hp— . log(n—+1)+
L m g( v/i) Y =0.

lim ~~— = li
n-oo 2] n-oo 2]

La demostracio estandard esta, doncs, acabada.

Pero si estem disposats a creure en els enters infinits i en els infinitesimals,
no ens cal passar al limit. Fem servir novament (3) perd ara com una igualtat no
estandard:

Hpr _log(ng D+y _ o
n n

que produeix

1 1 1 1 1 1
B T S S S e L =1,
3 7 8 15 24 26 n—1

=Y

En aquest cas alldo que realment obtenim és un nombre no estandard diferent
infinitesimalment proxim a 1 per a cada n infinit que considerem.
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5 A tall de conclusions

Malauradament, no totes les maniobres d’Euler amb nombres infinits i infini-
tesimals s’adoben tan facilment. Aquest és el cas de molts dels resultats de
la segona part de les «Variae observationes» (per a totes les referéncies a les
«Variae», vegeu [6]). Aquesta part tracta, principalment, de la férmula d’Euler
del producte per a la funcidé zeta de Riemann, que apareix al teorema 8 [6,
p. 230]:

1
b primer 1 — p S 23 38 45 53 63
si s > 1. Euler només tracta el cas en qué s és un enter positiu.

La demostraci6 de (16) segueix les mateixes linies que la demostracio del
cas especial s = 1 —que és on rauen els veritables problemes— i constitueix el
teorema 7 [6, p. 227]:

11 1 1 1 L1,

1+—+—-—+—+—4+—4+...= _— 17
2 3 4 5 6 S

p primer 1- p_l

Euler aclareix el significat de (17) fent notar que els dos membres valen infinit.
En aquest cas particular, seguir la pista dels residus és molt més complicat (si
és gue és possible). Aquesta podria ser la raé per la qual Euler és tan ambigu a
la primera part de I'article, quan podria haver estat molt més rigorés. Procedeix
de la manera seglent: a partir de

1 1 1 1 1
X=1+—-—+—-—+—-—+—-—+ =+
2 3 4 5 6

obté
1 1 1 1 1

= + ...
272727678 ’

que, per substraccié proporciona
o= 1 L 1 1 1 1 1
1—-=- X=1+—-+—-—+—-—+—+—+---,
2 3 5 7 9 11
una serie sense denominadors parells. Multiplicant-la per 1/3 i restant-ne

després el resultat anterior, obté

R Aenl A GNP S S B TN
2 3 B 5 7 11 13 :

i aixi fins que tots els termes del membre dret han quedat esborrats. Euler

conclou que
Ifl 1 _—
X - 1-— =1,
p primer P
equacio que proporciona (17).
Si ara considerem (6), el corollari 1 al teorema 7 estableix el grau d’infinitud
de la série harmonica [6, p. 229]:
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[S]i denotem I'infinit absolut com a oo, llavors el valor de I'expressioé [
és log oo, que és el minim entre totes les poténcies de I'infinit.

1
P 1—p‘1]

Per altim, si traiem logaritmes a (17), Euler dedueix el teorema 19, amb el
qual tanca les «Variae»: la divergéncia de la série els termes de la qual sén els
reciprocs dels primers [6, p. 242]:

=log If|+£+l+1+}+l+--- I:zlloglogoo. (18)
2 3 4 5 6

Cal remarcar la gran despreocupacié d’Euler amb els diferents significats que
atribueix al signe d’igualtat. Tal com estan, (17) i (18) sén inacceptables. Per a
fer-les correctes és necessari substituir les séries infinites per les corresponents
sumes parcials n-ésimes i substituir cada signe d’igualtat amb [ _chl tenir en
compte el significat habitual d’aquest simbol, que és que el quocient dels dos
membres tendeix a 1 quan n tendeix a infinit. De fet, la forma forta d’aquests
dos teoremes és de I'any 1874 i es deu a Mertens (vegeu [4, p. 6, nota al peu]).
Es poden enunciar com segueix (amb p primer i w qualsevol enter infinitament

gran): IEI . -

lim 1—= -Hy=eY,
M=% h<n
o bé —1
1
1-= -He=e
p=w P
! 1 1
[
lim L1 = —logH, L=ly + B,
N-% pbzn
o bé
— =logHy +Vy +B,
p=w

11 1
onB= , logl—-p)+pt.

Com a comentari final volem afegir que, de vegades, la despreocupacio
d’Euler anava massa lluny. L{J_teﬂemple notable és el teorema 18 [6, p. 241], on
diu que ha demostrat que _; A(nN)/n = 0. Aqui A és la funci6 de Liouville
A() = (-1)"™, en la qual r(n) és el nombre de divisors primers de n
comptats amb la seva multiplicitat). Aquest resultat és correcte pero és tan
profund (i tan dificil de demostrar) com el Teorema dels nombres primers!*

4 Aquest teorema, més conegut pel seu nom en anglés (The prime number theorem), déna la
llei asimptotica de la funcié 1t (x) que compta el nombre de nombres primers més petits que un

nombre real x donat: Tt (x) '%EET)
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Agraiments. Estem molt agraits al nostre collega Angel Gil de la Universitat
Pompeu Fabra, per la seva curosa lectura del manuscrit i els seus valuosos
comentaris. També agraim a Isabel Tornero la seva ajuda en corregir el nostre
angles.®
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