En el centenari de la mort
de Leopold Kronecker (1823-1891)*

Griselda Pascual

El 23 de desembre de 1891 mori Leopold kronecker, figura molt rellevant en la
recerca matematica del segle XIX. Aquest any es commemora, doncs, el centenari de
la seva mort, i €s per aix0 que ens ha semblat escaient dedicar-li aquestes paraules,
fent un breu recorregut per la seva vida i la seva obra.

Vida

Leopold Kronecker va néixer a Liegnitz (Prissia) el 7 de desembre de 1823. Fill
d’una familia jueva molt benestant, dedicada als negocis, rebé la primera educacié
del seu pare i d’un preceptor, Werner, que exerciren sobre ell una influéncia decisiva.
En el «Gimnassium» va seguir sent deixeble de Werner, en les matéries de filosofia i
teologia, i tingué la sort de trobar alla de professor de matematiques el gran Kummer,
que va descobrir el seu talent per aquesta disciplina, li dona fins i tot llicons particu-
lars, injectant-1i la droga de les matematiques que ja no abandonara durant la resta de
la seva vida. No es concentra, perd, Kronecker solament en aquesta ciéncia, siné que
estudia també filosofia, miisica i se I’escoltava com a critic d’art en pintura i escultu-
ra. Juntament a un gran talent, posseia el do de 1’amistat, que cultivava molt habil-
ment.

A la primavera de 1841 va ingressar a la Universitat de Berlin on prengué con-
tacte amb Dirichlet, Jacobi, Steiner i Eisenstein amb els quals va contraure amistat.
Seguint el costum alemany, visitd després altres universitats a Alemanya i resta molt
temps a Bonn on de nou es troba amb Kummer, que ocupava la catedra de Matemati-
ques, del qual no solament fou deixeble, siné que n’esdevingué un gran amic. Es aqui
on decidi ja la seva dedicacié a la teoria de nombres i, I’any 1845 a I’edat de vint-i-
dos anys, escrigué la seva tesi doctoral De unitatibus complexis, referent a les unitats
dels cossos ciclotomics. Després d’aixo, una circumstancia familiar fou la causa que
durant vuit anys deixés, aparentment, la seva activitat matematica, i dic aparentment
perque encara que no publica res, les seves aportacions deixen pales que ell no aban-
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dona mai el seu estudi. L’any 1845 mori un oncle seu, banquer ric, que el deixa enca-
rregat d’administrar els seus béns, i Leopold hi dedica tots els seus esforgos. Dos
anys més tard s’enamora de la seva cosina, la filla del banquer, s’hi casa, tingueren
sis fills, i casa seva es va convertir en un centre de reuni6 de cientifics, filosofs, culti-
vadors de les belles arts, entre els quals se sap que hi era habitual el misic Meldels-
sohn. A més a més de viure felig, tingué resolta per sempre la seva situacié econdmi-
ca.

L’any 1883 sorti de nou a la llum la seva obra de recerca en matematiques. Com a
membre de 1I’Académia de Berlin, pogué accedir a donar, gratuitament, conferéncies
a la Universitat de Berlin i, des del 1861 fins al 1883, exposa en aquesta Universitat
les seves investigacions matematiques, que es traduiren després en publicacions. No
és fins I’any 1883, a causa de la jubilacid del seu mestre Kummer, que pogué ocupar
una catedra a la Universitat de Berlin. A titol anecdotic, direm que aqui va coincidir
amb Weierstrass, i esdevingueren rivals de catedra. El public seduii per I’ analisis i un
xic espantat per la teoria de nombres, acudia a escoltar Weierstrass i deixava una
mica buida ’aula de Kronecker, perd ell feia com si no en fes cas i semblava feli¢
amb el seu auditori, poc nombrds perd molt fidel, que fins i tot I’acompanyava a casa
després d’acabada la classe. Aparentment Kronecker 1 Weierstrass eren amics, perod
és simptomatic que a pesar del seu interes per les funcions el.liptiques no utilitzés
mai la g de Weierstrass en els scus treballs.

Tal com hem dit al principi, Leopold Kronecker mori a Berlin el 26 de desembre
de 1981, victima d’una pneumonia.

Es pot dir de Kronecker que la vida li va somriure. Fou un matematic d’ofici, si
com a tal s’entén la definicié que en déna Dieudonne, €s a dir, que és la persona que
en la seva vida ha fet un teorema important, perd va tenir la sort de no haver de viure
de les matematiques.

Obra matematica

L’obra matematica de Kronecker, extensa, densa i de dificil lectura, va ser reco-
llida i anotada per Hensel en una col.leccié de cinc volums. Voler comentar-la tota,
seria d’una ambicié inconcebible. Es per aixd que hem escollit tres giiestions que
considerem interessants, no solament pel fet d’haver estat tractades per primera vega-
da per Kronecker, siné també perque el seu estudi posterior ha estat de gran im-
portancia en la recerca en teoria de nombres, ja que ha donat lloc al plantejament de
problemes alguns dels quals encara avui resten oberts. Aquestes son:

« el teorema de Kronecker-Weber

+ ¢l Somni de Joventud
« el grup de Galois de I'equaci6 de divisi6 dels perfodes de les funcions el.lipti-

ques.

Per fer-nos una idea de com Kronecker va poder arribar a concebre aquestes



qiiestions, ens ha semblat oporti recordar algunes de les grans aportacions a la recer-
ca matematica dels segles X VIII i XIX relacionades amb elles i que Kronecker tenia
davant seu. Citem:

» Les Disquisitions Arithmaticae de Gauss, on es troben, entre d’altres coses, de-
mostracins de la llei de reciprocitat quadratica, la ieoria de les formes quadratiques
binaries enteres i la divisié de la circumferéncia en parts iguals.

+ Elswreballs d’ Abeli de Galois sobre la resolucié d’equacions algebraiques.

« Els Fundamenta nova de Jacobi, on, invertint la integral el.liptica de primera
especie de Legendre, s’introdueix la funci6 el liptica sin am, i juntament amb ella cos
amiAam, creant la teoria de les funcions el-liptiques, de 1a qual destaquem les f6rmu-
les de multiplicacié i divisi6, i les férmules de transformacid.

« Els treballs de Kummer, principaliment els referents a la descomposici6 en ide-
als primers en els cossos ciclotdmics dels ideals primer de Q

1. Teorema de Kronecker-Weber
Tal com s’enuncia actualment diu:
Tota extensio abeliana de Q és ciclotémica

és a dir, tota extensio abeliana de Q esta continguda en un cos obtingut adjuntant a Q
arrels de la unitat.

Generalment $’obté com una aplicacié de la teoria global de cossos de classes.
Cal notar, per0d, que si solament s’estd en possessié de la teoria local de cossos de
classes (que és més facil que la global), com a aplicacié s’obté un teorema local de
Kronecker-Weber, ¢s a dir, que fota extensié abeliana del cos Q, dels nombres p-
adics és ciclotomica, i a partir d’aquest es passa al global utilitzant el comportament a
Q(L,) (on i, és €l grup de les arrels n-esimes de la unitat) dels ideals primer de Q, iel
teorema de Hermite-Minkowski que afirma que sobre Q tota extensié és ramificada.

Perd a I’#poca de Kronecker no es coneixia la teoria de cossos de classes, ni tan
sols Kronecker enuncia el teorema en el llenguatge de cossos.

La primera referéncia a aquest teorema es troba a [Kr 1853] amb I’enunciat se-

gilient:

Les arrels d’ una equacié abeliana amb coeficients racionals es poden expressar
com a funcions racionals d arrels de la unitar.

Una segona referéncia es troba a (Kr 1877] on diu:
Totes les arrels d una equacié abeliana amb coeficients enters son funcions ra-

cionals d arrels de la unitat, i totes les funcions racionals de la unitat sén arrels
d'una equacié abeliana entera.



La lectura dels dos enunciats fa pensar, a primera vista, que el que aporta de nou
el segon respecte del primer és el fet que tota extensié de Q per arrels de la unitat és
abeliana, i aix0 mancaria d’interés perqué la seva demostracié és facil; perd no és
aixi, ja que I'estudi d’ambdoés articles posa de marifest que en el primer, quan Kro-
necker parla d’equaci6 abeliana, es refereix a la que avui considerem una equacio ci-
clica, mentre que en el segon el concepte d’equacié abeliana es correspon amb I’ ac-
tual. Per tant, el segon enunciat és més general que el primer.

1.1° Demostracions

Una demostracié completa d’aquest teorema, Kronecker no la dona mai, perd a
[Kr 1853] en fa un intent en el cas ciclic de grau primer imparell, i la idea genial con-
sisteix a utilitzar quocients adequats de les resolvents de Lagrange. La primera de-
mostracio, la dond Weber a [We 1886] aprofitant la idea de Kronecker, i és la que es
troba també en el seu tractat d” Al gebra [We] on el teorema esta enunciat ja tal com es
fa actualment. Aquesta demostracié €s llarga i laboriosa; a continuacié n’indicarem,
solament a grans trets, la linea seguida. Procedeix aixi:

En primer lloc, redueix el cas abelia al cas ciclic de grau una poténcia d’un pri-

mer p. .
Ja en aquest cas, siguin: f(x) € Q [x] un polinorni de grau n =p”, r 2 1 de grup de
Galois G ciclic d’ordre n sobre Q, i oun generador de G; zg, 2y, ..., z,; les arrels de
I’equaci6 f(x) = 0 ordenades de manera que z;,; = 0(z;); K el cos de descomposicié de
fA(x), és adir, G(K/Q) = G. Aleshores, seguint la idea de Kronecker, considera les re-
solvents de Lagrange

8 .y 8 s o
(Bz) =2+ 2B+ o 42 L0 i=01,..,0-1,

on {, és una arrel primitiva n-esima de la unitat, ¢ls subindexs de z estan calculats
mddul n, i s és un enter qualsevol. Sumant respecte a s s’obte:

nz;= (&) i=0,1,...,n-1,

per tant, si es demostra que cada (£8,z;) i=0,1, ..., n— 1 pertany a un cos ciclotdmic
es té demostrat el teorema. Per aixd0 Weber utilitza les extensions de cossos reflecti-
des en el diagrama segiient:
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on i, és el grup de les arrels n-&simes de la unitat. Les resolvents de Lagrange pertan-
yen al cos K ( 1, ), i Weber construeix poténcies i quocients adequats d’aquestes re-
solvents de manera que els elements aix{ obtinguts siguin del cos Q( 4, ). Perd en el
seu raonament hi ha una llacuna, ja que el que fa és valid si K N Q( 4, ) = Q, que és
cert si n = p €s primer, perd generalment no ho és si n = p” amb r > 2. Deixant a part
aquesta llacuna, la resta del raonament és correcte. Ja situat a Q( ), utilitzant els re-
sultats de Kummer sobre el comportament a Q( i, ) dels primers de Q i sobre les uni-
tats dels cossos ciclotomics, en el cas en que p és imparell aconsegueix provar, treba-
llant molt, que les resolvents de Lagrange introduides pertanyen a un cos ciclotdmic
que conté Q( 4, ). El cas en que p = 2 requereix un tractament especial; necessita a
més a més utilitzar que el nombre de classes d’ideals de Q( i, ) és imparell, i aixo ho
demostra a partir de la férmula que déna el nombre de classes d’ideals en els cossos
ciclotdmics que s’obté aplicant els metodes analitics de Dirichlet.

A Hilbert, aquesta demostracid, encara que la déna per correcta, no acaba d’agra-
dar-1i perque no considera elegant fer servir resultats que s’obtenen per metodes ana-
litics per demostrar un teorema de caracter purament algebraic. Hilbert a [Hi 1896,
situant-se ja en el cas ciclic d’ordre una poténcia d’un primer p, en déna una demos-
tracio per inducci6 sobre I’exponent de p, també llarga i laboriosa, totalment correcta,
basada principalment en el comportament dels grups de ramificacié, fent notar al
principi que no utilitzard ni els meétodes analitics de Dirichlet ni els teoremes de
Kummer sobre els cossos ciclotomics. En llegir-1a, perod, observem que fa servir el te-
orema de Minkowski sobre el discriminant dels cossos de nombres, és a dir, el teore-
ma que afirma que sobre Q tota extensid algebraica és ramificada.

Weber replica a Hilbert amb una segona demostracié [We 1907], que encara pre-
senta la mateixa llacuna que la primera, en la qual aprofita la idea de la induccid, perd
sense utilitzar el teorema de Minkowski, ja que opina que aquest teorema tampoc té
caracter algebraic perque la seva demostracio es basa en els metodes geometrics.

Weber a [We 1909] en déna encara una tercera demostracio, i aquesta €s ja total-
ment correcta.
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El teorema enunciat per Kronecker, que avui es coneix amb el nom de «teorema
de Kronecker-Weber» queda finalmente demostrat, i alguns opinen que s’hauria
d’anomenar «teorema de Kronecker-Hilbert-Weber», ja que a causa de la llacuna que
presenten les dues primeres demostracions de Weber, fou Hilbert qui en dona la pri-
mera demostracié correcta. Posteriorment, se n’han donat altres demostracions en
que en general es fa us del teorema de Minkowski abans citat.

1.2 Generalitzacions

L’intent de generalitzar el teorema de Kronecker-Weber a altres cossos ha donat
lloc a un ampli i fructuds camp de recerca dins la teoria de nombres. En el breu reco-
rregut que aqui farem de les generalitzacions obtingudes, per raons que es veuran
posteriorment, no seguirem perd un rigords ordre cronologic. Comengarem per les
generalitzacions locals.

Ja hem dit anteriorment que el teorema de Kronecker-Weber és cert sobre el cos
Q, dels nombres p-adics, i ¢l podem enunciar de la manera segiient:

L’extensio abeliana maximal de Q,, s’obté adjuntant a Q, totes les arrels de la
unitat.

El cos Q, dels nombres p-adics €s un exemple de cos local. Un cos local és un
cos complet per una valoraci¢ discreta, de cos residual finit. Els cossos locals de ca-
racteristica zero son les extensions finites de Q,.. Per a aquests cossos locals, Lubin i
Tate a [Lu-Ta 1965] donen un teorema que generalitza el de Kronecker-Weber, subs-
tituint les arrels de la unitat per uns nous elements que defineixen i que en el cas que
el cos sigui Q, coincideixen amb les arrels de la unitat. En linies generals procedei-
xen de la manera segiient:

Sigui K un cos local de caracteristica zero, (D !’anell dels enters de K, 77 un uni-
formitzant de () 4 seguint la definici6 de grups formals sobre O g de Lubin [Lu
1964] defineixenels O g-moduls de Lubin-Tate i els grups F(n) dels punts de 7*-di-
visio (que s6n els que corresponen amb els grups u, de les arres n-¢simes de unitat) i
demostren el teorema segiient:

L’ extensié abeliana maximal K*® d’ un cos local K de caracteristica zero és la
composta de I extensié no ramificada maximal K™ de K i del cos Ly=\J ,_; L, unié
dels cossos L, = K(F(n)) obtinguts adjuntant a K els grups F(n) de punts de n*-divi-
Si0.

Cercant de generalitzar el teorema de Kronecker-Weber sobre Q a altres cossos
de nombres, o sigui tornant al cas global, el més natural és pensar en els cossos de
nombres més senzills, és a dir, en els cossos quadratics imaginaris, i aix0d ens con-
dueix novament a Kronecker i, precisament, a la segona qiiestié que hem dit que trac-
tariem.



2. El somni de Joventut

Kronecker, al final de I’ artricle ja citat [Kr 1953], on diu «lgs arrels de tota equa-
cid abeliana amb coeficients enters es poden expressar com a funcions racionals
d’arrels de la unitat», afegeix:

També existeix la mateixa relacio entre les arrels de les equacions abelianes
els coeficients de les quals només contenen nombres complexos enters de la forma
a+ bN=1ilesarrels de les equacions que apareixen en la divisio de la lemniscata; i
el resultar anterior es pot generalitzar encara més enlla per a totes les equacions
abelianes els coeficients de les quals contenen determinats nombres algebraics irra-
cionals.

Es a dir, el que ens diu en primer lloc és que les arrels de les equacions abelianes
els coeficients de les quals solament contenen enters de Gauss es poden expressar
com a funcions racionals sobre Q(i) de les arrels de I’equacié de la lemniscata, i des-
prés insinua que aquest resultat és generalitzable d’alguna manera a altres casos. A
[Kr 1877] torna a referir-se a aquesta qiiestié especificant ja que aquests altres casos
als quals es pot generalitzar son les equacions abelianes els coeficiens de les quals so-
lament contenen arrels quadrades de nombres enters negatius.

Finalment trobem Der Brief (La carta) que escriu Kronecker a Dedekind el 15 de
marg de 1880, desbordant d’alegria, en la qual li comunica que creu haver resolt 1’1dl-
tima de les moltes dificultats de la investigacié que I’ha tingut ocupat els darrers nou
mesos. Diu:

..Es tracta del meu somni de joventut més estimat, és a dir, que les equacions
abelianes amb coeficients arrels quadrades de nombres racionals poden exhaurir-se
a través de les equacions de transformacié de les funcions el.liptiques amb modul
singular, de la mateixa manera que les equacions abelianes enteres amb les equa-
cions ciclotomiques.

Es per aix0 que aquest problema plantejat per Kronecker es coneix amb el nomb de
Somni de Joventut. No es té perd cap noticia de la demostracié que Kronecker
sembla tenir.

El comentari a Der Brief que apareix a les obres completes de Kronecker és fet
per Hasse, i diu que la certesa o no d’aquesta afirmacio feta per Kronecker depen del
que vulgui dir quan parla de moduls singulars de funcions el.liptiques i de les matei-
xes funcions el.liptiques singulars.

Es pot pensar en que es basava Kronecker per fer aquesta conjectura; perd dona-
da la genialitat de Kronecker, i tenint en compte que a la vegada es preocupava de
Pestudi de la multiplicacié complexa de les funcions el.liptiques, introduida ja per Ja-
cobi, no resulta gens estrany, perque el que si €s clar €s que en referir-se Kronecker a
funcions el.liptiques singulars pensava en les funcions el.liptiques amb multiplicacié
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complexa. Ens ha semblat, per tant, oporti fer a continuacié una petita referéncia a la
multiplicacié complexa i a la seva relacié amb els cossos quadratics imaginaris.

2.1 Multiplicacié complexa

Per fer més comprensible el concepte de multiplicacié complexa ens hi referirem
en primer lloc autilitzant el llenguatge actual, és a dir, parlarem de la multiplicacié
complexa en les corbes el.liptiques sobre el cos C dels nombres complexos.

Sigui E = C/A una corba el liptica definida sobre Ci A = Zw, + Zw, la seva xarxa
de periodes. L’anell R d’endomorfismes de E ¢s isomorf a un anell que conté Z i
genericament és isomorf a Z; si R és isomorf a un anell més gran que Z es diu que E té
multiplicaci6 complexa. Aquest anell R esta intimament lligat a una extensié quadra-
tica imaginaria de Q, ja que si T = w; / @, és el quocient dels periodes que té part ima-
ginaria positiva, el cos K = Q(7) és una extensié quadratica imaginaria de Q, i R és
isomorf a un ordre del cos K que en particular pot ser I’anell dels enters de K. De la
mateixa manera que en 1’anell dels enters, es defineixen en un ordre les classes d’ide-
als que sén també en nombre finit. Una corba el-liptica es diu que pertany a un ordre
si el seu anell d’endomorfismes és isomorf a aquest ordre; dues corbes el-liptiques
pertanyents a un mateix ordre sén isomorfes si els ideals generats pels periodes res-
pectius sén de la mateixa classe. Cada classe d’ideals en I’ordre defineix una classe
de cobres el'liptiques isomorfes i a cada classe se li associa I’invariant modular ;.

En el llenguatge de Jacobi i de Kronecker en lloc de parlar de corbes el-liptiques
es parla de funcions el'liptiques; en particular consideren la funci6 el-lipica sin am
que depen d’un modul ki demostren que per a tot 2 € Z, sin am nu s pot expressar
com a funci6 racional de sin am u. Per0 per a certs valors del modul x els enters no
s6n els iinics nombres pels quals aix0 es verifica, sind que existeixen altres nombres
complexos ae€ C/Z pels quals també sin am ow es pot expressar com a funcio racio-
nal de sin am u. Aquests moduls es denominen moduls singulars i les funcions el-lip-
tiques corresponents, funcions el-liptiques singulars.

2.2 Després d’enunciar-se el Somni de Joventut

Des que Kronecker conjetura el Somni de Joventut fins que se’n dona un enun-
ciat correcte i una demostracio, passa molt temps, perd mentrestant es produf un es-
deveniment matematic molt notable que va incentivar els matematics del segle XX a
ocuparse’n. Fou la presentaci6 per Hilbert en el Congrés International des Mathéma-
ticiens de Paris, de I’any 1900, de la seva “Col-leccié de Problemes”, el 12 dels quals
fa referéncia a la conjetura de Kronecker perd proposada encara de forma més gene-
ral. L’enunciat resumit d’aquest probleme és el segiient:

Sigui k un cos de nombres, K una extensio abeliana finita de k. Es poden trobar
“bones” funcions analitiques ¢,(z),..., ¢(z) dependent de k, tals que per a valors
convenients z(i = 1, ..., r) de z el cos K sigui isomorf a un subcos de k($(z}),...,

6.(2,)).
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Per exemple, en el cas que £ = Q la solucié del problema ens la déna el teorema
de Kronecker-Weber que hem exposat anteriorment amb la funci6 ¢;(z) =e 2.

Una de les tasques dels matematics del segle XX és intentar resoldre els proble-
mes proposats per Hilbert, entre ells el que acabem d’enunciar. Intimament Iligat
amb aquest encara que en principi poden semblar distants, se’n troba un altre que fa
referéncia a la generalitzaci6 de la llei de reciprociiat quadratica. Cercant de resodre
aquest dltim, Takagi construi la teoria global de cossos de classes, establint una co-
rrespondencia bijectiva entre els grups ideals d’un cos de nombres X i les extensions
abelianes de K. A cada cos associat al grup corresponent n’hi digué cos de classes.
L’any 1903 intentd comprovar la conjetura de Kronecker construint els cossos de
classes del cos K = Q(i) i es troba que si adjuntava a K solament arrels de la unitat i
mdduls singulars de corbes el-liptiques tenia més grups que cossos, i per tant li calia
fer altres adjuncions que eren precisament les coordenades dels punts d’ordre finit de
les corbes el-liptiques. Posteriorment, a I’any 1920 prova el resultat corresponent per
aun cos quadratic imaginari qualsevol.

Aquest resultat, que és la forma correcta del Somni de Joventut, I’enunciarem en
el llenguatge actual de la forma segiient:

Sigui K un cos quadratic imaginari, R Ianell dels enters de K, { A} una classe
d'ideals de R, E = C/\ una corba el-liptica tal que End E =R, J(E) I'invariant modu-
lar. Aleshores:

a) j(E) és algebraic sobre K

b) K(J(E)) és I extensié no ramificada maximal de K

c)K® =K((E); xg(T), Te E,,) on xg(z)eslafuncié de Weber

gifigo(z,m si j(E)#0,1728

2
xp(z) = g—Azgo(z,E)z ‘si j(B)=1728

%s‘oc,EP si j(B)=0

8(E)=60 ) 0 gy(E)=140 Y, o
we A

we A
w0 w0

Amb les demostracions de Weber, en el cas en qué el cos base és Q, i-de Takagi,
en el cas en qué és un cos quadratic imaginari, tenim dos casos en qué el problema 12
de Hilbert té resposta afirmativa.

Una nova aportacié a la soluci6 d’aquest problema ens la déna Hecke que I’any
1913 construeix extensions abelianes no ramificades de cossos biquadratics mit-
jangant valors singulars de funcions modulars de Hilbert de dues variables.

Altres progressos sobre aquesta giiestié no es troben fins I’any 1955 amb les
aportacions de Shimura-Taniyama-Weil, recollides a [Sh-Ta 1961], i que no comen-
tem perque el seu contingut queda fora del que és el marc d’aquesta exposici6.
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3. Grup de Galois de I’equaci6 de divisi0 dels periodes
de les funcions elliptiques

Ja hem fet notar en el paragraf anterior que un dels temes de recerca de Kronec-
ker era I’estudi de les funcions el-liptiques i de manera especial el de les equacions de
multiplicaci6 i divisié en aquestes funcions. Cal destacar dins d’aquest estudi la seva
comunicacié [Kr 1875] que comenga de la manera segiient:

L’ afecte de les equacions de grau%(n2 — 1) que tenen per arrels, en la notacio de
Jacobi, el quadrat de
Q2mK +2m'K'i

sinam *—————~
n

©O<m<n-1;1 Sm's’—‘—g—l ) (13ms’—‘—;—1;m'=0)

encara, que jo sapiga, no ha estat determinat, malgrat que aquesta determinacio o, el
que la terminologia de Galois es denominaria I esbrinament del grup de I’ equacid, és
manifest que té un significat molt fonamental per a la part algebraica de la teoria de
les funcions el-liptiques. Naturalment, la investigacio corresponent presentaria difi-
cultats molt peculiars si no es disposés de cap punt de reférencia; pero el resultat final
es pot deduir quasi directament de dues comunicacions molt valuoses, que des de fa
aproximadament mig segle es troben en una publicacié d Abel i en una de Jacobi, i el
coneixement del contingut em va facilitar substancialment trobar el cami.

La lectura d’aquest treball de Kronecker presenta moltes dificultats que es po-
den, fins a cert punt, superar consultant d’'una banda Jacobi 1 de I’altra Weber. Per
aix0, abans d’intentar comentar-lo, donarem primer una breu idea del que ens diu
Weber a [We] sobre aquesta qiiestio.

Weber considera la funcid el-liptica sin am u multiplicacié complexa de modul ¥
i periodes 4K, 4 K'i i calcula la férmula que determina sin am nu, n € Z en funcié de
sin am u, férmula gie ja havia estat calculada anteriorment per Jacobi.

Si n és un enter senar i es posa x = sin am u aquestd formula té I’expressio se-

glient:

XA(xX2)

sinamnu=="—=-+
D(x?)

on A(x?) i D(x2) s6n polinomis sobre Q( k%) de graus L;l j =2 en x2, respecti-

vament. Si en aquesta expressié se substitueix nu per vs obté 1’equacié de grau n
en x.

D) sinam v=xA(x?)

que s’anomena I’equacic6 de divisié de la funcid el-liptica sin am v 1 que t€ per arrels
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v, 4Km+ 4K‘im')

Xy = SIN am ( - -

onm i m'recorren un sistema complet de classes de restes modul n. Si v és un periode
sinam v=0is’obté I'equacid de divisié dels periodes

xA(x?)=0
que té per arrels
4Km +4K'im’

X = Sinam -

on m i m’recorren un sistema complet de classes de restes modul .

El problema que tracta Kronecker a [Kr 1875] és el de la determinaci6 del grup
de Galois del polinomi A(x%) com a polinomi en x* sobre el cos Q(k®). Del paragraf
que hem transcrit de I’article de Kronecker, se’n podria concloure que ell fou el pri-
mer matematic que s’ ocupa d’aquesta qiiestid, perd en una nota al final d’aquest arti-
cle el mateix Kronecker fa esment de resultats anteriors obtinguts per Sylow referents
a aquest probleme. L article consta de dues parts. En la primera retroba les anomena-
des relacions d’Abel (ja que fou Abel el primer a obfenir-les):

n-1

8mm' m
z e Th Xom, =0

m=0

8mm o
2 —n x,,,,,,,-=0

que li sén fonamentals per determinar el grup de Galois que cerca i demostra el resul-
tat segiient enunciat per Jacobi en una carta dirigida a Legendre i també en una comu-
nicacié al Journal de Crelle (1829):

.Suposant coneguts tots els moduls en els quals es pot transformar un modul
donat k mitjangant una transformacio corr esponerit al nombre n, totes les quantitats
de la forma sin* am M ,onmim'son nombres qualssevol, es poden ex-
pressar per aquests moduls sense que sigui necessari resoldre cap equacio algebrai-

ca.

En la segona part calcula ’ordre del grup de Galois del factor irreductible de
I’equacié A(x?) sobre Q(x%) quan n és un nombre senar qualsevol (el cas en que n és
un nombre primer ja havia estat calculat per Galois) i relaciona el grup de Galois
d’aquest factor amb el de I’equacio de transformacio d” ordre n.

Weber a [We] determina, d’una manera molt comprensible, el grup de Galois G
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del polinomi A(x?) considerat com a polinomi en x sobre el cos Q(x%), quan n és un
enter senar i la funcié sin am corresponent a k no té multiplicacié complexa. Partint
de les férmules d’addicié i multiplicacié de sin am per enter, prova que G €s un sub-
grup del grup GL,(Z/nZ); per obtenir aquest subgrup, també com a Kronecker, li sén
fonamentals les relacions d’ Abel que ja hem escrit anteriorment i que li serveixen per
demostrar que el subgrup SL,(Z/nZ) de GL,(Z/nZ) esta contingut a G i que coinci-
deix precisament amb el grup de Galois del polinomi A(x?) com a polinomi en x sobre
cos Q(x%,8,) 1 que I'anomena el grup de monodromia de I’equaci6 de divisié. Des-
prés, seguint de nou la idea de Kronecker, calcula els ordres dels grups SL,(Z/nZ) i
GL,(Z/nZ) i d’aquest calcul en dedueix que el grup de Galois G cercat coincideix
amb GL,(Z/nZ). Finalment, observa que quan n €s compost el polinomi A(x?) no és
irreductible sobre Q(x%) i que el grup de Galois del factor irreductible és el mateix G.
També, citant els resultats de Kronecker, relaciona el grup de Galois G amb el grup
de Galois de I’equacio de transformacio.

Si es designa per K, el cos de descomposicié del polinomi A(x?) els resultats de
Weber es poden resumir en el diagrama segtient:

Kn
SLy(Z/nZy

GLz(Z/”Z) Q( K2, Cl’l)

(Z/inZ)*
Q(#2)

Actualment, els resultats de Weber es donen utilitzant el llenguatge de les corbes
el-liptiques en lloc del de les funcions elliptiques. i aixi es diu per exemple, el cos
que s’obté adjuntant a Q(s) els punts de n-torsié d’una corba el-liptica definida sobre
C,etc.

La generalitzacié d’aquest problema a un cos de nombres K es troba en ’article
de Serre [Se 1972] en el qual entre altres coses demostra el resultat segiient:

Sigui E una corba el-liptica sobre un cos de nombres K, sense multiplicacié com-
plexa, i E; el grup dels punts de I-torsié amb | primer, llavors el grup de Galois de
K(E)) sobre K és GLL(Z[IZ) per quasi tots els nombies primers .
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